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METODA WYZNACZANIA PARAMETRÓW I CHARAKTERYSTYK 

WYSOKOOBROTOWEJ BEZSZCZOTKOWEJ PRĄDNICY  
Z WZBUDZENIEM MAGNESAMI TRWAŁYMI  

DLA STANÓW USTALONYCH  
 

A METHOD OF CALCULATION OF STEADY-STATE VARIABLES  
OF HIGH-SPEED BRUSHLESS ELECTRIC GENERATOR  

WITH PERMANENT MAGNET EXCITATION 
 

Streszczenie: W artykule opracowano modele matematyczne do wyznaczania parametrów i charakterystyk 

wysokoobrotowej prądnicy wzbudzanej magnesami trwałymi dla stanów ustalonych. Analizę oparto na meto-

dzie obwodowej z uwzględnieniem zjawisk nieliniowych. Sformułowany model matematyczny oparto na 

ogólnych założeniach pozwalających na prowadzenie analizy dla założeń szczegółowych. Opracowany model 

matematyczny umożliwia analizę stanu magnetycznego maszyny dla różnych obciążeń określanych wskaźni-

kowo oraz umożliwia wyznaczanie między innymi charakterystyki zewnętrznej dla pełnego zakresu obciążeń. 

Nowość podejścia polega w usuwaniu z obliczeniowego algorytmu procedury liczbowego całkowania układu 

równań algebro-różnicowych. Opracowany model umożliwia wyznaczanie napięcia wysokoobrotowej prąd-

nicy dla różnych wartości obciążenia na etapie wstępnego projektowania maszyny. Przedstawiona w artykule 

metodyka pozwala na wykorzystanie jej elementów do wyznaczania charakterystyk mechanicznych silników 

PMSM.  Ponadto w artykule przedstawiono porównanie wyników obliczeń z proponowanej metody z oblicze-

niami uzyskanymi z modelu matematycznego opartego na teorii polowej analizowanej maszyny. 
 

Abstract: The mathematical formulation and the algorithm for the calculation of the static characteristics of 

steady-state high-power generator with permanent magnet excitation is proposed. The study was carried out 

using the circuit theory methods, which are based on the nonlinear theory of electric machines of alternate 

current and an invariant theory of approximation of functions. The described mathematical model is built 

based on the conventional assumptions. It allows you to analyze the magnetic state of the machine at the 

reference current and power factor, and also – to count an external characteristic over the entire range of 

possible loads. The novelty of the approach is in excluding a procedure of numerical integration of 

differential-algebraic equations systems from calculation algorithm. The main purpose of this model – voltage 

rating of generator under load at the prime design of the high-speed machines. Results of the calculation of 

regime values obtained by the proposed method and results, which were calculated on adequate field model of 

the same machine, which uses 2D to FEM-analysis are compared. Elements of the proposed methods of 

calculation of the magnetic state of high-speed machines with permanent magnet excitation can be used for 

calculation of the mechanical characteristics of the PMSM motors. 
 

Słowa kluczowe: wysokoobrotowa maszyna elektryczna, stan ustalony, magnesy trwałe, FEM-analiza, silnik 

PMSM 

Keywords: high-speed electrical machines, steady-state, permanent magnet, FEM- analysis, PMSM 

 

1. Wstęp 

Aktualne dążenia do globalnej oszczędności 

energetycznej, do zdecentralizowania źródeł 

zasilania elektrycznego, do wykorzystywania 

ciepła o niskim potencjale, generowanego przez 

obiekty przemysłowe, i tak dalej – są to pro-

blemy bezpośrednio powiązane z opracowa-

niem urządzeń zasilania elektrycznego małej 

mocy (setki kilowatów). Struktura takich urzą-

dzeń musi obowiązkowo zawierać generator  

 
 

elektryczny, częstotliwość obrotowa którego 

sięga 30 – 250 tys. obr/min. Prace nad stwo-

rzeniem takich jednostek prowadzone są pra-

ktycznie we wszystkich krajach rozwiniętych  

i są one z pewnością aktualnym problemem 

naukowo-technicznym. 
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2. Analiza ostatnich badań 

Metody obliczania statycznych charakterystyk 

maszyn ogólnoprzemysłowego przeznaczenia  

w oparciu o nieliniową teorię maszyn elektrycz-

nych opisano szczegółowo w pracach, które 

mogą być uznane jako klasyczne [1], i inne. Co 

dotyczy maszyn bezszczotkowych ze wzbudze-

niem od magnesów trwałych, to dostosowane 

do nich metody obliczeniowe względnie mogą 

być podzielone na dwie grupy. Do pierwszej 

odniesiemy precyzyjne modele matematyczne, 

mianowicie w oparciu o metodę elementów 

skończonych, które uwzględniają praktycznie 

wszystkie czynniki, wpływające na zachowanie 

maszyn zarówno w stanach ustalonych, jak i w 

stanach przejściowych. Jedyna wada tego po-

dejścia – wysokie wymagania, dotyczące mocy 

obliczeniowej oraz niska szybkość działania 

[2,3,6]. Drugi kierunek badań operuje uprosz-

czonymi "obwodowymi" liniowymi [5,7] lub 

nieliniowymi [4] modelami, przeznaczonymi,  

z reguły, dla rozwiązywania zadań, powiązują-

cych kilka stycznych dziedzin techniki, przy-

kładowo – z kompleksowymi badaniami złożo-

nych układów, łączących urządzenia elek-

tryczne, elektroniczne, mechaniczne. Wiary-

godność takich modeli, którą określa się pod-

czas formułowania założeń, zależy od ich prze-

znaczenia. 

W tym kontekście chcemy zaoferować model 

"obwodowy", który z jednej strony jest na tyle 

wiarygodny, aby używać go do celów projek-

towania maszyn wysokoobrotowych ze wzbu-

dzeniem od magnesów trwałych, z drugiej zaś 

strony – dość prosty i w wyniku szybkodziała-

jący oraz nie stawający wysokich wymagań do 

środków obliczeniowych. 

3. Założenia 

Głównym celem proponowanego modelu jest 

obliczenie wartości napięcia fazowego od prądu 

obciążenia i współczynnika mocy w wysoko-

obrotowym bezszczotkowym generatorze ele-

ktrycznym ze wzbudzeniem od magnesów 

trwałych (WBGMT). Użyliśmy przekształ-

cenia współrzędnych qd , , co pozwoliło poz-

być się zależności sprzężeń magnetycznych faz 

uzwojenia stojana od kąta obrotu wirnika. 

Problem jest sformułowany dla czynnych war-

tości fazowych napięć i prądów, więc równanie 

równowagi elektrycznej nie będzie zawierało 

pochodnych czasowych. Model ten jest zbu-

dowany przy następujących założeniach: 

• pole magnetyczne jest umownie podzielone 

na dwie części - pole główne oraz pole 

rozproszenia stojana i wirnika; 

• główne pole magnetyczne jest uważane jako 

płaskie; 

• zębata struktura rdzenia stojana jest zastąpio-

na przez gładką, czyli jednorodną warstwę, 

której charakterystyka namagnesowania  

w kierunku promieniowym jest identyczna  

z charakterystyką namagnesowania rzeczywi-

stej zębatej warstwy stojana; 

• znajdujące się w rowkach uzwojenia stojana 

przewody są zastąpione nieskończenie cienką 

warstwą, styczną do otworu stojana i rozło-

żoną zgodnie z prawem harmonicznym; 

• pole magnetyczne w szczelinie powietrznej 

jest okresowe i takie, że dla każdej pary 

punktów leżących w odległości jednej po-

działki biegunowej, różni się ono jedynie zna-

kiem; 

• straty w żelazie od histerezy oraz prądów wi-

rowych są nieobecne; 

• jarzma stojana i wirnika są zastąpione skupio-

nymi opornikami magnetycznymi. 

4. Matematyczne sformułowanie proble-
mu 

Matematyczne sformułowanie problemu obej-

muje równania równowagi elektrycznej dla 

sprowadzonych ortogonalnych wzajemnie elek-

trycznych obwodów stojana  

,

;

0UIR

0UIR

qqpd

ddpq

=++

=++−

ωψ

ωψ
 (1) 

gdzie 
60

np2 н  π
ω =  – kątowa częstotliwość prą-

du w uzwojeniu stojana; pR  – rezystancja fazy 

stojana; qd UU  ,  – amplitudy projekcji napięcia 

fazowego na osie ruchomego układu współrzę-

dnych qd , ; qd II  , – amplitudy projekcji prądu 

fazowego. 

Przejście od czynnych wartości napięcia pU   

i prądu pI  do amplitud qd ,  – projekcji doko-

nano zgodnie z 

;cos

;sin

Θ

Θ

pq

pd

U2U

U2U

−=

−=
  

.cos

;sin

α

α

pq

pd

I2I

I2I

−=

−=
  (2) 

gdzie Θ  – kąt wybiegu; α  – kąt między prą-

dem i osią q− . 
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Związek pomiędzy tymi kątami i kątem obcią-

żenia ϕ  wyraża się zależnością (rys.1) 

Θϕα += .       (3) 

 
Rys. 1. Schemat wektorowy napięć i prądów 

WBGMT 
  

Dla uzyskania wyrażeń projekcji sprzężeń ma-

gnetycznych wykorzystamy podejście [1]. Na 

szczelinę powietrzną nałożymy siatkę jedno-

wymiarową, składającą się z N  węzłów. Dla 

każdego węzła będzie określana wartość induk-

cji w przedziale N1 BB δδ  ..., , . Wtedy projekcje 

całkowitego sprzężenia magnetycznego obwo-

dów stojana wzdłuż osi qd ,  będą obliczane 

jako 

( )
( ),sin ...sin

;cos ...cos

NN11qaq

NN11dad

BBCIL

BBCIL

ηηψ

ηηψ

δδψσ

δδψσ

+++=

+++=

(4) 

gdzie 
N

wkl4
C

p1w

π

τδ
ψ

 
=  – obliczeniowy współ-

czynnik; N1 ηη  ..., ,  – kątowe współrzędne wę-

złów siatki obliczeniowej. 

Rozważymy obwód całkowania, który przecho-

dzi po kolei przez jarzmo wirnika, biegun, 

szczelinę powietrzną w okolicy węzła z nume-

rem bieżącym n  ( N1n ,= ), strefę zębową sto-

jana, jarzmo stojana i zamyka się tą samą 

drogą, ale przez sąsiedni biegun (rys.2). 

Dla N  takich obwodów, przechodzących przez 

wszystkie węzły siatki obliczeniowej w prze-

dziale, równanie zgodnie z prawem przepływu 

prądu (na parę biegunów) 

,

sincos

;

sincos

0FFF2F2

F2ICIC

0FFF2F2

F2ICIC

ajNzN

mNqHNdH

aj11z

m1qH1dH

=++++

++−−

=+++

++−−

δ

δ

ηη

ηη

M   (5) 

gdzie 
p

kw3
C

1wp
H ⋅

=
π

 – współczynnik oblicze-

niowy; nn
0

n B
k

F δ
δ

δ δ
µ

=  – spadek napięcia ma-

gnetycznego w szczelinie powietrznej w oko-

licy węzła z numerem bieżącym n ; zN1z FF  ..., ,  

– spadki napięcia magnetycznego w zębach w 

okolicy odpowiednich węzłów siatki oblicze-

niowej. 

 
Rys. 2. Rysunek objaśniający do zapisywania 

równań (5) 
 

Dla uwzględnienia strumieni rozproszenia po-

między biegunami induktora stosuje się równa-

nie  

( ) 0FF2 jmfm =++− σδ λΦΦ .      (6) 

Strumień przez strefę roboczą będziemy okre-

ślać w ten sposób 

( )N1 BBC δδΦδΦ  ... ++= ,  (7) 

gdzie 
N

l
C

 τδ
Φ =  – współczynnik obliczeniowy. 

Charakterystyki namagnesowania stref przewo-

du magnetycznego 

( )
( )
( );

;

;

δΦ

Φ

Φ

aa

mjj

mmm

FF

FF

FF

=

=

=

 

( )

( ).

;

NzzN

1z1z

BFF

BFF

δ

δ

=

=

M  (8) 

otrzymywane są zgodnie ze znanymi metodami 

klasycznej teorii maszyn elektrycznych. 

Układ (1) – (8) składa się z 14N2 +  równań  

i zawiera tę samą liczbę niewiadomych dψ , 

qψ , dU , qU , pU , dI , qI , α , Θ , mΦ , δΦ , 
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N1 BB δδ  ..., , , mF , jF , aF , zN1z FF  ..., , . Układ 

ten jest nieliniowy z powodu nieliniowości (8). 

Wartości prądu fazowego pI , kątowej często-

tliwości ω  i współczynnika mocy ϕcos  są za-

dane. 

 
Rys. 3. Schemat zastępczy obwodu magnetycz-

nego WBGMT 
 

Dla wygody i zwartości dalszego wykładu prze-

jdziemy do macierzowej postaci zapisywania. 

Wprowadzimy do użycia następujące elementy: 

q

d

ψ
ψ

ψ = ;  
q

d

U

U
U = ;  

q

d

I

I
I = ; 

N

1

B

B

B

δ

δ

δ M= ; 

zN

1z

z

F

F

F M= ;  

1

1

C M=  (9) 

– wektory wymiaru 2 sprzężeń magnetycznych, 

napięć, prądów; wektory rozmiaru N  indukcji 

w szczelinie, spadków napięć magnetycznych 

w strefie zębowej oraz wektor jednostkowy, 

odpowiednio; również 

p

p

R0

0R
R = ;  

a

a
σ

L0

0L
L

σ

σ=   (10) 

– macierze przekątne rezystancji oraz indukcyj-

ności rozpraszania uzwojenia stojana, i inne 

macierze 

( )N1
0

r diag
k

δδ
µ

δ δ  ..., ,= ;  
0

0

ω
ω

Ω
−

= ; 

NN

11

T

ηη

ηη

sincos

sincos

MM= ; 
Θ
Θ

ΚΘ
cos

sin

2

2

−

−
= ;  

α
α

Κα
cos

sin

2

2

−

−
= ,   (11) 

gdzie N1 δδ  ..., ,  – wymiary roboczej szczeliny 

powietrznej w miejscach lokalizacji węzłów 

siatki obliczeniowej o współrzędnych kątowych 

N1 ηη  ..., , . 

Stosując wprowadzone oznaczenia (9) – (11), 

zapiszemy sformułowanie problemu obliczenia 

stanu pracy generatora w postaci wektorowej 

;0UIR =++ψΩ   ;pUU ΘΚ=   ;pII αΚ=  

;δψσψ BTCIL
r

∗+=   ;Θϕα +=  

;0CFCFB2F2CF2ITC ajrzmH =+++++−
rrrr

δδ

( )jmfm FF2 +−= σδ λΦΦ ;  δΦδΦ BCC
rr

*= ; 

( );mmm FF Φ=  ( );mjj FF Φ=  ( );δΦaa FF =  

( ).δBFF zz

rrr
=           (12) 

5. Algorytm rozwiązania problemu 

Rozwiązanie układu (12) będziemy dokonywać  

metodą Newtona. 

Liniowy układ równań algebraicznych genero-

wany przez nieliniowy (12) na l-ej iteracji me-

tody Newtona 

;
)()()()( 1l
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;
)()(

)(

lal
a

1ld

dF
F δ

Φδ
∆Φ

Φ
∆

δ
−

=  

                     
)()(

)(

l

B

z
l

z B
Bd

Fd
F

1l
δ

δ
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δ
−

=
r

r ,       (13) 

gdzie 
)(l

ψ∆ , 
)(l

U∆ , )(l
pU∆ , 

)(l
I∆ , )(lα∆ , 

)(l∆Θ , )(l
mF∆ , 

)(l
jF∆ , )(l

aF∆ , 
)(l

zF∆ , )(l
m∆Φ , 

)(l
δ∆Φ , 

)(l
Bδ∆  – poprawki niewiadomych na l-ej 

iteracji; 
)( 1l

1Y
−

, 
)( 1l

2Y
−

 – odchyłki układu (12), 

które obliczają się na podstawie (l–1)-go zbli-

żenia pierwiastka. 

Zmienimy oznaczenia macierzy-kolumn róż-

niczkowych parametrów, które określają się po 

(l–1)-m zbliżeniu pierwiastka 

Θ
Θ

Θ Θ

Θ
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2
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2

2

d
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1l
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d

−
==

−

−
.   (14) 

Różniczkowe magnetyczne oporności bieguna, 

jarzma wirnika i jarzma stojana, odpowiednio, 

teraz będziemy oznaczać jako 

)(

)(

1l
m

m

m1l
m

d

dF
R

−
=−

ΦΦ
; 

)(

)(

1l
m
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Φ
Φ

; 

)(
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1ld

dF
R a1l

a
−

=−

δΦδΦ
,  (15) 

a macierz różniczkowych właściwych oporno-

ści magnetycznych strefy zębowej — 

( )zN1z

B

z1l
z diag

Bd

Fd

1l

ρρρ

δ
δ

, ... ,
)(

)( ==
−

−
r

r

r

.(16) 

Różniczkowe oporności jR , aR  i zρ  są obli-

czane przez różniczkowanie funkcji (8), które 

zadawane za pomocą tablicy. Oporność magne-

tyczną bieguna można uważać za stałą 

max

max

Φ
F

Rm =  w warunku stosowania magnesów 

trwałych z domieszkami z pierwiastków ziem 

rzadkich. 

Z układu (13) wyłączymy poprawki, obliczane 

zgodnie ze wzorami i z uwzględnieniem ozna-

czeń (15), (16) napiszemy w postaci macierzo-

wej 
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gdzie bloki macierzy Jacobiego 
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obliczają się za (l–1)-m zbliżeniem pierwiastka, 

a odchyłka układu — 
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Po rozwiązaniu (17) w stosunku do poprawek 

niewiadomych 
)(l∆Θ , 

)(l
pU∆ , 

)(l

Bδ∆ , l -e 

zbliżenie pierwiastka oblicza się jako 
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Poprawka do strumienia w biegunie określa się 

zgodnie z 
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i, odpowiednio )()()( l
m

1l
m

l
m ∆ΦΦΦ += − . 

Pozostałe niewiadome są obliczane bezpośred-

nio za pomocą wzorów 
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Po osiągnięciu niezbędnej i określonej poprze-

dnio dokładności obliczenia niewiadomych, 

iteracyjna procedura zatrzymuje się i ustala się 

reżimowy punkt zewnętrznej charakterystyki 

generatora ( )ppp IUU =  dla podanych wartości 

const=ϕ  oraz const=ω . 

6. Weryfikacja wyników 

Weryfikacja danej metody obliczania reżimo-

wych wartości wysokoobrotowego generatora 

była dokonywana drogą porównania wyników z 

wynikami, uzyskanymi na wiarygodnym mo-

delu polowym, który stosuje metodę elementów 

skończonych (MES). 

Model ten jest 2-wymiarowym i oblicza pole 

magnetyczne WBGMT w zbliżeniu niby usta-

lonym. Implementację programową dokonano 

w pakiecie ANSYS Multiphysics językiem pro-

gramowania APDL. 

Jako przykład, rozpatruje się wysokoobrotowy 

3-fazowy turbogenerator o mocy 75 kW, pręd-

kości obrotowej 100000 obr/min przeznaczony 

do napięcia fazowego 230 V. Główne wymiary: 

obliczeniowa długość rdzenia – 130 mm, śred-

nica wytaczania stojana – 55 mm. Szczelina 

powietrzna wynosi 4 mm. Materiał biegunów – 

magnesy trwałe na bazie pierwiastków ziem 

rzadkich z połączeniem neodymu, żelaza i boru 

(indukcja szczątkowa – 1,2 T, siła koercyjna –

900 kA/m). 

Porównania dokonano dla przypadku 1=ϕcos . 

Poziom dyskretyzacji obszarów obliczeniowych 

przedstawiono na rys. 4. 
 

 

Rys. 4. Fragment siatki elementów skończonych 

 

Na rys. 5, w postaci obrazów rastrowych poka-

zano pola z-projekcji wektorowego potencjału 

magnetycznego i modułu indukcji magnetycz-

nej. 

Na rys. 6 pokazano rozkład przestrzenny pro-

mieniowej składowej wektora indukcji magne-

tycznej, otrzymany z MES oraz proponowaną 

metodą. 

 

a) b) 

Rys. 5. Wyniki obliczeń pola generatora przy obciążeniu znamionowym: 

a) pole wektorowego potencjału magnetycznego, [Vs/m]; b) pole wektora indukcji magnetycznej, [T] 
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a) b) 
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Rys. 6. Zależności od współrzędnej kątowej promieniowej składowej indukcji magnetycznej 

a) przy biegu jałowym; b) przy znamionowym prądzie obciążenia oraz 1=ϕcos  

 

Analiza wyników wykazała, że różnica w obli-

czeniach napięć dwoma metodami dla trybu 

jałowego nie przewyższa 3%, a przy obciążeniu 

znamionowym – 2,5% (rys. 7). 

Jak widać z wykresów, uzyskane wyniki nie 

przeczą fizycznej istocie zjawisk, zachodzących 

w ustalonym stanie pracy WBGMT, a ilościowa 

analiza, którą można dość łatwo przeprowadzić 

analitycznie, tylko potwierdza zasadność zało-

żeń, leżących u podstaw proponowanego mo-

delu. 

7. Wnioski 

Zaproponowano matematyczne formułowanie  

i algorytm modelu do obliczania magnetycz-

nego stanu wysokoobrotowego bezszczotko-

wego generatora elektrycznego o wzbudzeniu 

od magnesów trwałych. Model pozwala okre-

ślać fazowe napięcie generatora dla zadanych 

prądu obciążenia, współczynnika mocy i czę-

stotliwości obrotowej, i uwzględnia nieliniowe 

magnetyczne właściwości obwodu magnety-

cznego maszyny. Ponadto, można z jego 

wykorzystaniem obliczyć przybliżony rozkład 

przestrzenny indukcji magnetycznej w szcze-

linie powietrznej, spadki napięć magnetycznych 

na odcinkach obwodu magnetycznego oraz 

ilościowo ocenić poziom nasycenia. 

Model nie jest wymagający co do środków ob-

liczeniowych, nie wymaga dołączania specjal-

nego oprogramowania i może być realizowany 

praktycznie na dowolnym komputerze. 

Sprawdzenie wiarygodności wyników modelo-

wania w porównawczym eksperymencie mate-

matycznym z wykorzystaniem odpowiedniego 

modelu polowego wykazało doskonałą powta-

rzalność wyników. 

 

200

210

220

230

240

250

0 30 60 90 120 150 I, A

U, V Up Up (FEM)

 

Rys. 7. Zewnętrzne charakterystyki dla dwóch 

metod 
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