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Streszczenie

Jednowymiarowy, niestacjonarny model numeryczny x-t u�yty zosta� do 
wyznaczenia oscylacyjnego przep�ywu powietrza w liniach 
pneumatycznych ��cz�cych miejsce pomiaru z przetwornikiem ci�nienia.
Wyniki symulacji numerycznych porównane zosta�y z wynikami bada�
eksperymentalnych dla niskich i wysokich amplitud pulsacji. Uzyskana 
zosta�a dobra zgodno�� bezwymiarowych parametrów charakteryzuj�cych 
przep�yw oraz przebiegów czasowych sygna�u ci�nienia w szerokim 
zakresie cz�sto�ci pulsacji.  
        
S�owa kluczowe: Przep�ywy oscylacyjne, symulacje numeryczne                                                     

Numerical analysis of the pressure 
oscillating signal transmission in 
pneumatic measurement lines

Abstract

A one-dimensional, unsteady numerical x-t model was applied for 
determination of the oscillating air flow in pneumatic lines, which connect 
the measurement point with the pressure transducer. The numerical 
simulation results were compared with the experimental results for low 
and high pulsation amplitudes. A good agreement of dimensionless 
parameters, which describe the flow and time dependent pressure 
distribution, was obtained in a wide frequency range. 

Keywords: Oscillating flows, numerical simulations

1. Wst�p

Przep�ywy pulsacyjne i oscylacyjne s� terminami powszechnie 
u�ywanymi w literaturze w odniesieniu do pewnego szczególnego 
typu przep�ywów zmiennych w czasie. S� to przep�ywy, 
w których zmiany parametrów zachodz� w sposób okresowy, 
z amplitudami cz�sto znacznie wi�kszymi ni� amplitudy 
fluktuacji charakteryzuj�ce ruch turbulentny. Przep�ywy 
oscylacyjne mog� by� rozwa�ane jako szczególny przypadek 
przep�ywów pulsacyjnych gdzie okresowe zmiany parametrów 
na�o�one s� na zerow� pr�dko�� �redni� transportu masy.  

Analizy danych literaturowych dotycz�cych bada�
eksperymentalnych przedstawione w [1] wskazuj�, �e zmienne 
w czasie: sk�adowa osiowa pr�dko�ci oraz ci�nienie s�
podstawowymi parametrami charakteryzuj�cymi ten typ 
przep�ywu, które determinuj� pole przep�ywu. Charakter 
i cz�sto�ci na�o�onych oscylacji s� jednymi z kluczowych 
czynników wp�ywaj�cych na struktur� pola przep�ywu. 

W ostatnim dziesi�cioleciu pojawiaj� si� coraz cz��ciej 
publikacje dotycz�ce symulacji numerycznych przep�ywów 
pulsacyjnych. Cz��� z nich [2] dotyczy podej�cia quasi-
ustalonego stosowanego dla niskich cz�sto�ci pulsacji. S� to 
relatywnie proste modele jednowymiarowe, w których zale�no�ci
pomi�dzy pr�dko�ci� �redni� a napr��eniem na �ciance lub 
lepko�ci� turbulentn� okre�lane s� na drodze analizy danych 
eksperymentalnych lub innych bardziej z�o�onych modeli 
analitycznych lub numerycznych. Popularno�� w symulacji 
numerycznych zdobywa metoda RANS. M.in. [3] przedstawia 
rozwi�zania dla przep�ywów z du�ymi amplitudami pulsacji 
z wykorzystaniem modeli algebraicznych. W [4] do domkni�cia
uk�adu równa� RANS u�yto modelu k-� z funkcj� �cianki w celu 
symulacji przep�ywu z wymian� ciep�a w rurze wylotowej 
komory spalania. Z kolei autorzy [5] w swoich symulacjach 
wymiany ciep�a przy du�ych amplitudach pulsacji u�ywaj�
modelu k-� w wersji dla niskich liczb Reynoldsa.  

Poniewa� obliczenia przep�ywów przy u�yciu metod DNS 
i LES ze swojej natury dotycz� przep�ywów nieustalonych, 
logiczne wydaje si� ich wykorzystanie (w szczególno�ci LES) 
w symulacjach przep�ywów pulsacyjnych. Istotnym 
ograniczeniem w ich stosowaniu s� jednak dost�pne obecnie 
moce obliczeniowe komputerów co powoduje, �e rozwa�ane 
mog� by� przypadki przep�ywów z ma�ymi liczbami Reynoldsa 
i w rurach o niewielkiej d�ugo�ci [6]. 

Linie pneumatyczne powszechnie u�ywane w systemach 
pomiaru zmiennego w czasie ci�nienia maj� posta� rurek 
��cz�cych otwory sond ci�nienia z przetwornikiem ci�nienia. 
D�ugo�� takich linii jest znacznie wi�ksza od ich �rednicy 
i porównywalna z d�ugo�ciami fal rozchodz�cych si� wzd�u�
rurki. W zwi�zku z tym zale�no�� pomi�dzy ci�nieniem
w otworze sondy a mierzonym przez przetwornik zale�y od 
dynamiki ruchu gazu. Koniec rurki jest zamkni�ty, w zwi�zku
z tym rozwa�any jest oscylacyjny ruch gazu.  

2. Opis modelu x-t

W przeci�gu kilku ostatnich lat w Instytucie Maszyn 
Przep�ywowych Politechniki �ódzkiej prowadzone by�y prace 
zwi�zane z opracowaniem modelu symuluj�cego transmisj�
sygna�u zmiennego w czasie ci�nienia przez linie pneumatyczne 
[7] (przep�ywy oscylacyjne) oraz jego rozszerzeniem na 
przypadki przep�ywów pulsacyjnych [8]. W efekcie tych prac 
powsta� jednowymiarowy, niestacjonarny model numeryczny x-t 
(w uk�adzie wspó�rz�dna wzd�u� osi rurki � czas) symuluj�cy
laminarne przep�ywy pulsacyjne gazu w rurkach. Dokonano tak�e
rozszerzenia zakresu dzia�ania modelu na przypadki przep�ywów 
przej�ciowych turbulentnych. Przy jego u�yciu badany jest 
rzeczywisty sygna� wlotowy i otrzymywane jest rozwi�zanie 
w postaci funkcji czasu i po�o�enia wzd�u� osi rury.  

2.1. Równania podstawowe modelu x-t 

Schemat linii pneumatycznej ��cz�cej miejsce pomiaru 
zmiennego w czasie ci�nienia z przetwornikiem przedstawiony 
jest na Rys. 1. W wi�kszo�ci konfiguracji linii �rednica
przetworników jest na tyle ma�a, �e nie jest konieczne 
umieszczanie zbiorniczka na zamkni�tym ko�cu linii.  



�x0 �x1

�xS1

p0
�0

p1
�1

p2
�2

u0 u1 u2

pI-1
���1

pI
�I

uI-2 uI-1 uI

�xI-1 �xI

0 1 2 I-1 I

pK �K

K

x

Rys. 1.  Schemat linii pneumatycznej z zaznaczonymi w�z�ami siatki. 
Fig. 1. Scheme of the pneumatic line with mesh nodes.

Jednowymiarowy zmienny w czasie model przep�ywu gazu 
idealnego w prostej rurce o sta�ej �rednicy opisany jest 
równaniami ci�g�o�ci, p�du i energii oraz równaniem stanu gazu 
doskona�ego:
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2.2. Modelowanie napr��e� stycznych 
i strumieni ciep�a

Poprawno�� rozwi�zania uk�adu równa� (1), (2) i (3) zale�y od 
poprawnego za�o�enia dyssypatywnych wyra�e� w równaniach 
p�du i energii, czyli okre�lenia zale�no�ci pomi�dzy napr��eniami 
stycznymi na �ciance a �redni� pr�dko�ci� przep�ywu w danym 
przekroju rury oraz pomi�dzy strumieniem ciep�a przez �ciank�
a �redni� warto�ci� temperatury p�yn�cego czynnika. 

Analiza wymiarowa nie�ci�liwego przep�ywu laminarnego 
doprowadzi�a do okre�lenia zwi�zku pomi�dzy napr��eniem 
a pr�dko�ci� jako funkcji liczby Reynoldsa opartej na cz�sto�ci 
pulsacji Re�:
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Wyniki otrzymane z liniowego rozwi�zania metodami 
perturbacyjnymi osiowosymetrycznego, dwuwymiarowego 
laminarnego przep�ywu gazu przez rurki [9], [10] by�y podstaw�
do okre�lenia zarówno funkcji F jak i przesuni�cia fazowego �
pomi�dzy pulsuj�cymi napr��eniem na �ciance oraz u�rednion�
po promieniu pr�dko�ci� w tym samym przekroju rurki. 
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Dok�adny opis wyprowadzenia przedstawionych równa� mo�na 
znale�� w [8]. 

Na potrzeby modelu x-t kryterium pojawienia si� turbulencji 
w oscyluj�cym przep�ywie gazu w rurkach okre�lone zosta�o na 
podstawie bada� eksperymentalnych [11]: 

� � 350210ReRe
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gdzie Reos okre�lona jest na podstawie amplitudy pr�dko�ci.
W celu rozszerzenia dzia�ania modelu na przep�ywy 

przej�ciowe i turbulentne do funkcji tarcia F wprowadzone 

zosta�o dodatkowe wyra�enie korekcyjne. Wyra�enie to zosta�o
opracowane w oparciu o formu�� Blasiusa dla ustalonych 
przep�ywów turbulentnych. W efekcie funkcja tarcia obliczana 
jest wg zale�no�ci:
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Pozwoli�o to na okre�lenie zale�no�ci na napr��enia na �ciance 
i strumienia ciep�a przez �ciank�. Obydwa te parametry okre�lone 
s� z harmonicznych zale�no�ci pomi�dzy amplitudami 
i przesuni�ciem fazowym i s� opisane wzorami: 
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Strumie� ciep�a przez �ciank� w prezentowanym modelu 
powi�zany jest z ró�nic� temperatur gazu i �cianki �. W modelu 
x-t nie s� uwzgl�dnione zmiany temperatury wzd�u� promienia. 
Liczba Nusselta Nu jest obliczana na podstawie analogii Colburna 
pomi�dzy napr��eniami na �ciance a strumieniem ciep�a przez 
�ciank�. Prowadzi to do nast�puj�cego sformu�owania:

nPrFNu �  (13) 
Powy�sze sformu�owanie wyra�enia strumienia ciep�a przez 

�ciank� zosta�o potwierdzone przez wyniki uzyskane przy u�yciu 
dwuwymiarowego, liniowego modelu [10]. Przesuni�cie fazowe 
w przypadku wyra�enia na strumie� ciep�a zosta�o przyj�te takie 
samo jak w przypadku napr��enia na �ciance. Wynika to z faktu, 
�e przesuni�cia fazowe dla obydwu wyra�e� pokrywa�y si�
w pe�nym zakresie cz�stotliwo�ci pulsacji i dozwolone wydaje si�
uproszczenie wg analogii cieplno-napr��eniowej. 

2.3. Dyskretyzacja równa� i warunki 
brzegowe 

Do przestrzennej dyskretyzacji cz�onów równa� ró�niczkowych 
(1), (2) i (3) wykorzystana zosta�a metoda ró�nic sko�czonych. 
U�yty zosta� schemat centralny drugiego rz�du dok�adno�ci na 
siatkach przesuni�tych. Parametry termodynamiczne okre�lone 
zosta�y w w�z�ach centralnych siatki oznaczonych na Rys. 1 
kropkami. Pr�dko�ci i g�sto�ci strumienia masy okre�lone zosta�y
w w�z�ach brzegowych oznaczonych strza�kami. Do ca�kowania 
zdyskretyzowanych przestrzennie równa� (1), (2) i (3) po czasie 
wykorzystano schemat Runge-Kutty czwartego stopnia. 
W efekcie wyznaczane s� g�sto��, g�sto�� strumienia masy 
i energia ca�kowita odniesiona do jednostki obj�to�ci. Szczegó�y
dotycz�ce dyskretyzacji, stosowanych siatek i wprowadzenia 
warunków brzegowych mo�na znale�� w [7] i [8]. 

Jako warunek brzegowy na wlocie do rurki zak�adane s�
parametry czynnika w postaci zmiennego w czasie ci�nienia pc(t)
oraz g�sto�ci �(t) na podstawie danych eksperymentalnych [12]. 
Na wylocie za�o�ona jest �cianka nieprzepuszczalna (u = 0). Na 
potrzeby bie��cych oblicze� dokonano modyfikacji programu 
umo�liwiaj�c wprowadzenie zmiennej temperatury �cianek rury, 
tak�e na podstawie eksperymentu. Szczegó�y dotycz�ce sposobu 
postawienia warunków brzegowych jak i warunków 
pocz�tkowych przedstawione s� w [7]. Warunki pocz�tkowe
oblicze� dobierane by�y na podstawie warunków brzegowych.

W przeprowadzonych obliczeniach dobierana by�a
maksymalnie du�a warto�� kroku czasowego spe�niaj�cego
warunek CFL zale�na od cz�sto�ci pulsacji. Krok przestrzenny 
siatki wynika� z podzia�u rury na 200 jednakowych odcinków. 
Przeprowadzone testy dla wi�kszej ilo�ci w�z�ów nie wykaza�y
�adnych istotnych zmian. Czas oblicze� odpowiada� 50 okresom 
pulsacji, po których osi�gni�ta zosta�a pe�na powtarzalno��
przebiegów.



3. Wyniki symulacji numerycznych 

Badaniom numerycznym poddano przep�yw oscylacyjny 
powietrza w rurce o �rednicy d = 1,48 mm i d�ugo�ci L = 453 mm.
Warunki brzegowe jak i przebiegi porównawcze przedstawione w 
artykule uzyskane zosta�y z bada� eksperymentalnych 
zaprezentowanych w kolejnym artykule zg�oszonym na Kongres 
[12]. W tre�ci tego punktu przedstawione zostan� wyniki oblicze�
dla niskiej i wysokiej warto�ci wzgl�dnych amplitud pulsacji.  
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Rys. 2.  Porównanie wyników oblicze� modelem x-t z danymi eksperymentalnymi 
dla niskich amplitud pulsacji (� � 0,025). Vk = 0.

Fig. 2. Comparison of the x-t model computational results with the experimental 
data for low pulsation amplitudes (� � 0.025). Vk = 0.

Na Rys. 2 przedstawiony jest przebieg stosunku pierwszych 
harmonicznych sygna�u na zamkni�tym i otwartym ko�cu rurki 
p1z w funkcji cz�sto�ci pulsacji dla niskich amplitud wzgl�dnych 
pulsacji � � 0,025 (� � stosunek amplitudy pierwszej 
harmonicznej do sk�adowej sta�ej ci�nienia na wlocie linii).
Warto�ci stosunku opisanego zale�no�ci� (9) kszta�tuj� si� w 
zakresie 40 � 80, wi�c przep�yw w linii jest laminarny. Jedynym 
wyj�tkiem jest region pierwszej cz�sto�ci rezonansowej, gdzie 
si�gaj� 300 czyli lokalnie mo�e nast�pi� turbulizacja przep�ywu. 
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Rys. 3.  Porównanie wyników oblicze� modelem x-t z danymi eksperymentalnymi 
dla niskich amplitud pulsacji (� � 0,025). Vk = 25 mm3.

Fig. 3. Comparison of the x-t model computation results with the experimental data 
for low pulsation amplitudes (� � 0.025). Vk = 25 mm3.

Obserwowana jest dobra zgodno�� uzyskanych przebiegów 
obliczeniowych w porównaniu z eksperymentem, niemniej jednak 
widoczne jest wyra�ne rozsuwanie si� charakterystyk wraz ze 
wzrostem cz�sto�ci pulsacji podobnie jak ma to miejsce 
w przypadku modelu liniowego u�ytego podczas analizy w [12]. 

W badaniach u�yta by�a linia bez komory na ko�cu Vk = 0,
jednak przeprowadzone testy numeryczne ujawni�y, �e mo�liwa 
jest znaczna poprawa zgodno�ci analizowanych charakterystyk 
poprzez za�o�enie komory na ko�cu linii. Warto�� obj�to�ci tej 
komory prowadz�ca do najlepszej zgodno�ci w pe�nym zakresie 
prowadzonych oblicze� wynosi�a Vk = 25 mm3. Jest to jednak 
wielko�� przekraczaj�ca ewentualne b��dy monta�owe na 
stanowisku eksperymentalnym. Jednym z mo�liwych wyja�nie�
jest brak mo�liwo�ci uwzgl�dnienia w modelu x-t wp�ywu 
termopary rozpi�tej wzd�u� �rednicy rurki tu� przed 
przetwornikiem ci�nienia w badaniach eksperymentalnych [12]. 
Dodatkowa turbulizacja przep�ywu w tym regionie mo�e by�
równowa�ona w�a�nie poprzez t� dodatkow� obj�to��. W dalszej 
cz��ci tego artyku�u przedstawione s� wyniki symulacji modelem 
x-t uzyskane przy za�o�eniu Vk = 25 mm3.

Zaprezentowane na Rys. 3 porównania oblicze� modelem x-t 
w odniesieniu do wyników eksperymentalnych wykazuj� bardzo 
dobre odwzorowania stosunku pierwszych harmonicznych p1z
oraz wzgl�dnego (odniesionego do okresu pulsacji) przesuni�cia 
fazowego pierwszej harmonicznej ci�nienia mi�dzy zamkni�tym 
a otwartym ko�cem linii - fi . W przypadku p1z niewielkie ró�nice 
ujawniaj� si� jedynie w okolicach cz�sto�ci rezonansowych. Du�o
gorsze odwzorowanie przebiegów obserwuje si� dla pozosta�ych 
analizowanych parametrów bezwymiarowych. W przypadku 
sk�adowej sta�ej perturbacji drugiego rz�du dla ci�nienia � p20,
obliczenia numeryczne daj� znacz�co mniejsze warto�ci. Pomimo 
to wszystkie cz�sto�ci rezonansowe s� tutaj wyra�nie zaznaczone 
a co wi�cej opadaj�ca charakterystyka eksperymentalna dla 
najwy�szych z analizowanych cz�sto�ci wyra�nie zbli�a si� do 
wyników oblicze�. Brak zgodno�ci obserwuje si� dla sk�adowej
sta�ej perturbacji drugiego rz�du dla temperatury � T20. Uzyskana 
na drodze numerycznej charakterystyka ujawnia mankamenty 
prostego modelowania zjawisk wymiany ciep�a w modelu x-t. 
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Rys. 4.  Porównanie przebiegów czasowych ci�nienia na zamkni�tym ko�cu linii dla 
niskich amplitud pulsacji (� � 0,025) dla czterech cz�sto�ci pulsacji.

Fig. 4. Comparison of the time dependent pressure signals at the closed end of the 
line for low pulsation amplitudes (� � 0.025) for four pulsation frequencies. 

Na Rys. 4 przedstawione s� przebiegi czasowe jednego okresu 
zmian ci�nienia na zamkni�tym ko�cu linii dla czterech 
wybranych cz�sto�ci pulsacji. Dodatkowo przedstawione s�
przebiegi ci�nienia na wlocie, które by�y warunkiem brzegowym 
do oblicze� modelem x-t. Uzyskane wyniki wykazuj� co najmniej 
dobr� zgodno�� przebiegów w pe�nym zakresie cz�sto�ci, nawet 
dla pierwszej cz�sto�ci rezonansowej 157 Hz gdzie lokalnie mo�e
wyst�pi� przep�yw turbulentny. 
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Rys. 5.  Porównanie wyników oblicze� modelem x-t z danymi eksperymentalnymi 
dla wysokich amplitud pulsacji (� � 0,105). Vk = 25 mm3.

Fig. 5. Comparison of the x-t model computation results with the experimental 
data for high pulsation amplitudes (� � 0.025). Vk = 25 mm3.

Na Rys. 5 przedstawione zosta�y wyniki dla zakresu wysokich 
amplitud wzgl�dnych pulsacji � � 0,105. W tym zakresie amplitud 
warto�� parametru okre�lonego zale�no�ci� (9) mie�ci si�
w szerokich granicach 140 � 1020. Wskazuje to na dominacj�
przep�ywów turbulentnych w regionach wszystkich cz�sto�ci 
rezonansowych, podczas gdy dla cz�sto�ci odpowiadaj�cych 
minimom mamy do czynienia z przep�ywem laminarnym. 
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Rys. 6. Porównanie przebiegów czasowych ci�nienia na zamkni�tym ko�cu linii dla 
wysokich amplitud pulsacji (� � 0,105) dla czterech cz�sto�ci pulsacji.

Fig. 6. Comparison of the time dependent pressure signals at the closed end of the 
line for high pulsation amplitudes (� � 0.105) for four pulsation frequencies. 

Podobnie jak dla niskich amplitud pulsacji Zastosowanie 
komory na ko�cu linii pozwala na uzyskanie bardzo dobrej 
zgodno�ci parametrów p1z i fi. Co wi�cej w przypadku 
bezwymiarowego parametru opisuj�cego sk�adow� sta�� p20

uwidacznia si� du�o lepsza zgodno�� ni� mia�o to miejsce dla  
� � 0,025. Tak�e w przypadku parametru T20 obserwowana jest 
poprawa zgodno�ci cho� model x-t przewiduje znacz�co wi�ksze
warto�ci dla cz�sto�ci rezonansowych. 

Przebiegi czasowe zmian ci�nienia przedstawione na Rys. 6 
wskazuj� na dobr� zgodno�� modelu x-t z eksperymentem, 
zarówno dla cz�sto�ci rezonansowych gdzie mamy do czynienia z 
przep�ywami turbulentnymi jak i dla cz�sto�ci odpowiadaj�cych 
minimom gdzie wyst�puje przep�yw laminarny. 

4. Wnioski 

Model numeryczny x-t u�yty zosta� do wyznaczenia 
oscylacyjnego przep�ywu powietrza w liniach pneumatycznych 
��cz�cych miejsce pomiaru z przetwornikiem ci�nienia. Wyniki 
bada� numerycznych porównane zosta�y z wynikami bada�
eksperymentalnych dla niskich i wysokich amplitud pulsacji. 
Uzyskana zosta�a dobra zgodno�� odwzorowania zmian 
pierwszych harmonicznych ci�nienia oraz przesuni�� fazowych 
mi�dzy ci�nieniami na zamkni�tym i otwartym ko�cu linii. 
Prostota modelu ujawni�a si� poprzez ma�o precyzyjne 
odwzorowanie perturbacji sk�adowych sta�ych ci�nienia
i temperatury, cho� wraz ze wzrostem amplitudy obserwowana 
jest wyra�na poprawa zgodno�ci wyników modelu z danymi 
eksperymentalnymi. 

Przeprowadzone testy wykaza�y, �e prezentowany model 
odwzorowuje poprawnie przebiegi ci�nie� w szerokim zakresie 
amplitud i cz�sto�ci pulsacji. Mo�e on by� traktowany jako proste 
narz�dzie in�ynierskie pozwalaj�ce na szybkie okre�lenie 
rozk�adów czasowo-przestrzennych parametrów 
charakteryzuj�cych przep�yw oscylacyjny gazu w rurkach.  
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