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Streszczenie

W artykule przedstawiono okreslanie przedzialu ufnosci dla opéznienia
wyznaczanego z fazy wzajemnej gestosci widmowej mocy przy znanej
i nieznanej rzeczywistej wartosci funkcji koherencji. Oméwiono biedy
estymacji i dobor parametréw analizy.

Stowa kluczowe: estymacja czasu opoznienia, wzajemna ggsto$¢
widmowa mocy, biedy statystyczne, sygnaty losowe

Time delay estimation using phase of
cross-spectral density function

Abstract

This article presents the methods of computing the confidence interval for
time delay obtained using phase of cross-spectral density function when
true value of coherence function is known and unknown. Estimation errors
and the choice of parameters of the analysis are described.

Keywords: time delay estimation, cross-spectral density function,
statistical errors, random signals

1. Wprowadzenie

Statystyczne metody pomiaru opdznienia wykorzystywane sa
gléwnie w przypadkach, gdy sygnaty pomiarowe sa przebiegami
losowymi. Maja one wiele zastosowan w nauce i technice (m.in.
geologia, hydrologia, radiolokacja, astronomia, medycyna) [1-5].
W pomiarach opdznien transportowych realizowanych przy
zastosowaniu dwéch czujnikéw czgsto stosuje si¢ modele
losowych sygnatéw pomiarowych x(z) i y(¢) w postaci:

Yt)=c-x(t—7y)+z(t)=v(t)+z(t) @)

gdzie: x(t) - ergodyczny sygnat losowy o normalnym rozktadzie
prawdopodobienstwa N(0, g,); c - staly wspdtczynnik (zwykle
przyjmuje si¢ ¢ = 1); 7y = d/V - opdznienie transportowe réwne
ilorazowi odlegtosci rozmieszczenia czujnikow d
i predkosci sygnatu V; z(r)— stacjonarny, nieskorelowany
z sygnalem x(z) szum biaty o rozktadzie N(0, a,).

W pomiarach opdznienia zastosowa¢ mozna m.in. metodg
wykorzystujaca charakterystyke fazowa wzajemnej ggstosci
widmowe] mocy (WGWM), ktérej zaleta jest mozliwos¢
wyznaczenia 7 dla okre§lonej warto$ci czgstotliwosci f, [1-3, 6].
Podstawowe wlasciwosci metody przedstawiono w pracy [7].

Do estymacji fazy WGWM stosuje si¢ najczgsciej procedurg
nazywang metoda Welcha [3] dla ciagéw dyskretnych prébek
sygnatéw x, i y, o dlugosciach N,,,, pobieranych ze stalym
odstgpem At begdacym odwrotno$cia odpowiednio dobranej

czgstotliwosci  probkowania f;. Procedura Welcha wymaga
podziatu zbioréw prébek N, na N, segmentéw, kazdy
o dlugosci N. W wyniku zastosowania skonczonej dyskretnej
transformaty Fouriera uzyskuje si¢ f; uzytecznych dyskretnych
wartosci  czestotliwosci  (k=0...(N-1)/2), a rozdzielczos¢
w dziedzinie czgstotliwosci wynosi Af =1/ NAt -

Opéznienie estymowane jest z wygladzonej charakterystyki
fazowej] WGWM 43"( f.) dla dyskretnej wartosci wybranej

czestotliwoscei fy, ze wzoru L

27 for

TOk -
Procedury numeryczne stosowane do obliczania warto$ci funkcji
arc tg powoduja powstawanie nieciaglosci w przebiegu 4~5Xy( f.)

@)

(tzw. zawijanie fazy), co ogranicza zakres uzytecznych
czgstotliwosci. Dlatego nalezy dazy¢ do wyeliminowania tego
zjawiska stosujac procedury rozwijania fazy. Przyktadowy
przebieg charakterystyki fazowej WGWM uzyskanej przed i po
zastosowaniu takiej procedury przedstawia rysunek 1.
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Rys. 1.  Przebieg fazy WGWM przed (1) i po zastosowaniu (2) procedury
rozwijania fazy

Fig. 1. Phase of cross-spectral density function without unwrapping (1) and after
use phase unwrapping procedure (2)

Faza WGWM jest liniowa funkcja czg¢stotliwosci (jesli predkosc
sygnatu nie zalezy od jego czgstotliwosci). W pracy [9] okreslono

odchylenie standardowe estymatora opéznienia £ dla liczby
usrednien Ny :
1 1 ) (f ) 1/2
A =7 0k
olt, ]~ = &)

27 for 2Nd}/)fy(f0k )

W  zalezno$ci (3) wystgpuje rzeczywista warto§¢ funkcji
koherencji y,,(f), ktéra jest unormowana wzajemna gestoScia
widmowa mocy i okre§la podobienstwo sygnaléw w dziedzinie
czestotliwo$ci. Funkcja koherencji dla wszystkich czgstotliwo$ci
spelnia warunek OSy)Q.Z(f)S 1. W praktyce wykorzystuje si¢
kwadrat modutu tej funkcji:

'W zaleznoéci od notacji przyjetej przez producentéw oprogramowania, dla sytuacji
gdy sygnat x(1) wyprzedza y(t) (zp > 0) uzyskuje si¢ dodatnie lub ujemne wartosci
fazy WGWM. W niniejszej pracy uwzgledniono ten drugi przypadek, stad minus
w zaleznosci (2) i pochodnych.
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gdzie G.(f) i G(f) sa odpowiednio gestosciami widmowymi
mocy sygnatéw x(1) i y(1), a G, (f) jest gestoscia wzajemna.

2. Estymacja opo6znienia z fazy WGWM

Dla modelu (1) funkcj¢ koherencji mozna przedstawic¢
wyrazeniem [1,2]:

) _ G,(f)
Yo ( ) G.(f)+GAT) (5)

Przy zatozeniu stalych warto$ci gestosci widmowych mocy
sygnatéw w analizowanym zakresie czestotliwosci
i podstawieniach: G,.(f)= ¢*-6;>, SNR = ¢,/, otrzymamy:

1

2
1+[1 j
c-SNR

Z wyrazenia (6) obliczy¢ mozna wartoS¢ y,,(f) przy znanych
parametrach c¢i SNR. Wykres zaleznosci }/fv( f)=f(c-SNR)

Yol f)= 6)

dla kilku warto$ci wspétczynnika ¢ przedstawiono na rysunku 2.

P A R R
! . e e
oy (£ “"'_4':“-_- RS
[ BE s ey M T e
P BRI

' ¥ i s 1 1 L
06 f-----t -"-'—i*’----;lv ----- R =1 f-ut
I,'/i;' g — — =038 ;
04 ----fp 1 P o
‘.{* .t ! : : — - -c=10,8 ;
F I :
Dol S TR R SRS T Dl b
L : ' .
: ENER
D ;

Rys. 2. Wykres zaleznosci 72 (f)=f(c-SNR) dla kilku réznych wartosci
Xy
wspétczynnika ¢

Fig. 2. The dependence 72 (f)=f(c-SNR) for different values of ¢
Xy

Po wstawieniu (6) do (3) otrzymuje si¢ zalezno$¢ odchylenia
standardowego estymatora op6znienia od SNR dla f = fy :

1
22N, 7 f,,cSNR

Poniewaz estymator fazy WGWM dla okres$lonej czgstotliwosci f;
ma normalny rozktad prawdopodobienstwa [8], tego typu rozktad
bedzie miato réwniez estymowane opdznienie. Ze wzoru (7)
wynika, ze odchylenie standardowe opdznienia przyjmuje
najmniejsze wartosci dla duzych N, i SNR. Wykres zaleznosci
o—[fOk]. for = F(SNR) dla kilku warto$ci N, przedstawiono na

olty]= )

rysunku 3, a wykres oz | f,, = f(N, )dla réznych wartosci

SNR —na rys. 4. Dla obydwu przypadkéw przyjeto warto$é
wspotczynnika ¢ réwna 1.
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Wyznaczajac odchylenie standardowe estymatora op6znienia
z zaleznosci (3) i mozna okredli¢ przedziat ufnodci dla 7, ze

wzord ¢ =%, +z,0(%, ) gdzie z, jest wartoscig unormowanej

zmiennej o rozktadzie normalnym dla przyjgtego poziomu ufno$ci
1-a. Dla z, =2 (1-a =0,95) po uwzglednieniu (7) uzyskuje si¢
przedziat:

o 1
=T T
2N, 7 f, cSNR
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Rys. 3. Wykres zalezno$ci O-[f()k]'f()k = f(SNR ) dla kilku r6znych

wartos$ci wspétczynnika SNR

Fig. 3.  The dependence O-[fOk]. Sfor = f(SNR) for different values of SNR
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Rys. 4. Wykres zaleznosci O-[f()k]' fOk = f(N/ ) dla kilku wartosci Ny
Fig. 4.  The dependence o-[f-m]. fOk = f( N, ) for different values of Ng

Poniewaz w wigkszos$ci przypadkéw spotykanych w praktyce nie
jest mozliwe okreslenie rzeczywistej wartosci funkcji koherencji,
warto$¢ ta nalezy zastapi¢ estymatorem obliczonym na podstawie
wygladzonych estymatoréw ggstosci widmowych:

2

Z[éxyi( fk )
i=1

Go(f |

— - = )
G (f )G, (f) Z
i=1

Vol fi)= S
G)m'(fk )ZG)‘}'i( fk )
i=1

Dobér parametréw analizy powinien uwzglednia¢ minimalizacjg
btedéw estymatora (9). Bledy te opisywane sa ztozonymi
zaleznos$ciami [4]; dla N;> 3010 < yxyz(f) <1 wariancjg
i obciazenie estymatora (9) mozna aproksymowa¢ wyrazeniami:

27’;(]()[1_

o e I o

o[ f))=
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Dodatkowymi przyczynami obcigzenia estymatora funkcji
koherencji moze by¢ wystgpowanie innych sygnatéw
wejsciowych skorelowanych z mierzonym sygnatem wejsciowym
Iub szum zawarty w wynikach pomiaru sygnatu wejsciowego
[1,3]. Btedy (10) i (11) sa odwrotnie proporcjonalne do N, przy
czym najwigkszy btad obciazenia rowny 1/N, bedzie mial miejsce
dla koherencji bliskiej 0, a maksymalna wariancja réwna (2/3)°/N,
wystapi dla yxyz = 1/3. Zmniejszenie wartosci tych bledéw mozna
osiagnac przez zwigkszanie liczby usrednien N, co wydtuza czas
analizy. Interesujace jest, ze dla duzych warto$ci koherencji
wzgledny btad standardowy (wzgledne odchylenie standardowe)
estymacji tej funkcji moze by¢ mniejszy niz biedy standardowe
gestosci widmowych, wykorzystywanych do jej obliczania [1,2].
Z drugiej strony przy ograniczonej wartosci N, zwigkszanie
liczby usrednien powoduje zmniejszenie liczby prébek N kazdego
segmentu danych (N, = NN,), co powoduje wzrost obciazenia
estymatoréw  gestosci  widmowych.  Stad  konieczno$¢
poszukiwania kompromisu pomi¢dzy akceptowana doktadnoscia
a czasem analizy. W pracy [11] podano, Zze przy koherencji
rownej 0,7 uzyskuje sig¢ wartosci wzglednego biedu
standardowego i obciazenia estymatora tej funkcji ponizej 0,01
dla N; = 100.

W pracach [1,2] wymienia si¢ jeszcze inng przyczyng obciazenia
estymatora (9) - moze ono mie¢ miejsce, gdy sygnaty x(z) i y(t)
nie sa mierzone w tych samych momentach czasu. Wynika to
z zaleznoSci:

Vo f)=(=7/T) 72l f) (12)

gdzie T = N-At. Poniewaz w praktyce T >> 75, warto$¢ biedu
wynikajaca z (12) jest zwykle pomijalnie mata.

Przedziat ufnosci dla opéznienia (2) po zastapieniu estymatorem
rzeczywistej wartoéci funkcji koherencji w (3) mozna okresli¢
z zaleznoSci:

1/2

. 1

Tok =Tor T

1- f/f}(fok )
Za’. A
27 for 2Nd7fy(f0k)

13)

Gdy nie jest wymagana znajomo$¢ opdznienia dla konkretne;j
czgstotliwosci fyr, mozna zastosowaé metodg regresji liniowej do
aproksymacji charakterystyki fazowej WGWM [6,7]. Poniewaz
charakterystyka @,,(f) jest liniowa i przechodzi przez poczatek
uktadu wspéirzednych, opdznienie mozna wyznaczy¢é przy
wykorzystaniu wspoétczynnika kierunkowego a linii regresji
liniowej fazy WGWM wzgledem czgstotliwosci:

o 2

fp=———d=—7"-+— (14)

27 27 L
D f
k=l

gdzie m jest liczba par wartosci fazy i czestotliwosci stosowana
do wyznaczania prostej regresji. Otrzymana na podstawie (14)
estymata opdznienia jest liczba losowa, wigc dla kolejnych
eksperymentéw uzyska si¢ inne wartosci, gdyz proste regresji
beda przebiegaly nieco inaczej. Estymator odchylenia
standardowego opdznienia (14) bedzie miat postaé:

1/2
m 1- 32
27[ 2Nd k=1 k7/xy(fk)
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i wymaga obliczenia m estymat funkcji koherencji wedtug (9).
Eksperymentalne odchylenie standardowe estymatora op6znienia
(14) mozna obliczy¢ z zaleznosci:

12

D e (S]]
o) ———— & f )|} 1O
A (m=-1)) 2| > f

k=1

k=1

Do okre$lania przedziatu ufnosci dla opéznienia wyznaczanego
przy zastosowaniu aproksymacji liniowej stosuje si¢ rozktad
Studenta.

3. Podsumowanie

W artykule przedstawiono niektére problemy zwigzane
z estymacja opdznienia sygnatow losowych, wyznaczanego z fazy
wzajemnej gestosci  widmowej mocy. Podano zaleznosci
pozwalajace na  wyznaczenie odchylen standardowych
i omOéwiono okreslanie przedziatéw ufnosci dla op6znienia przy
znanej 1 nieznanej rzeczywistej wartosci funkcji koherencji.
Rozwazono wyznaczanie opdznienia dla jednej okreslonej
warto$ci  czgstotliwo$ci  (metoda  ,,jednopunktowa”) oraz
zastosowanie liniowej aproksymacji charakterystyki fazowej
WGWM w celu zmniejszenia btedéw losowych. Opisane w [7]
badania symulacyjne wykazaly, ze zastosowanie aproksymacji
liniowej daje okoto dziesigciokrotne zmniejszenie
eksperymentalnego  odchylenia  standardowego  opdznienia
w stosunku do metody ,,jednopunktowej”’. Zwrécono uwag¢ na
dobdr parametréw analizy (zwlaszcza liczby usrednien) ze
wzgledu na konieczno$¢ minimalizacji blgdéw estymacji funkcji
koherencji i opdZnienia.

W pracy stosowano terminologi¢ przyjeta w teorii estymacji, gdyz
rozwazano tylko btedy statystyczne, szczegélnie istotne
w przypadku analizy sygnatéw losowych.
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