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trzono ogolne struktury pola elektrycznego i pa@mrizen w odniesieniu do silnika piezoelektrycznego o ru-
chu obrotowym i strukturze cylindrycznej oraz taneej.
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1. Wstep

Silniki piezoelektryczne g nowa generagj
przetwornikbw elektromechanicznych ¢ho
efekt piezoelektryczny znany jest od ponad
wieku. Jednake podstawow trudnacciag w bu-
dowie i teorii tych maszyn elektrycznych byty
(sa) parametry konstytutywne materiatow pie-
zoelektrycznych oraz problemy techno-lo-
giczne budowy silnikow. Niegtpliwie teoria
piezoelektryczngxi jest réwnie das¢ skompli-
kowana ze wzghu na silne spezenie pola
elektrycznego i sptystego oraz spezone
zwigzki konstytutywne elektrosptyste.

Teoria piezoelektryczrai obejmujca spre-
zenie pola odksztaltez polem elektromagne-
tycznym zostata sformutowana przez Voigta
[9], chat efekty piezoelektryczny zostat prze-
widziany i odkryty znacznie wczeiej. Nalezy
zaznaczy, ze sprzzenie tych pél nagpuje w
pewnego rodzaju krysztatach ceclmyich sé
polaryzacy elektryczm, wskutek oddziatywa

mechani-cznych (sptystych) ¢ = E (na
pole elektryczne) i odwrotnie ciato piezoelek-
tryczne zmienia swajpost@ pod wplywem ze-

wnetrznego pola elektrycznegde = ¢ (

o o o

€ 0 E oznaczaj odpowiednio tensor od-
ksztalca@, tensor napwen i wektor nagzenia
pola elektrycznego). Kolejnego rozwgnia tej
teorii dokonali R.A. Toupini R.D. Mindlin [10,
4]. Nalezy podkrali¢, znacace osagnigcia w
dziedzinie pdl sprzonych polskich uczonych
S. Kaliskiego i W. Nowackiego [6].

W ostatnim okresie obserwujeesinaczny
wzrost zainteresowania efektami piezoele-
ktrycznymi w szczegolriei w zastosowaniu
do przetwornikéw elektromechanicznych [1, 3,
7, 8], ktore bez wtpienia mana zalicz¢ do
szeroko rozumianej dziedziny maszyn elek-
trycznych.

2. Podstawowe réwnania elektropiezo-
Sprezystosci

Zestaw rowna pola elektromagnetycznego i
pola spezystaici w zapisie wskanikowym z
notach tensorow stosowan powszechnie w
teorii spezystaici [6] ma posta:

- rdwnania elektromagnetyzmu

: oD
Dijk Hk,j =J +D; (= rotH =J +E) D)
Dijk Ek,j :_Bi 2
Bk'k=0(‘= divB=0) 3)
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D, =p (4)

J. +p=0 (5)
gdzie: wielkéci H,,B,E D,,J, oznacza
sktadowe wektoréw odpowiednio: gaénia
pola magnetycznego, indukcji magnetycznej,
nakzenia pola elektrycznego, indukcji elek-
trycznej, a poznacza estos¢ tadunku, U, -

symbol permutacyjny Ricciego; przecinek przy
dolnych wskanikach oznacza ehiczkowanie
po wspétrzdnej przestrzennej, a po wgki
kach powtarzajcych s¢ dokonuje sj sumowa-
nia;

- rObwnania elastokinetyczne

o, +f= pmlji orazg; = 0.5(u ; +u,;) (6)
gdzie: 0, -tensor napgzen, U wektor prze-
mieszczé, g, tensor odksztatee f wektor sit
objetosciowych, p, gestas¢ osrodka; pierwszy
wskaznik w indeksie nagzen tensorowych
oznacza wspoking normalnej do po-
wierzchni przylaonego napzenia, a drugi
wskaznik wspo6irzdng napezenia.

Gioéwng trudndcia w analizie oddziatywaela-
stopiezoelektrycznych, jak we wszystkich za-
gadnieniach technicznych pd6l fizycznychy, s
zwiazki konstytutywne definiace rozwaane
osrodki i jednoczénie w tym zagadnieniu
sprzgajace efekty mechaniczne z elektry-
cznymi.

Zwiazki konstytutywne majposta

O, = Cijkl € 6 Ek (7)
e €

Di = Tkl ki +BikEk (8)
gdzie:Cjjq jest tensorem sztywsoi 0 walencji

4 i przy uwzgédnieniu symetrii zawiera 21
skladowych ey tensor piezoelektryczny o wa-
lencji 3, o 18 sktadowych przy symetrii wzg|
dem dwu wskanikow Kl, Bi tensor przenikal-
nosci dielektrycznej o walencji 3, symetryczny
0 6 sktadowych.

Uktad rowna (1- 6) uzupetnia giwarunkami
brzegowymi.

W czsci powierzchni mog by¢ zadane prze-
mieszczenia, a W €&Ci hapezenia

' <&,0,{ > oznaczaj wspétrzdne dowolnego

uktadu wspotrzdnych zwizanego z cgcig stojanovy
przetwornika. Odnogz wskazane zmienne przestrzenne

u =U 1) p=0;@EnE) O
Dla pola elektrycznego warunki brzegowe
mog by¢ zadane w reprezentacji potencjatu
elektrycznegov, lub natzenia pola elektrycz-
negoE, ktéry okréla sk gradientem tego po-
tencjatu

Ei = _V.i (E:_gradv)1 V(Eblt) :Vb (E!t) (10)
Stosowane growniez warunki brzegowe wy-

razone przez ¢stas¢ powierzchniowy fadun-
kowT

Dn =-1 (11)

Ze wzgkdu na zwiyzki materiatowe (7, 8) za-
wierajgce wektory indukcji i natenia pola
elektrycznego w opisie efektow elektropiezo-
sprezystych pomija s wektory pola magne-
tycznego. Tak jak standardowe maszyny elek-
tryczne dziataj w oparciu o przemiany pola
(elektro) magnetycznego i indukcji magnetycz-
nej, tak silniki piezoelektryczne dziadajna
podstawie indukcji elektrycznej. Zatem réwna-
nia (1-3) w tych zagadnieniach sma pomi-
nac.

Cechy réznigca dziatanie maszyn piezoelek-
trycznych od elektromagnetycznych (z wiyj
kiem silnikbw z toczcym sk wirnikiem i ela-
stycznym wirnikiem) jest istnienie kontaktu
(styku) bezpéredniego lub pgredniego (w for-
mie piekcieni dystansowych umieszczonych
miedzy stojanem a wirnikiem) oraz spgenia
napezeniowego (docisku) radzy stojanem i
wirnikiem. Natomiast cechwspolny jest ko-
nieczndé¢ wzbudzenia pola elektrycznego wi-
rujagcego lub posipujacego
[«t —=Ad ], co w reprezentacji skladowej wek-
tora na¢zenia elektrycznego dla ruchu obroto-
wego mana zapisé

EEt)=E,€)e“"” (12)
gdzie: & jest czstdicia zmienndci w czasie
tego pola,A wspotczynnikiem falowym propa-
gacji w kierunku zmiennep .

Ograniczajc rozwaania do érodka materia-
Inego typu piezoelektrycznego, uklady réviina

(4-6) reduku sie do uktadu réwnastanu spy-
zystego i elektrycznego

Oji,j + fi :pm ul (13)

do uktadu parametryzagego przetwornik cylindryczny
mozna przyj¢ oznaczenia, K ¢, 2.
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D,=0

natomiast zwgzki konstytutywne (7, 8) pozo-
stap bez zmian.

Uwzgledniajgc zwigzek konstytutywny dla in-
dukcji elektrycznej i natenia pola elektrycz-
nego, oraz wyrajac pole elektryczne przez
potencjat, oraz wykorzystaf napezeniowy
zwigzek konstytutywny piezo-sgrystcsci i
zastpujac tensor odksztatteprzez przemiesz-
czenia, rownania piezoele-ktryczeo map
postda

Cijkl uk,lj + ekij\/,kj + fi = pul

G Ui _Bik\/,ki =0

Dalsze rozwingcie teorii piezoelektryczrigi
zostato dokonane przez R. D. Mindlina [4] i
R.A. Toupina [11] na przypadel§rodka pie-
zoelektrycznego cechigiego s¢ wektorem po-
laryzacji dielektryczneP, ktory okr&lony jest
zaleznoscia

(14)

R = Di _BOEi (15)
gdzie: (3 jest przenikalnécia dielektrycza
prézni.

Wprowadzenie wektora polaryzacji diele-

ktrycznej powoduje zmodyfikowanie pod-
stawo-wych rowna i warunkéw brzegowych.
W analizach stanu pracy silnikéw piezoele-
ktrycznych rozwaane g§ zwiazki bez efektu
polaryzacji, chocia nalezy nadmient, ze w
wiekszasci prac dotyczcych silnikoéw piezoe-
lektrycznych (ultrasonicznych) nig sxplicite
wypisywane ogoélne réwnania. Ostatecznie
mozna uznéd, ze opis dzialania silnika piezoe-
lektrycznego o dowolnej formie kinetycznej uj-
muja réwnania (14), stanowie cztery réwnia
dos¢ silnie sprzzone.

3. Rozszerzone réwnania elektropiezo-
Sprezystaosci

W klasycznej teorii piezosgrystasci nie
uwzgkdnia sé w petni dwu efektéw, ktore
mog zachodzi w ustrojach konstrukcyjnych
przetworkéw elektromechnicznych, gdzie
cze$¢ ustroju doznaje oddziatywania elastopie-
zoele-ktrycznego, a ¢ oddziatywa moze
by¢ przenoszona przez tensor Maxwella pola
elektrycznego (a wt oddziatywa dielek-
trycznych), zdefiniowanego wzorem

T” =05[E| Dj + q Ej —5” OS(DkEk)] (16)

3

W uktadzie réwna brzegowych nalegy row-
niez uwzgkdni¢ kinematyczny warunek brze-
gowy dla indukcji elektrycznej i warunek po-
wierzchniowej gstdsci tadunku na przemiesz-
czapcej st powierzchni.

Warunek ten ma posta

[vx[D® =D®]] = {1V, 17
gdzie: V jest wzgkdng predkoscia przemiesz-
czania & ustrojow przetwornika i wzbudza-
nego pola elektrycznego.

Wprowadzenie elektrycznego tensora

Maxwella skutkuje réwnie rozszerzeniem
réwnai brzegowych

[TY-T%In =p (18)

i zmodyfikowaniem réwn@ napezeniowo-
przemieszczeniowych przez gekenie ohjto-
sciowej sity elektrycznej wyraonej dywergen-
Cja tensora Maxwella

oji,j +-rji,j = pui (19)
Nie mazna wykluczy, ze wobec nadzwyczaj-
nego rozwoju technologii materiatowej mog
zost& zsyntetyzowane materialy o znacygch
obu efektach indukcji elektrycznej, co pozwoli
skonstruowa silniki hybrydowe z zastosowa-
niem tych zjawisk.

Gdyby efekt momentu elektrostatycznego byt
znacacy, to w silniku obrotowym o osi obrotu
zgodnej z 0%iz, uktadu parametryzagego ob-
szar ustroju silnika, znaczenie miatyby w sil-
niku cylindrycznym skladowe tensoréw

T+ Ty » Przy polaryzacji radialnej i tangencja-
Inej indukcji elektrycznej i formie pola wirgj

cego wzgtdem zmiennej ¢ -
D(r,q;)(r’t) - Dm(r) ej(u)l—)\dJ) )

Natomiast w silniku tarczowym znaczenie mia-
tyby sktadowe tensorow,,, T, , przy polary-
zacji tangencjalnej i aksjalnej indukcji elektry-
cznej i formie pola wirujcego, rownie wzgle-
dem zmiennejp - D, (r,t) =D, (r)e“™?

4. Redukcja stalych materiatowych i
sktadowych pola napkzen

Rozwdj technologii materiatowej me spowo-
dowa nieoczekiwany posgp w dziedzinie no-
wych materiatbw o bardzo uogdlnionych wia-
snaciach lub ,ukierunkowanych” na wzmo-
zony efekt momentu elektropiezospystego.
Natomiast obecnie znane materialy - krysztaty



piezoelektryczne cechyugie charakterystyczn
struktug osi i ptaszczyzn symetrii, co urie
wia redukcg statych materiatowych zaréwno w
zakresie parametrow sgistych, piezoelek-
trycznych jak i elektrycznych [2, 5].

Bez szczegobtowej charakterystyki klas kryszta-
tow mazna przedstawiprzyktadowe liczebno-
sci poszczegdblnych statych materia-towych dla
wybranych uktadéw o jedno- lub dwukrotnych
osiach symetrii rownolegtych do wybranej osi
uktadu.

Uktad jednoskény odznacza ginastpujacym
uktadem statych materialowych

{Cijki [c111£1122 01133 C1123 C2222:C2233 C2223

3333 C3323 C23231,C3131,C3112: G212 <13>},
{eljk [elll’ e_L22’ e.[33’ e123’ eZSl’ %31’ e212’ e312] < 8 >}
 {Bij[B11,B22,B33,P10], < 4>}

W przypadku krysztatéw o osiach dwukrotnych
liczebndci statych materiatowychasprzykta-
dowo nasgpujace:

{C <1l>e, <7>B, <33},
{Cy <9>,6, <3>B, <33},

przy czym mog by¢ rozne indeksy tych statych
dla poszczegolnych klas.
Nalezy zauwayc¢, ze ze wzgtdu na ptaszczy-
zny symetrii i wielokrotné¢ osi materiatow
(krysztatéw) piezoelektrycznych, parametry
konstytuwneC, e, # odznaczaj si¢ wielokrotry
symetrp wzgledem pary wskanikéw. W
zwigzku z tym mana uprdci¢ notacg zespala-
jac w jedno oznaczenie pary indeksow, wzgl
dem ktorych tensorygsymetryczne o jednako-
wej i réznej wartgci wskaznikbéw. Zmniejszaj
sie jednoczénie liczby stalych materiatowych
w zwiazkach konstytutywnych (7, 8).
Dla napezen i odksztalcé przyjmuje s¢ odpo-
wiednie  oznaczenia t,=0,, d =g,
nN=12123i=]
n=456;i Z |
d ={£dlan 123 |. j.

28". n=456;i Z |
W publikacjach z dziedziny silnikbw piezoe-
lektrycznych w miejsce nagtreniat, stosuje
si¢ oznaczeni®\,.
Pomimo uproszenia zwzkéw materialowych
w wyniku utazsamienia (redukcji) parametréw

konstytutywnych, réwnania piezoelektryczno-
$ci ;3 nadal ztaone.

ikl

ikl

g,
t ={ 'dla
o

ij

Maszyny Elektryczne — Zeszyty Problemowe Nr 4R2Q108)

Kolejna redukcja maze by uzyskana przy za-
tozeniu zadanych pél elektrycznego i prze-
mieszczé oraz uwzgidnieniu tylko istotnych
oddziatywa (sit) piezoelektrycznych.

W silnikach o ruchu obrotowym niapa rozpa-
trywa¢ dwie podstawowe struktury: walcaw
tarczows, oraz oczywicie mieszas walcowo-
tarczowy. W przypadku struktury walcowej po-
wierzchng styku ze stojanem jest pobocznica
walca wirnika. A w przypadku tarczowej po-
wierzchnia czotowa wirnika. Tak wt nape-
zenie dociskajce w silniku cylindrycznym
charakteryzuje sisktadow + p_, a w silniku

tarczcowym = p,. W obu strukturach gtowne
pole elektryczne m@ by zorientowane ak-
sjalnie E, i radialnie E,, prostopadle do linio-
wej predkosci obwodowej. Naprzeniami zna-
czacymi w strukturze cylindrycznej gs <
0,,0,,> 0raz <o, >, ze wzgédu na radialne

obcigzenie zewantrzne. Napgzeniami znacg-
cymi w strukturze tarczoweys<o,,,0,, > Oraz

<0,,>, ze wzgbdu na aksjalne obgienie ze-
wnetrzne. Sktadowymi przemieszazsy odpo-
wiednio <u, ,U,>oraz u,,u,>.

5. Oddziatywania i momenty obrotowe

silnika

W uktadzie wspotrgdnych cylindrycznych

moment piezoelektryczny powstaje od rapr

zen tangencjalnych na pobocznicy walca wir-

nika silnika cylindrycznego

p¢ - 0r¢nr + 0¢¢n¢

- mt/2Lc12

T.=— [ [[Rp, rddzdt
0 Oal ¢

gdzie: m liczba segmentéw elektrod silnika,

< al,a2 >rozmiar obwodowy strefy potencja-

towej elektrod,R sredni promié pobocznicy
walca z zlokalizowanymi nagreniami stycz-
nymi, L dtugas¢ wirnika;

a w silniku tarczcowym od nagrenh na po-
wierzchniach czotowych

p¢ - Olbnz + 0¢¢n¢

(20)

T =2—mTT"fp¢r dé dr dt
T

0 Rlal

(21)

przy czymR1, R2 oznacza wewgtrzny i ze-
wnetrzny promie tarczy.

Z formy napegzen powierzchniowych wynika
warunek ustalenia nagren brzegowych o
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wielkosciach p, dla silnika cylindrycznego i

p, dla silnika tarczowego. Forma fali wiage]

wzbudzonej polaryzagjuktadu elektrod winna
mie¢ forme analogiczn jak w przypadku od-
dziatywah elektrycznych,

E, (1) =E, €)™ (22)

a wieC 0 zmiennéci przestrzenno-czasowej po-
staci wt —A¢ wzbudzanej uktadem dwupo-
tencjalowym (dwupolaryzacyjnym), jako naj-
prostszym albo wielopotencjatowym z odpo-
wiednimi przesuriciami w dziedzinie czasu i
rozktadzie przestrzennym elektrod.
Oczywiscie musi naspowa sprzzenie ce-
stotliwosciowe z modami drga mechanicz-
nych ustroju wirnika silnika.

jest zwipzkiem odebnym, poniewa czstotli-
wos¢ ta zaley od jego wymiarow i parametrow
konstytutywnych, co mina okrdli¢ symbo-
licznym wzorem postaci

f :@ i
IV vp

gdzie: nawias([} oznacza wyrzenie algebra-

iczne odpowiednio: wymiarow (grubdci) i |

(dtugdéci), (v) parametru PoissonaEﬁY jest

modutem spgzystasci (Younga), p gestascia

materiatu.

Wz6r ten oznacza bardzo we aspekt algo-

rytmu obliczeniowego tych silnikéw od strony
mechanicznej i wskazuje na szeroki zakres wa-

Na rysunku 1 zobrazowano symbolicznie loka- riantowych konstrukgji.

lizacje napgzen w obszarze powierzchni wirni-
kéw o formie walcowej i tarczowe;.

Ruch obrotowy sinika piezoelektrycznego
moze by réwniez oshgniety w wyniku sprz-
zenia rezonansowego fali ngpeniowej o po-
staci

P, = P,€ e (23)
czyli skierowanej i przemieszcaapj sk
wzdtuz osi obrotu o ogstaici w,, doznajcej

j(og t-AQ) j(wpt-A¢)

jednoczénie przemieszczenia obwodowego o

predkosci obrotowej w, =21, /A, . Liczbe
falowa A, utozsamia s} z liczby elektrod po-

tencjatu elektrycznego. Efekt obrotowy rast
puje w wyniku sprgzenia rezonansowego obu
CZeStasCi.

Mozna wkc przyjpé, ze potencjat elektryczny
jest funkch dwu zmiennych i czasy(d,,t) .
W silniku cylindrycznym{ odpowiada wspot-
rzednej radialnejr, a w silniku tarczowym(
opowiada wspétrginej aksjalneg. Sktadowe
przemieszczenid, (¢,(,t) , u, (¢,{,t) sa row-

niez odpowiednio funkcjami tych zmiennych.
Przedstawione rozwania ma@na w sposob
bezpdredni uogdint na inne struktury prze-
twornikow piezoelektrycznych, sgabd kto-
rych bezpéredni aplikach jest uktad nagdu
o dwu stopniach swobody charakteryzyj sie
ruchem posuwisto-obrotowym.

Na zakaczenie nalgy podkréli¢, ze wana
cechy dziatania silnikbw piezoelektrycznych
jest sprzznie rezonansow®ddziatywa elek-
trycznych z cestotliwaoscia ustroju wirnika, co

a)

b)

Rys.1. Pogldowy szkic lokalizacji napterr w
silniku o formie: a) cylindrycznej, b) tarczowej
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6. Uwagi kaicowe

Z przedstawionych réwmai zwigzkéw mate-
riatowych wynika bardzo szeroka tliovosé¢
aplikacji pdl sprzzonych w dziedzinie prze-
twornikéw elektromechanicznych, a silnikbw
elektrycznych w szczegoliai.

Z przedstawionych rozwan wynika, ze dzie-
dzina pdl sprgzonych (elektromagnetycznego
i sprezystego) jest bardzo skomplikowana (w
szczegOlnéci po dohczeniu pola termicznego)
przez zwizki konstytutywne, ale jest niezwy-
kle fascynujca pod wzgidem poznawczym i
zadziwiapca w r@nych zastosowaniach.

Brak petnych danych dla parametréw konstytu-
tywnych uniemaliwia dokonanie klasyfikacji
sit oddziatlupcych w tych érodkach i oceny
znaczenia oddziatywa— napezen maxwel-
lowskich. Mazna réwnie rozwazy¢ niezba-
dane oddziatywania strykcyjne, wzorem ma-
gnetostrykcji, tym bardziege w tych silnikach
nastpujesciskanie warstw granicznych stojana
i wirnika.

Na zakdiczenie nalgy z satysfakg stwier-
dzi¢, ze maszyny elektryczne aplikacp roz-
nych zjawisk fizycznych i tworzonych teorii fi-
zykalnych, stanowic doniosy dziedzir o
wielkim znaczeniu (jednym z najgkszych) w
catej technosferze.

W zakaiczeniu autor chciatby wyrazuznanie
profesorowi Witoldowi Nowackiemu za za-
chete do podgcia bada w dziedzinie pdl spkz
zonych, ktérych pocgki dotyczyly pél magne-
tospezystych. Profesor byt uczonym w dzie-
dzinie szeroko rozumianej mechanikirad-
kéw ciagtych i pol sprzzonych, wec dostrze-
gat ogromne pola badgoznawczych i aplika-
cyjnych w tej dziedzinie.
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