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Streszczenie

Artyku� przedstawia now� metod� pomiaru wspó�czynnika zawarto�ci
harmonicznych THD (Total Harmonic Distortion) wykorzystuj�c�
transformat� chirp-z (CZT) do obliczania amplitud cz�stotliwo�ci
harmonicznych. Dzi�ki zastosowaniu CZT w proponowanej metodzie
pomiaru THD nie jest wymagane synchroniczne próbkowanie sygna�u, co 
jest g�ówn� zalet� w porównaniu z pomiarem THD zalecanym przez
dokumenty normatywne. CZT jest liczona przez dwa algorytmy FFT, a
widmo dyskretnego sygna�u energetycznego jest wyznaczane bardzo g�sto
w s�siedztwie cz�stotliwo�ci harmonicznych. Przedzia� cz�stotliwo�ci
wyznaczanych przez CZT jest okre�lany na bie��co na podstawie 
estymacji cz�stotliwo�ci podstawowej sygna�u. W artykule przedstawiono
przyk�adowy dobór parametrów dla realizacji proponowanej metody
pomiaru THD oraz porównano j� z metod� normatywn�.

S�owa kluczowe: jako�� energii elektrycznej, wspó�czynnik zawarto�ci
harmonicznych, transformata chirp-z.

THD measurement method for electric 
power systems based on chirp-z trans-
form

Abstract

The paper presents new THD measurement method based on chirp-z
(CZT) transform that is used for evaluating amplitudes of harmonic 
frequencies. Thanks to application of CZT proposed method of THD
measurement does not require synchronous sampling, which is the main
advantage as to compare with normative method.CZT is computed by two 
FFT algorithms and frequency spectrum of discrete signal is computed
very dense in the neighbourhood of harmonic frequencies. The range of 
frequencies computed by CZT is set by estimated value of main
frequency. The paper presents exemplary setup of the proposed THD
measurement method and comparison of this method with the normative one. 

Keywords: Power Quality, Total Harmonic Distortion, chirp-z transform.

1. Wprowadzenie

Energia elektryczna wp�ywa na praktycznie wszystkie dziedzi-
ny �ycia nowoczesnego spo�ecze�stwa. Dlatego trudno przeceni�
wag� pomiaru i monitorowania jako�ci energii elektrycznej. Ze
wzgl�du na skal� (masowo��) zagadnienia potrzebne s� niedrogie 
urz�dzenia pozwalaj�ce mierzy� parametry jako�ci energii
elektrycznej. Urz�dzenia takie mog� by� realizowane w oparciu o 

ogólnie dost�pne procesory sygna�owe. Niniejszy artyku�
przedstawia przyk�ad rozwi�zania pomiaru wspó�czynnika
zniekszta�ce� harmonicznych THD z mo�liwo�ci� zastosowania 
w typowym uk�adzie DSP wyposa�onym w tor akwizycji danych.

Wyznaczanie THD zgodnie z zaleceniami normatywnymi [1]
wymaga synchronicznego próbkowania sygna�u, który nast�pnie
podawany jest analizie cz�stotliwo�ciowej za pomoc� DFT w
praktyce realizowanej przez FFT. Wymóg synchronicznego
próbkowania sygna�u podyktowany jest konieczno�ci� unikni�cia
tzw. przecieku widmowego DFT i jest sporym utrudnieniem w 
zrealizowaniu analogowej cz��ci przyrz�du pomiarowego, tj. toru
akwizycji danych.

W proponowanej metodzie pomiaru THD próbkowanie syn-
chroniczne sygna�u nie jest wymagane, co pozwala na stosowanie
popularnych systemów DSP ze sta�� cz�stotliwo�ci� próbkowania
do realizacji przyrz�du pomiarowego. Metoda mo�e by� równie�
implementowana off-line do analizy sygna�ów energetycznych
zgromadzonych w bazach danych, a zarejestrowanych bez
próbkowania synchronicznego.

W proponowanej metodzie do wyznaczania amplitud sygna�ów
harmonicznych zastosowano transformat� chirp-z (CZT) [2-4],
dzi�ki czemu w trakcie pracy algorytmu wyliczane s� tylko pr��ki
widma z bliskiego s�siedztwa cz�stotliwo�ci harmonicznych z 
du�� rozdzielczo�ci� cz�stotliwo�ciow�. Zakres widma wyliczany
przez CZT jest na bie��co ustalany na podstawie estymacji
warto�ci cz�stotliwo�ci podstawowej (tj. pierwszej harmonicznej). 

2. Struktura algorytmu pomiarowego

Ca�kowity wspó�czynnik odkszta�cenia THD (Total Harmonic 
Distortion) jest zdefiniowany nast�puj�co [1]:
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gdzie Gn oznacza warto�ci skuteczne harmonicznych napi�cia lub
pr�du. Sumowanie w (1) uwzgl�dnia pierwsze 50 harmonicznych
(H=50). Warto�ci Gn s� wyznaczane przez DFT. Dla systemów z
cz�stotliwo�ci� podstawow� 50 Hz THD wyznacza si� na 
podstawie fragmentu sygna�u o d�ugo�ci 10 okresów. Wymagane
jest synchroniczne próbkowanie sygna�u.

Ci�g�e widmo sygna�u dyskretnego dane jest wzorem [2]:
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W szczególnym przypadku, gdy o� cz�stotliwo�ci (pulsacji) 
próbkowana jest z krokiem N/2�� �� na podstawie (2)
otrzymujemy zale�no�� na DFT:
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Z drugiej strony o� cz�stotliwo�ci w (2) mo�e by� próbkowana
w sposób dowolny za pomoc� CZT [2], tzn. mo�na wybra�
pulsacj� pocz�tkow�  oraz krok pulsacji 0� ��  i liczb�



wyznaczanych pr��ków cz�stotliwo�ci M. W szczególnym
przypadku, kiedy odleg�o�� mi�dzy kolejnymi pr��kami wynosi

N/2�� �� , liczba wyznaczanych pr��ków równa si� d�ugo�ci
sygna�u M = N, a punktem startowym jest  transformata
CZT zwraca warto�ci takie jak DFT. Transformata CZT mo�e by�
liczona przez FFT. 

00 ��

Schemat blokowy ilustruj�cy ide� proponowanej metody
pomiaru wspó�czynnika THD z zastosowaniem transformaty CZT
przedstawiony jest na rys.1. Schemat ten jest programem w
�rodowisku Simulink [5] i s�u�y� on do symulacji, których wyniki
przedstawione s� w dalszej cz��ci pracy. Jednocze�nie, korzysta-
j�c ze standardowych bibliotek [6] program ten mo�na
wyeksportowa� do kodu w j�zyku C i uruchomi� na wybranej
platformie DSP.

Górna ga��� schematu na rys.1 realizuje parametryczny pomiar
cz�stotliwo�ci podstawowej sygna�u (pierwszej harmonicznej),
której warto�� na rysunku oznaczono jako Fm, natomiast ga���
dolna oblicza, poprzez CZT, amplitudy wszystkich harmonicz-
nych sygna�u (od 1 do 50). Blok Subsystem1 implementuje CZT,
a Subsystem2 wylicza THD na podstawie (1).

Zakres cz�stotliwo�ci wyznaczanych przez CZT znajduje si� w 
bliskim s�siedztwie cz�stotliwo�ci harmonicznych np. 2�  Hz, co
dla cz�stotliwo�ci podstawowej 50 Hz oznacza wyliczanie widma
dla zakresów: 22500,...2100,250 ���  Hz. Poniewa� cz�stotli-
wo�� podstawowa sygna�u energetycznego mo�e fluktuowa� w 
okolicach 50 Hz, wi�c pulsacja pocz�tkowa dla CZT jest 
ka�dorazowo ustalana przez algorytm estymacji cz�stotliwo�ci
podstawowej. Jest to szczególnie wa�ne dla wy�szych harmo-
nicznych, dla których zmiana cz�stotliwo�ci jest n razy wi�ksza
ni� zmiana cz�stotliwo�ci podstawowej (np. zmiana cz�stotliwo-
�ci podstawowej z 50 na 49 Hz powoduje zmian� cz�stotliwo�ci
50 -tej harmonicznej z 2500 na 2450 Hz). 
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Rys.1 Schemat blokowy pomiaru THD z zastosowaniem CZT
Fig.1 Block diagram of THD measurement based on CZT

3. Przyk�ad realizacji 

Realizacja pomiaru THD wed�ug przedstawionej na rys.1
metody wymaga okre�lenia parametrów pracy algorytmu, których
dobór mo�e by� podyktowany ró�nymi czynnikami, takimi jak:
dost�pny tor akwizycji danych, dost�pna moc obliczeniowa
systemu i pami�� czy wsparcie programowe ze strony bibliotek
standardowych.

W omawianej realizacji przyj�to cz�stotliwo�� próbkowania 
fp=8 kHz. Przep�yw danych odbywa si� w ramkach (zaznaczanych
na schematach programu Simulink lini� podwójn�) o rozmiarze 
512 próbek, czyli za czas 64 mS. Jest to najkrótsza ramka, dla
której uzyskano zadowalaj�ce wynik, d�ugo�� ramki mo�e zosta�
zwi�kszona spowoduje to jednak zwi�kszenie zapotrzebowania na
moc obliczeniow� i wyd�u�y czas pomiaru.

Do estymacji cz�stotliwo�ci podstawowej sygna�u wybrano
standardow� funkcj� pakietu Simulink [5] oznaczon� na rys.1
jako MCov AR Estimator. Funkcja ta okre�la parametry modelu
AR drugiego rz�du, metod� zmodyfikowanej kowariancji, w 
postaci:
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Je�eli sygna�em wej�ciowym jest sinusoida to po�o�enie zespolo-
nego, sprz��onego zera wielomianu A(z) jednoznacznie okre�la
cz�stotliwo�� tej sinusoidy zgodnie z zale�no�ci�:
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gdzie: fp - cz�stotliwo�� próbkowania, arctg - k�t w [rad].
Zale�no�� (5) realizuje bloczek opisany na rys.1 jako f(u), a 
warto�� Fm jest cz�stotliwo�ci� w [Hz]. Wzmocnienie G nie jest 
wykorzystywane.

Przed estymacj� cz�stotliwo�ci podstawowej sygna� jest filtro-
wany filtrem dolnoprzepustowym IIR (bloczek LP 50 Hz na 
rys.1), którego zadaniem jest wyodr�bnienie podstawowej 
harmonicznej (usuni�cie wy�szych harmonicznych). Wybrano
filtr eliptyczny VII-go rz�du o kraw�dzi pasma przepustowego 60
Hz.

Blok Subsystem1 na rys.1 wylicza za pomoc� CZT amplitudy
harmonicznych Gn mierzonego sygna�u. Przed obliczeniami na
sygna� nak�adane jest okno czasowe. Wybrano okno Czebyszewa
o t�umieniu 80 dB [5].

Schemat blokowy bloku Subsystem1 przedstawiony jest na
rys.2. Dla ramki danych o d�ugo�ci 512 próbek CZT liczone jest 
za pomoc� dwóch algorytmów FFT o d�ugo�ci 2048 oznaczonych
na rys.2 jako FFT i IFFT. W pami�ci przechowywane s� warto�ci
trzeciego FFT oznaczonego na rys.2 jako Constant. Podane na
rys.2 warto�ci realizuj� nast�puj�ce parametry CZT: wybrana
odleg�o�� mi�dzy kolejnymi pr��kami cz�stotliwo�ci wynosi

03.0)2/(55.2 ���� �eff p  Hz, a liczba wyznaczanych pr��ków
wynosi M=128. Obliczenia w bloku Subsystem1 s� iterowane w
p�tli FOR 50 razy dla ka�dej kolejnej ramki sygna�u. Cz�stotliwo-
�ci pocz�tkowe dla CZT dla kolejnych harmonicznych s�
zadawane na podstawie estymacji w dziedzinie czasu zgodnie z 
zale�no�ci� 2�nFm  Hz, gdzie n - numer harmonicznej (n = 
1,...50), a Fm estymowana cz�stotliwo�� w Hz (patrz rys.1).
Wyj�ciem bloku Subsystem1 jest suma kwadratów amplitud
wszystkich harmonicznych oznaczona jako Out1 i kwadrat
amplitudy harmonicznej podstawowej Out2. Znaczenie pozosta-
�ych bloków w schemacie na rys.2 jest okre�lone przez ich nazwy,
a szczegó�owy opis dost�pny jest w [5].

Rys.2 Schemat blokowy wyznaczania amplitud harmonicznych za pomoc� CZT 
(blok Subsystem1 na rys.1)
Fig.2 Block diagram for computing amplitudes of harmonic signals via CZT
(Subsystem1 in fig.1)



4. Wyniki symulacji komputerowych

W celu ilustracji w�a�ciwo�ci proponowanej metody pomiaru 
THD wygenerowano w �rodowisku Matlab sygna� testowy w
postaci:
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Rys.3 i rys.4 przedstawiaj� wyniki detekcji amplitud harmo-
nicznych z zastosowaniem normatywnej [1] i proponowanej 
metody pomiaru THD. Dla metody normatywnej, opisanej w
legendach na rys.3 i rys.4 jako DFT, zastosowano 10 okresów 
sygna�u z oknem prostok�tnym natomiast w proponowanej
metodzie, opisanej w legendach na tych rysunkach jako CZT, 
obliczenia przeprowadzono dla ramki o d�ugo�ci 512 próbek z 
oknem Czebyszewa, tj. przedstawiano zmienn� yout z rys.2.
Warto�� amplitudy cz�stotliwo�ci podstawowej G1, ustalono na 1, 
a amplitudy harmonicznych Gn, n=2,...50 na 0.01, tak wi�c
zadany THD wynosi� (1) 7%.

Rys.3 przedstawia przypadek, w którym zachodzi synchronicz-
ne próbkowanie sygna�u (fp=8 kHz i Fm=50 Hz). Jest to warunek
konieczny poprawno�ci dzia�ania metody normatywnej. Rys.3a
przedstawia próbkowanie osi cz�stotliwo�ci w zakresie od 0 do
100 Hz przez obie metody. Dla DFT krok w cz�stotliwo�ci
wynosi 5 Hz, natomiast dobrany krok cz�stotliwo�ci dla CZT
wynosi 0.03 Hz. Rys.3b przedstawia zbli�enie na rys.3a. Ze 
wzgl�du na synchroniczne próbkowanie DFT dok�adnie 'trafia' w 
cz�stotliwo�� 50 Hz i poprawnie wyznacza amplitud� tej
cz�stotliwo�ci. CZT próbkuje o� cz�stotliwo�ci w 128 kolejnych
punktach od cz�stotliwo�ci 50-2=48 Hz z krokiem 0.03 Hz, dzi�ki
czemu maksymalna warto�� modu�u CZT równie� poprawnie 
wyznacza amplitud� cz�stotliwo�ci podstawowej. Rys.3c
przedstawia detekcj� amplitud harmonicznych od 2 do 50.
Zarówno DFT jak i CZT prawid�owo wyznaczaj� warto�ci
amplitud jako 0.01. W przypadku DFT dla kolejnych harmonicz-
nych otrzymywany jest jeden pr��ek, natomiast dla CZT jest to
zawsze 128 pr��ków, analogicznie jak na rys.3b. Warto�� THD
wyznaczona proponowan� metod� wynios�a 7.006 %. 

Rys.3 Detekcja amplitud sygna�ów harmonicznych dla cz�stotliwo�ci
próbkowania fp=8 kHz i cz�stotliwo�ci podstawowej Fm=50 Hz. Na legendach
rysunków DFT oznacza metod� normatywn� (10 okresów sygna�u z oknem
prostok�tnym), a CZT oznacza proponowan� metod� dla realizacji opisanej w 
paragrafie 3 (sygna� yout z rys.2)
Fig.3 Detection of amplitudes of harmonic signals for sampling frequency 8
kHz and main frequency Fm=50 Hz. In legends DFT stands for normative method
(10 periods with rectangular window) and CZT stand for proposed method for
realization described in section 3 (signal yout from fig.2)

Rys.4 przedstawia przypadek, w którym nast�puje utrata 
synchronicznego próbkowania spowodowana zmian� cz�stotliwo-
�ci podstawowej sygna�u energetycznego, która wynosi obecnie
Fm=49 Hz, natomiast cz�stotliwo�� próbkowania jest taka jak
poprzednio fp=8 kHz. W tym przypadku DFT 'nie trafia' w pr��ek
49 Hz, co poci�ga za sob� b��dne okre�lenie amplitud wszystkich
harmonicznych. Rys.4a,b pokazuje, �e okre�lenie amplitudy
cz�stotliwo�ci podstawowej przez DFT obarczone jest ok. 5%
b��dem, natomiast CZT nadal poprawnie wyznacza amplitud�
jako 1. Tym razem CZT jest wyznaczane od cz�stotliwo�ci 49-
2=47 Hz. Rys.4c przedstawia detekcj� amplitud harmonicznych
od 2 do 50. Widoczne s� du�e b��dy wyst�puj�ce w przypadku
zastosowania metody normatywnej spowodowane utrat�
synchronizmu próbkowania sygna�u. Proponowana metoda
poprawnie wyznacza warto�ci amplitud sygna�ów harmonicznych,
które wynosz� 0.01. Warto�� THD wyznaczona proponowan�
metod� wynios�a, jak poprzednio, 7.006 %. 

Rys.4 Detekcja amplitud sygna�ów harmonicznych dla cz�stotliwo�ci
próbkowania fp=8 kHz i cz�stotliwo�ci podstawowej Fm=49 Hz. Na legendach
rysunków DFT oznacza metod� normatywn� (10 okresów sygna�u z oknem
prostok�tnym), a CZT oznacza proponowan� metod� dla realizacji opisanej w 
paragrafie 3 (sygna� yout z rys.2)
Fig.4 Detection of amplitudes of harmonic signals for sampling frequency 8
kHz and main frequency Fm=49 Hz. In legends DFT stands for normative method
(10 periods with rectangular window) and CZT stand for proposed method for
realization described in section 3 (signal yout from fig.2)

W celu oszacowania b��dów oblicze� proponowanej metody
wyznaczania THD przeprowadzono wielokrotne eksperymenty
polegaj�ce na wyznaczaniu znanego THD. Sygna�y testowe
generowano w taki sposób, �e amplituda pierwszej harmonicznej 
G1 (6) wynosi�a 1, a amplitudy harmonicznych Gn, n=2,...50
zadawane by�y liczbami pseudolosowymi o rozk�adzie jednostaj-
nym i dwóch ró�nych wariancjach. Rys.5 przedstawia przyk�ad
detekcji amplitud harmonicznych Gn, n=2,...50 tak utworzonego
sygna�u. Dla ka�dej harmonicznej wyliczane jest 128 pr��ków,
analogicznie jak na rys.4b. Warto�ci procentowe THD zadanego i
wyliczonego proponowan� metod� s� w tym przypadku takie
same do drugiego miejsca po przecinku.

Rys.6 i rys.7 przedstawiaj� wyniki analogicznego eksperymen-
tu symulacyjnego, dla 20 ró�nych sygna�ów testowych, dla 
których policzono wspó�czynniki THD na podstawie zadawanych
amplitud cz�stotliwo�ci harmonicznych (1) oraz proponowan�
metod� wed�ug realizacji opisanej w punkcie 3. Uzyskane wyniki
w postaci warto�ci wspó�czynników THD pokazane s� na rys.6,
natomiast procentowe b��dy wzgl�dne przedstawia rys.7.
Maksymalny b��d wzgl�dny oblicze� metody w trakcie powy�-
szych symulacji nie przekroczy� warto�ci 0.27 %.



Rys.5 Przyk�adowy sygna� testowy wykorzystywany do okre�lenia b��dów
metody pomiaru THD. Amplitudy harmonicznych Gn n=2,..50 zosta�y wygenerowa-
ne przez generator liczb pseudolosowych
Rys.5 Exemplary test signal as used for estimation of errors of the method for 
THD measurement. Amplitudes of harmonic signals Gn n=2,..50 were generated by
pseudo random generator

Rys.6 Wyniki symulacji, podczas której amplitudy harmonicznych od 2 do 50
by�y generowane jako liczby pseudolosowe o rozk�adzie równomiernym o dwóch
ró�nych wariancjach
Rys.6 Simulation results for signals with amplitudes of 2 to 50 harmonics
generated as pseudo random numbers with uniform distribution and two different
variances

Rys.7 B��dy wzgl�dne wyznaczania THD dla symulacji przedstawionych na rys.5,
e=100(THDz-THDw)/THDz, gdzie THDz - warto�� zadana, THDz - warto��
wyliczona
Fig.7 Errors of estimating THD for simulations presented in fig.5, e=100(THDz-
THDw)/THDw, where THDz correct value, THDw computed value

Tab.1 przedstawia zestawienie g�ównych cech proponowanej
metody pomiaru THD w odniesieniu do metody normatywnej.
G�ówn� zalet� proponowanej metody jest mo�liwo�� akwizycji
sygna�u ze sta�� cz�stotliwo�ci� próbkowania. Równie� czas
pomiaru, nieuwzgl�dniaj�cy czasu oblicze�, jest w prezentowanej
realizacji trzykrotnie krótszy ni� dla metody normatywnej.
Natomiast z�o�ono�� obliczeniowa proponowanej metody jest ok.
100 razy wi�ksza ni� metody normatywnej. Z�o�ono�� oblicze-
niow� oszacowano jako liczb� FFT wykonywanych w trakcie
oblicze�. Dla metody normatywnej przy cz�stotliwo�ci próbko-
wania fp=10240 Hz d�ugo�� ramki wynosi 2048 próbek, a wi�c
tyle co rozmiar FFT w prezentowanej realizacji. Jednak metoda
oparta o CZT wymaga obliczenia dwóch FFT dla ka�dej
harmonicznej, czyli 100 FFT dla wyznaczenia THD. 

Tab.1 Porównanie metod pomiaru THD
Tab.1 Comparison of THD measurement methods

Pomiar THD 
Próbkowanie
synchroniczne

Czas pomiaru
(liczba okresów 

pierwszej harmonicznej)

Z�o�ono��
obliczeniowa
(liczba FFT)

Metoda
normatywna

DFT
TAK 10 1

Metoda
proponowana

CZT
NIE 3.2 2*50

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono metod� wyznaczania wspó�czynnika
THD dla sygna�ów energetycznych z zastosowaniem transformaty
CZT. G�ówn� zalet� proponowanej metody, w porównaniu z 
metod� pomiaru zalecan� przez dokumenty normatywne, jest brak
konieczno�ci synchronicznego próbkowania sygna�u energetycz-
nego. Pozwala to unikn�� trudno�ci zwi�zanych z realizacj� p�tli
fazowej i umo�liwia realizacj� urz�dze� do pomiaru THD z
zastosowaniem powszechnych urz�dze� DSP ze sta�� cz�stotliwo-
�ci� próbkowania. Przedstawiony w punkcie 3 przyk�ad realizacji
mo�e zasta� uruchomiony na praktycznie dowolnym zestawie
DSP. W przypadku braku mocy obliczeniowej wspó�czynnik
THD mo�na wyzna� nie dla kolejnych ramek, tylko z pewnym,
zale�nym od mocy procesora, offsetem (np. co 50 ramk�).
Prezentowany sposób wyznaczania THD mo�na równie�
zastosowa� do sygna�ów zarejestrowanych ze sta�� cz�stotliwo-
�ci� próbkowania do analizy off-line.

Konkretna realizacja proponowanej metody pomiaru THD (np. 
taka jak przedstawiona w punkcie 3) charakteryzuje si� du��
mo�liwo�ci� doboru narz�dzi obliczeniowych, a tak�e parame-
trów algorytmu. Estymacja cz�stotliwo�ci podstawowej mo�e
zosta� zrealizowana dowoln� metod�, niekoniecznie parame-
tryczn�, np. przej�� 'przez zero' lub te� metod� cz�stotliwo�ciow�
np. osobn� CZT. Niektóre u�yte metody przetwarzania sygna�ów
mog� zosta� zmienione lub nawet usuni�te (np. filtr dolnoprzepu-
stowy dla innej metody estymacji cz�stotliwo�ci lub okno
czasowe Czebyszewa). Realizacja przedstawiona w punkcie 3
mog�aby wyznacza� 512 pr��ków CZT zamiast 128 przy tej 
samej z�o�ono�ci obliczeniowej, tzn. dwóch 2048 punktowych
FFT, równie� krok w osi cz�stotliwo�ci dla CZT móg�by by�
mniejszy, jednak wyniki symulacji dla przedstawionej konfigura-
cji okaza�y si� wystarczaj�co dobre. W trakcie przeprowadzonych
symulacji komputerowych wzgl�dny b��d obliczeniowy propo-
nowanej metody wyznaczania THD nie przekroczy� 0.27%.
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