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Analiza rozwigzan modelu dyfuzji z reakcja chemiczng w ziarnie katalizatora
w obecnosci martwej strefy i wielokrotnych stanéw stacjonarnych

Wstep

Terminy wielokrotne stany stacjonarne (WSS) i martwa strefa poja-
wiaja si¢ w opisie reakcji katalitycznych juz w klasycznej pracy Arisa
[1975].

Pierwszemu z tych zagadnien poswigcono znacznie wigcej uwagi
w literaturze. Dla proceséw izotermicznych raportowat je Aris, ale je-
dynie w odniesieniu do reakcji opisywanych kinetyka typu Langmu-
ira-Hinshelwooda. Inne prace dotyczyly gldwnie reakcji nieizotermicz-
nych, a pierwsze z nich pojawily si¢ juz w latach 80. ubiegtego wieku
[Hu i in., 1985a,b]. Cytowane prace dotycza reakcji nieizotermicznych
o prostej kinetyce i pokazuja, ze juz w tak prostych uktadach moze po-
jawia¢ si¢ nawet do 5 standow stacjonarnych.

Drugie z tych zagadnien bylo zdecydowanie rzadziej omawiane.
Temkin [1982] tworca terminu martwa strefa i wspominany juz Aris za-
sygnalizowali, ze dla rownania kinetycznego typu potgegowego, w okre-
Slonych warunkach tj. -1 <n <1 oraz dla modutu Thielego wigkszego
od pewnej warto$ci krytycznej @,, (tzn. takiej dla ktorej stgzenie w cen-
trum ziarna spada do zera) [Krdl i Szukiewicz, 2013], dla zachowania
poprawno$ci modelu matematycznego musza zosta¢ zmienione warun-
ki graniczne. Pojawianie si¢ martwej strefy i profile st¢zenia dla reakcji
z kinetyka typu potggowego dla -1 < n < 1 dyskutowali Garcia-Ochoa
i Romero [1988), York i in. [2011].

W literaturze brak jest nawet informacji czy martwa strefa pojawi
si¢ w ziarnie gdy n < -1. Nie ma tez informacji na temat warunkoéw po-
jawiania si¢ martwej strefy dla dowolnego typu rownan kinetycznych.
Wiasciwie nie ma tez opublikowanych informacji o mozliwosci wspot-
istnienia WSS i martwych stref w ziarnie w okre$§lonym zakresie zmian
parametrow modelu. Ten brak czg$ciowo tlumacza trudnosci w uzy-
skaniu rozwiazania analitycznego czy nawet numerycznego (brak jest
raportowanych metod numerycznych rozwiazania zagadnienia martwej
strefy; oczywiscie mozliwe jest wykorzystanie metody prob i btedow).

Pojawienie si¢ w literaturze rozwiazania analitycznego [Magyari,
2008] dla problemu dyfuzji z reakcja (ale, co nalezy podkresli¢, bez
martwej strefy) o kinetyce potegowej dla n > -1 stworzylo szanse na
przeprowadzenie szczegétowej analizy pracy ziarna katalizatora w ca-
lym zakresie zmian parametrow modelu, oczywiscie pod warunkiem
uzupenienia dostgpnych rozwiazan modelu w zakresie dotychczas nie
rozpatrywanym.

W niniejszej pracy przedstawiono rozwigzania analityczne uzupel-
niajace wymienione rozwiazania i przeanalizowano je otrzymujac spoj-
ny i zgodny z teoria procesu obraz pracy ziarna katalizatora i przez to
uzupekniajac niektdre z wymienionych luk w teorii. Otrzymane rozwia-
zanie jest istotne takze dlatego, ze badany uktad dyfuzyjno-reakcyjny
jest najprostszym nieliniowym modelem procesu a wyst¢puja w nim
wszystkie zjawiska raportowane wczesniej, generalnie dla bardziej zto-
zonych uktadow, co oznacza, ze w przypadku kazdego nieliniowego
modelu omawianego procesu nalezy bra¢ pod uwage mozliwos¢ ich
wystgpowania.

Modele matematyczne

Model matematyczny izotermicznej, nicodwracalnej reakcji o row-
naniu kinetycznym dowolnego typu dla ziarna o ksztalcie plaskiej ptyty
przedstawia rGwnanie
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gdzie:
¢ — bezwymiarowe st¢zenie [-]
x — bezwymiarowa odleglto$¢ w ziarnie [-]
X, — granica martwej strefy
@ — modut Thielego [-]

Rozwigzania analityczne przy braku martwej strefy
Rozwiazanie dla n > -1 podaje Magyari [2008]:
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gdzie:
F — szereg hipergeometryczny Gaussa

Wystepujace we wzorze ¢, bedace stgzeniem w centrum ziarna obli-
cza si¢ z rOwnania
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Warto zauwazy¢, ze gdy ¢, = 0 to wartos¢ modutu Thielego osiaga
warto$¢ krytyczna, czyli @ = @,

Rozwiazanie (4) obowiazuje rowniezdlan=01in=1. W tych szcze-
golnych przypadkach szereg hipergeometryczny mozna przeksztalcic
do dobrze znanej z podrgcznikow postaci rozwigzania.

Magyari [2008] podaje rowniez rozwigzanie dla n = -1
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wystgpujace we wzorze ¢, oblicza si¢ z rownania
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W cytowanej pracy nie byty dyskutowane rozwiazania dlan <-1. La-
two zauwazy¢, ze w rownaniach (4) i (5) pojawiaja si¢ wowczas ujem-
ne wartosci pod symbolem pierwiastkowania. Jednak mozna uzyskac
wyniki réwniez i w tym przypadku — nalezy wyprowadzac¢ rozwiaza-
nie w taki sposob, by unikna¢ pojawienia si¢ liczb urojonych. I tak dla

n < -1 uzyskuje si¢
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a wystgpujace we wzorze ¢, oblicza si¢ z rownania
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W cytowanej pracy nie podano wyrazen okreslajacych warto$é
wspotczynnika efektywno$ci. Uzupelniajac ten brak proponuje sig¢
W niniejszej pracy nastgpujace wzory do wyznaczenia tego waznego
wspotczynnika:
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gdzie:
n — wspodtczynnik efektywnosci [-]

Rozwigzania analityczne w obecno$ci martwej strefy

Rozwiazanie dla 1 > n > -1 podaje York i in. [2011] (pominigto obszar
dla n > 1, gdyz woéwczas martwa strefa nie pojawia sig)
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Wspolczynnik efektywnosci i krytyczng wartos¢ modutu Thielego @,
oblicza sig¢ odpowiednio ze wzorow

2 1
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Latwo zauwazy¢, ze dla n < -1 w rown. (12) - (13) pojawiaja si¢
wowczas ujemne warto$ci pod symbolem pierwiastkowania. W oma-
wianej pracy uzyto innego sposobu catkowania niz w pracy [Magyari,
2008], ale zastosowanie tego ostatniego sposobu daje taki sam rezultat.
Jest to o tyle istotne, ze catkowanie tym sposobem, po uwzglednieniu
warunkow granicznych dla poczatku martwej strefy (3), prowadzi do
nastgpujacego rownania:
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Latwo zauwazy¢, ze dla n < -1 prawa strona réwn. (14) przybiera
nieskonczenie wielka wartos¢, gdy ¢ = 0. W takim przypadku nalezy
rozwazy¢ rownanie
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Mozna sprawdzié, ze prawa strona rown. (15) jest rowna 0 dla ¢ = 0.
Zatem rownanie to spelnia zalozenia twierdzenia Picarda, czyli istnieje
jedyne rozwiazanie tego rownania i jak tatwo sprawdzi¢ jest to funkcja
tozsamos$ciowo rowna 0. To jedyne rozwiazanie nie spetnia jednak trze-
ciego z warunkéw podanych w rown. (3), wige nalezy przyjac, ze dla n
< -1 zagadnienie martwej strefy nie ma rozwiazania; nie mniej jednak
otrzymany wynik ma istotne znaczenie fizyczne. Przedyskutowane to
zostanie ponize;j.

(15)

Dyskusja wynikéw

Uzyskane wyniki zalezne sa jakosciowo od wartosci wyktadnika
potggowego n w rownaniu Kinetycznym i tak zostana one przeanali-
zowane. Przyktadowe wyniki ilustrujace przedstawiona ponizej anali-
zg pracy ziarna katalizatora przedstawiono na rys. 1. We wszystkich
przypadkach mozna zauwazy¢, ze wyznaczone warto$ci wspotczynnika
efektywnos$ci tworza ciagla i1 gladka krzywa, czyli zgodna z obserwa-
cjami fizycznymi.
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Rys. 1. Wspotezynnik efektywnosci w funkcji modutu Thielego

Dla n > 1 stgzenie reagenta w ziarnie jest zawsze wigksze od 0. Moze
przyjmowac warto$ci bardzo bliskie zeru dla duzych wartosci modutu
Thielego, ale jest zawsze dodatnie. Martwa strefa w ziarnie nie pojawia
si¢. Rozwiazania z tego obszaru byty wielokrotnie dyskutowane w lite-
raturze i nie bgda tu prezentowane.

Dla 0 < n < 1 stgzenie reagenta w centrum ziarna katalizatora dla
krytycznej wartosci modutu Thielego spada do zera. Rozwiazanie jest
jakosciowo zgodne z uzyskiwanym dla n > 1, ale opisywane dwoma
réznymi rownaniami: rown. (4) dla @ < @_oraz réwn. (12) dla @ > @,.
Nalezy podkresli¢, ze w tym ostatnim przypadku stezenie w centrum
ziarna i w pewnej odlegloéci od niego (z gory nieznanej) osiaga war-
tos¢ doktadnie rowna zeru — w odrdznieniu od sytuacji przedstawione;j
w poprzednim akapicie.

Dla -1 < n < 0 pojawia sig istotna réznica jakosciowa w stosunku do
poprzednio omawianych przypadkow. Dla pewnego zakresu warto$ci
@ > @, obydwa modele daja realne wyniki. Jest to obszar wystgpowania
WSS. Pojawiaja si¢ trzy rozwiazania: dolny stan stabilny i niestabil-
ny okreslane sg przez model obowiazujacy przy braku martwej strefy,
za$ gorny stan stabilny — przez model uwzglgdniajacy martwa strefg.
W miare spadku n obszar WSS i obszar martwe;j strefy przesuwaja sig
w kierunku mniejszych wartosci @.

Dla n < -1 zanika obszar charakterystyczny dla matych wartosci @,
w ktorym wystepuje pojedynczy stabilny stan stacjonarny — od razu po-
jawiaja si¢ WSS. W tym zakresie @, = 0, co mozna tatwo sprawdzic¢
obliczajac odpowiednia granicg rown. (6) lub réwn. (8). Te rownania
okreslaja rozwiazania stabilne i niestabilne (tak jak poprzednio réwn.
(4)). Trzeciego rozwiazania, gdy n — o dla dowolnego @ (nie nanie-
siono na rys. 1), dostarcza interpretacja wyniku z analizy rown. (14)
i(15), a mianowicie cala ilo§¢ substratu natychmiast przereagowuje na
powierzchni ziarna katalizatora, nie dyfundujac do jego wngtrza. Od-
powiada to sytuacji, gdy stgzenie jest rowne zeru w catym ziarnie ka-
talizatora, a jedynie na jego powierzchni jest rowne 1 (czyli zachodzi
reakcja powierzchniowa). W miarg spadku n obszar WSS zmniejsza si¢
(dla n — - oo zanika).

Whioski

Na podstawie rozwiazan analitycznych, a wigc pozbawionych ewen-
tualnych btedéw numerycznych, dowiedziono wspotistnienia martwych
stref 1 WSS w pewnym zakresie zmian parametrow modelu, przy czym
poczatek strefy WSS odpowiada wartosci @,.

Dowiedziono, ze dla n < -1 martwa strefa rozciaga si¢ na cate ziarno,
a reakcja chemiczna biegnie tylko na jego powierzchni cho¢ mozliwe
sa tez, w ograniczonym i malejacym wraz z n zakresie zmian modutu
Thielego, rozwiazania bez martwej strefy.

Pokazano réwniez, ze w obszarze rozwigzan wielokrotnych zawsze
jedno z rozwiazan stabilnych otrzymuje si¢ uwzgledniajac martwa strefe.
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