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MICHAEL ATIYAH (Oxford)

Matematyka w XX wieku!

Kiedy méwimy o konicu wieku i poczatku nastepnego, mamy dwie moz-
liwosci, obie jednakowo trudne. Jedna polega na dokonaniu przegladu osig-
gnie¢ matematyki w minionych stu latach, druga na przewidywaniu rozwoju
matematyki w nastgpnych stu latach. Tu wybieram zadanie trudniejsze.
Przewidywaé moze kazdy i nie trzeba nawet znaé si¢ zbytnio na rzeczy, by
potem ocenié, czy sie nie myliliSmy. Ale ujawnié, co sie mySli o przesztosci,
to jest co$, wobec czego kazdy moze wyrazi¢ sprzeciw.

Wszystko, co tutaj przedstawig, to bedzie mdj osobisty poglad. Nie spo-
s6b mieé opinig o wszystkim, tak wiec i ja opuszcze znaczne partie tej histo-
rii. Czedciowo dlatego, ze nie jestem ekspertem, a czesciowo dlatego, ze sg
juz gdzie$ opisane. Nic wiec nie powiem, na przyklad, o wielkich wydarze-
niach na obszarach pomiedzy logika a obliczaniem, a zwigzanych z takimi
ludZmi jak Hilbert, Gédel czy Turing. Podobnie niewiele powiem o zasto-
sowaniach matematyki (wyjawszy podstawy fizyki), s one bowiem nazbyt
liczne i wymagaja specjalnego podejscia, a kazdemu mozna by po$wiecié
osobny wyklad. Nie miatoby tez sensu ukladanie listy twierdzefi czy choéby
listy stawnych matematykéw w ostatnich stu latach. Byloby to nudne. W za-
mian cheg podjaé kilka tematéw, ktére moim zdaniem przenikajg na wskro$
cala matematyke i podkresli¢ to, co sig¢ tam zdarzylo.

Niech mi tez wolno bedzie uczynié na poczatku ogdlng uwage. Stulecia
s3 terminami umownymi. Nikt z nas w istocie nie wierzy, ze wraz ze stule-
ciem co$ si¢ nagle zatrzymuje, a co$ zaczyna od nowa. Kiedy wiec opisuje
matematyke dwudziestego wieku, traktuje daty dosé niefrasobliwie. Jesli cos
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zaczelo sie po roku 1890 i przeszio do wieku XX, bede taki szczegdl termi-
nowy ignorowal. Bede si¢ zachowywal jak astronom i operowal wielkosciami
przyblizonymi. W istocie wiele rzeczy zaczglo sie w wieku XIX, przyniosto
zas owoce w wieku XX.

Jedng z trudnosci niniejszego przedsiewziecia jest to, ze bardzo trudno
cofnaé sie wstecz i zdaé sobie sprawe, co znaczylo okolo roku 1900 byé ma-
tematykiem. Zbyt wiele matematyki ubieglego stulecia nasza kultura i my
sami przyswoiliSmy. Przeciez je§li dokonujesz w matematyce naprawde zna-
czacego odkrycia, zostaniesz calkowicie pominiety! Po prostu zostanie to
wchloniete przez podglebie. Cofajac sie wiec wstecz, musimy spréobowaé wy-
obrazi¢ sobie jak wygladalo to w okresie, kiedy ludzie nie mysleli tak jak
my.

Od lokalnego do globalnego. Mam zamiar zaczaé¢ od wyliczenia pew-
nych tematéw i powiedzenia co§ o nich. Pierwszym moim tematem jest,
moéwiac niedcisle, to co mozna by nazwaé przejsciem od lokalnego do global-
nego. W okresie klasycznym ludzie na calym $wiecie badali zjawiska w malej
skali, we wspélrzednych lokalnych itd. W tym stuleciu nacisk zostal przenie-
siony na prébe zrozumienia zachowania w duzej, globalnej skali. A poniewaz
zachowanie globalne jest trudniejsze do zrozumienia, wiele z tego zostalo zro-
bione tylko jako$ciowo, wobec czego wielkiego znaczenia nabraty idee topo-
logiczne. Tym, ktéry byl pionierem w topologii i jednoczeénie przewidywal,
ze w XX wieku topologia stanie si¢ waznym skladnikiem matematyki, byl
Poincaré. Nie byl to Hilbert, chociaz to on sformulowal slynna liste proble-
méw, ale na tej liScie topologii wiadciwie nie ma. Dla Poincarégo byto jednak
oczywiste, ze topologia bedzie wazna.

Niech mi wolno bedzie wymieni¢ kilka dziedzin, a zobaczycie, co mam na
my$li. Rozwazmy, na przyklad, analize zespolona (dawniejsza ,teorie funk-
cji”), bedaca w XIX wieku w centrum matematyki i stanowigca przedmiot
pracy takich wielkich postaci jak Weierstrass. Dla nich funkcja byla funkcja
jednej zmiennej zespolonej, a dla Weierstrassa funkejg byl szereg potegowy,
co$, na czym mozna polozyé reke, zapisaé¢ i wyraznie sobie wyobrazié, ja-
kas formula. Funkcje byly formulami, byly wyraZnie okre$lone. Ale potem
prace Abela, Riemanna i ich nastepcéw zmienity ten obraz i funkcje staty sie
okreslone nie tyle przez doktadne formuty, co przez swoje wlasnosci globalne:
przez miejsca osobliwe, obszary okreslonoéci, zbiory warto$ci. I takie wla-
snosci globalne staly sie charakterystycznymi wyréznikami funkeji, a lokalne
ich rozwiniecie bylo juz tylko jednym ze sposobdéw ogladu.

Cos$ podobnego stalo sig z rownaniami rézniczkowymi. Dawniej rozwig-
zywanie réwnania rézniczkowego polegalo na szukaniu explicite lokalnego
rozwigzania, czego$§ co mozna bylo napisa¢ i wziaé¢ w rece. W miare rozwoju
rozwigzania staly sie implicite. Juz nie trzeba ich koniecznie mie¢ w postaci
gladkich formul. Tym, co rzeczywiscie determinowalo globalne wlasnosci
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rozwigzah, byly ich osobliwosci. Jest to bardzo podobne do tego, co zaszio
w analizie zespolonej, cho¢ w szczegblach wyglada inaczej.

W geometrii rézniczkowej klasyczne post¢powanie Gaussa i innych pole-
galo na opisywaniu malych kawalkéw przestrzeni, matych fragmentéw krzy-
wizny i lokalnych réwnan zadajacych lokalng geometrie. Kiedy chce sie uzy-
skaé ogdlny obraz powierzchni zakrzywionych, to przejscie do duzej skali jest
raczej naturalne a to pociaga topologie. Przy przechodzeniu od malego do
duzego najbardziej znaczace staja sie wlasnosci topologiczne.

Chociaz nie pasuje to SciSle do tego obrazu, teoria liczb do$wiadczyta
czego$ podobnego. Teoretycy liczb rozrézniaja to, co nazywaja ,teorig lo-
kalng”, kiedy méwig o pojedynczej liczbie pierwszej, jednej liczbie pierw-
szej w danej chwili, czy skonczonym zbiorze liczb pierwszych, oraz ,teorie
globalng”, kiedy rozwazaja jednocze$nie wszystkie liczby pierwsze. Analo-
gia miedzy liczbami pierwszymi a punktami, miedzy lokalnym a globalnym,
a takze idee, jakie pojawily sie w topologii, wywarly swéj wplyw takze na
teorig liczb.

Fizyka klasyczna zajmuje si¢ oczywiscie zjawiskami lokalnymi, dla kto-
rych pisze si¢ réwnania rézniczkowe rzgdzace zachowaniem w malej skali.
Ale potem trzeba podjaé badania systemu fizycznego w duzej skali. Cala
fizyka zajmuje sie w istocie przewidywaniem tego, co si¢ stanie, kiedy sie
przechodzi od malej skali, gdzie sie rozumie to, co si¢ dzieje, do duzej skali
i do konkluzji.

Wzrost liczby wymiaréw. Drugi méj temat jest inny, nazywam go
wzrostem liczby wymiardw. I znéw zacznijmy od klasycznej teorii zmiennych
zespolonych: klasyczna teoria zmiennej zespolonej byla przede wszystkim
teorig jednej zmiennej zespolonej, badana dokladnie, z duzym wyrafinowa-
niem. Przej$cie do dwoch lub wiecej zmiennych zasadniczo mialo miejsce
w tym stuleciu i na tym obszarze pojawily si¢ nowe zjawiska. Nie wszystko
jest tak samo jak dla jednej zmiennej. Pojawily si¢ zjawiska catkowicie nowe
i teoria » zmiennych zaczela dominowaé, przynoszac jedne z wigkszych suk-
ces6w tego stulecia.

Podobnie, geometrzy rézniczkowi w przesztosci studiowali przede wszyst-
kim krzywe i powierzchnie. Obecnie studiuje si¢ geometrie n-wymiarowych
rozmaitosci i trzeba przez chwile pomysleé, by dostrzec, ze bylo to duze prze-
suniecie. Dawne krzywe i powierzchnie byly czyms, co rzeczywiscie mozna
bylo zobaczyé w przestrzeni. Wyzsze wymiary byly raczej fikcyjne, byty to
rzeczy, ktére mozna ujmowaé matematycznie, ale raczej nie bra¢ calkiem
serio. Idea, ze bierze si¢ je powaznie i powaznie je bada, jest w istocie pro-
duktem XX wieku. Podobnie nie byloby wcale dla naszych XIX-wiecznych
poprzednikéw oczywiste myslenie o wigkszej liczbie funkcji, o badaniu nie
jednej, lecz wielu funkcji, o funkcjach wektorowych. Tak wiec wzrost nastgpit
co do liczby zmiennych zaréwno niezaleznych jak i zaleznych.
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Algebra liniowa zawsze zajmowala sie wiekszg liczbg zmiennych, ale tam
wzrost liczby wymiaréw okazal sie jeszcze bardziej drastyczny. Przeszia ona
od wymiaréw skonczonych do nieskoficzonych, od przestrzeni liniowej do
przestrzeni Hilberta o nieskofczenie wielu zmiennych. Byla w to wlaczona,
oczywiscie, takze analiza. Po funkcjach wielu zmiennych nastapily funkcje
funkcji, czyli funkcjonaty. To sg funkcje na przestrzeniach funkcji. Wszystkie
one maja w istocie nieskonczenie wiele zmiennych i to jest to, co nazywamy
rachunkiem wariacyjnym. Podobnie dzialo si¢ z ogblnymi (nie koniecznie
liniowymi) funkcjami, starym obszarem, ktéry wszakze nabral znaczenia
w XX wieku. Taki jest m6j drugi temat.

Od przemiennosci do nieprzemiennosci. Trzecim tematem jest
przejécie od przemiennoéci do nieprzemiennosci. Byé moze jest to jeden
z najbardziej charakterystycznych ryséw matematyki, zwlaszcza algebry,
w XX wieku. Ten nieprzemienny aspekt algebry stal sie nadzwyczaj wy-
razny, a jego korzenie lezg oczywiécie w XIX stuleciu. Rézne korzenie. Praca
Hamiltona nad kwaternionami byla prawdopodobnie najwiekszym pojedyn-
czym zaskoczeniem i miala ogromny wplyw, motywowany w istocie ideami
majacymi co§ wspodlnego z fizyka. Byla takze praca Grassmanna nad alge-
brami zewnetrznymi, innym systemem algebraicznym, obecnie wchlonietym
przez nasza teori¢ form rézniczkowych. Innymi wybitnymi Zrédlami byla,
oczywiscie, praca Cayleya nad macierzami w algebrze liniowej, czy praca
Galois w teorii grup.

Waszystko to byly rézne sposoby czy podejscia do wprowadzenia nie-
przemiennego mnozenia do algebry, ktére stalo sie chlebem powszednim
XX-wiecznej maszynerii algebraicznej. Wcale si¢ juz nad tym nie zastana-
wiamy, ale w XIX wieku wszystkie te wspomniane przyklady byty, na rézny
sposob, ogromnymi przelomami. Rzecz jasna, zastosowania tych idei poszty
w zadziwiajaco réznych kierunkach. Macierze i nieprzemienne mnozenie w
fizyce odnalazly sie w teorii kwantéw. Relacje komutacyjne Heisenberga sa
najwazniejszym przykladem zastosowania nieprzemiennej algebry w fizyce,
nast¢pnie przeniesionym przez von Neumanna do jego teorii algebr opera-
torowych.

Dominujacym rysem matematyki XX wieku byla takze teoria grup, ale
do tego wrbce pdznie].

Od liniowosci do nieliniowosci. Nastepnym moim tematem jest przej-
Scie od liniowoéci do nieliniowosci. Duze obszary matematyki klasycznej badZ
sa fundamentalnie liniowe badz, jesli nie dokladnie liniowe, to w przyblizeniu
liniowe, badane jakims$ rodzajem rozwinieé¢ perturbacyjnych. Zjawiska istot-
nie nieliniowe sg o wiele trudniejsze i powaznie zaczeto sie¢ nimi zajmowaé
dopiero w tym wieku.
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Historia zaczyna sie od geometrii: geometria euklidesowa, geometria
plaszczyzny i przestrzeni, linii prostych — wszystko to jest liniowe. Ale na-
stepnie przez rézne rodzaje geometrii nieeuklidesowych dochodzi si¢ do bar-
dziej ogblnej geometrii Riemanna, gdzie rzeczy sa juz fundamentalnie nieli-
niowe. W réwnaniach rézniczkowych powazne badania zjawisk nieliniowych
ujawnilo ogromny zakres nowych zjawisk, ktérych nie wida¢ przy podej-
Sciu klasycznym. Przytocze tutaj tylko dwa, solitony i chaos, dwa bardzo
odmienne aspekty teorii réwnan rézniczkowych, ktére w tym stuleciu na-
braly ogromnego znaczenia i staly sie popularne. Przedstawiaja alterna-
tywne skrajnosci. Solitony przedstawiaja nieoczekiwanie porzadne zachowa-
nie nieliniowych réwnan rézniczkowych, za$ chaos przedstawia nieoczekiwa-
nie nieporzadne ich zachowanie. Kazde sie pojawia w innych sytuacjach, oba
sq interesujace i wazne, ale sg to zjawiska fundamentalnie nieliniowe. I znéw
mozna, przesledzié wczesng historie pracy nad solitonami do ostatniej czeSci
XIX stulecia, bylo to jednak tylko lekkie dotkniecie problemu.

W fizyce, oczywiscie, réwnania Maxwella, podstawowe réwnania elek-
tromagnetyzmu, sa liniowymi réwnaniami czastkowymi. Ich odpowiedniki,
slynne réwnania Yanga-Millsa, nie sa liniowe, cho¢ takie powinny rzadzié
sitami uczestniczacymi w strukturze materii. Réwnania te nie sa liniowe,
poniewaz réwnania Yanga-Millsa sg w istocie macierzowymi wersjami réw-
nan Maxwella, a ta okolicznosé, ze macierze nie sg przemienne, powoduje
pojawienie sie w tych réwnaniach wyrazu nieliniowego. Tutaj widzimy inte-
resujgcy zwigzek miedzy liniowoScig a nieliniowoscia. Nieprzemienno$é po-
woduje szczegblnego rodzaju nieliniowo$é i jest to szczegdlnie interesujace
1 wazne.

Geometria versus algebra. Dotychczas wybieralem tematy ogdlne, te-
raz natomiast chce pomoéwié o towarzyszacej nam caly czas dychotomii
w matematyce, oscylujacej tam i z powrotem, co da mi takze okazje do
uczynienia paru filozoficznych spekulacji czy uwag. Mam na mysli dycho-
tomi¢ pomiedzy geometrig a algebra. Geometria i algebra sg dwoma for-
malnymi filarami matematyki, obie bardzo stare. Geometria zaczyna sie od
Grekéw, a nawet wezedniej, algebra od Arabéw i Hinduséw, obie maja wiec
dla matematyki podstawowe znaczenie, ale ich zwiazki sg nielatwe.

Zaczne od historii. Geometria euklidesowa byla pierwszym przykladem
teorii matematycznej i byla to teoria éciéle geometryczna az do wprowadze-
nia przez Kartezjusza wspo6irzednych algebraicznych na tym, co nazywamy
plaszczyzng kartezjanska. Byla to préba zredukowania myslenia geometrycz-
nego do manipulacji algebraicznych. Byt to oczywiscie wielki przetom, wielki
atak na geometri¢ ze strony algebraikéw. Jesli poréwnaé prace Newtona
i Leibniza w analizie, to nalezg one do réznych tradycji: Newton byl funda-
mentalnie geometra, a Leibniz byl fundamentalnie algebraikiem i byty po
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temu glebokie, dobre powody. Dla Newtona geometria czy rozwijany prze-
zen calculus byly matematyczng prébg opisania praw przyrody. Zajmowatl
sie fizyka w szerokim sensie tego slowa, a fizyka miala swoje oparcie w geo-
metrii. Jedli chce si¢ wiedzieé, jak sie rzeczy maja, mysli sie¢ w terminach
$wiata fizyki, w terminach obrazéw geometrycznych. Kiedy rozwijal calcu-
lus, chcial go mie¢ w postaci tak bliskiej, jak to tylko mozliwe, stojacemu
za nim fizycznemu kontekstowi. Leibniz natomiast mial wizje, ambitny cel
sformalizowania calej matematyki, przeksztalcenia jej w wielka algebraiczng
maszyne. Bylo to catkowicie przeciwne podejsciu Newtona. Jak wiadomo,
w wielkiej kontrowersji pomiedzy Newtonem a Leibnizem zwyciezyta nota-
cja Leibniza. Pochodne piszemy tak jak on. Duch Newtona jest obecny, ale
przez dlugi okres czasu byl pogrzebany.

Przy koncu XIX stulecia, sto lat temu, dwoma wielkimi postaciami byli,
wspominani juz przeze mnie, Poincaré i Hilbert. Kazdy z nich jest uczniem,
odpowiednio, Newtona lub Leibniza. My$l Poincarégo byla bardziej w duchu
geometrii i topologii, ktérych idee byty dlan narzedziem fundamentalnym.
Hilbert by! bardziej formalista; on chcial aksjomatyzowaé, formalizowaé,
dawaé Scisle i formalne wystowienia. Wyraznie naleza do réznych tradycji,
chociaz zaden wielki matematyk nie moze by¢ latwo zaklasyfikowany.

Kiedy przygotowywalem to wystgpienie, pomys$lalem sobie, ze powinie-
nem przytoczy¢é niektére dalsze nazwiska z naszego obecnego pokolenia,
ktére stanowilyby kontynuacje tych tradycji. Jest bardzo trudno méwié o lu-
dziach zyjacych: kogo wpisaé na te liste? Nastepnie sobie pomyslalem, kto
nie mialby nic przeciwko umieszczeniu po ktérejs ze stron takiej slawnej
listy? I wybratem dwa nazwiska: dziedzicem tradycji Newtona-Poincarégo
jest Arnold, natomiast, jak sadze, najstynniejszym uczniem Hilberta jest Bo-
urbaki. Arnold wcale nie ukrywa faktu, ze jego spojrzenie na mechanike, a w
istocie na fizyke, jest fundamentalnie geometryczne i cofa sie do Newtona;
wszystko pomiedzy, za wyjatkiem paru ludzi takich jak Riemann, ktéry byt
troche z boku, bylo pomylka. Bourbaki usilowal przeprowadzié¢ program Hil-
berta aksjomatyzacji i formalizacji matematyki, co w duzym stopniu mu sie¢
udato. Kazdy z tych punktéw widzenia ma swoje zalety, ale jest miedzy nimi
napiecie.

Sprébuje przedstawi¢ swoj wlasny poglad na réznice miedzy geometrig
a algebra. Oczywidcie geometria jest o przestrzeni, co do tego nie ma wat-
pliwodci. Kiedy patrze na audytorium w tej sali, widze sporo. W sekundzie
czy mikrosekundzie moge zebra¢ spory zakres informacji, co oczywiscie nie
jest przypadkowe. Nasze mézgi zostaly tak skonstruowane, ze zajmuja sie
przede wszystkim widzeniem. Widzenie, jak to wiem od przyjaciét neurofi-
zjologéw, zatrudnia jakies 80 do 90 procent kory mézgowej. W mébzgu jest
jakie$ 17 osrodkdéw wyspecjalizowanych w réznych elementach procesu wi-
dzenia; niektére dotycza widzenia w poziomie, inne w pionie, jeszcze inne
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koloru, perspektywy, niektore wreszcie znaczenia i interpretacji. Rozumie-
nie §wiata i nadawanie mu sensu jest bardzo wazna czeécig naszej ewolucii.
Przeto intuicja przestrzenna czy przestrzenne spostrzeganie jest nadzwyczaj
poteznym narzedziem i dlatego geometria jest w istocie tak potezng czescig
matematyki — nie tylko dla rzeczy, ktére sg oczywiscie geometryczne, ale na-
wet dla tych, ktére takimi nie sg. Usilujemy im nadac postaé geometryczna,
bo to pozwala nam postugiwaé sie naszg intuicja. Nasza intuicja jest naszym
najpotezniejszym narzedziem. Staje sig to calkowicie jasne, kiedy prébu-
jemy objasnié¢ jaki§ kawalek matematyki studentowi czy koledze. Najpierw
jest dlugie i trudne tlumaczenie, az w koncu student rozumie. I co wtedy
méwi? Student méwi: ,widze!”. Widzenie jest synonimem rozumienia i stowa
spercepcja” uzywamy w obu tych znaczeniach, przynajmniej w jezyku an-
gielskim. Byloby rzecza ciekawg pordéwnanie z innymi jezykami. Myéle, ze
jest to sprawa bardzo fundamentalng, ze ludzki umyst w swojej ewolucji
osiggnal te nadzwyczajng zdolnosé absorbowania obszernej informacji dzieki
momentalnej akcji wzrokowej. A matematyka to podejmuje i udoskonala.

Algebra natomiast (ale stuchacz moze nie podzielaé tego stanowiska) za-
sadniczo dotyczy czasu. Jakikolwiek rodzaj algebry wezmiemy, wykonuje sie
w nim cigg operacji jedna po drugiej i to ,jedna po drugiej” oznacza, ze
musimy mie¢ czas. W statycznym wszech§wiecie nie mozna sobie wyobrazi¢
algebry, ale geometria jest zasadniczo statyczna. Moge tu siedzied i patrzed
i nic sie¢ moze nie zmienia¢, a mimo to moge widzie¢. Algebra wszakze ma do
czynienia z czasem, poniewaz jej operacje trzeba wykonywacé kolejno, a kiedy
méwie ,algebra”, nie mam na mys$li akurat algebry wspoélczesnej. Kazdy al-
gorytm, kazdy proces rachunkowy, jest ciagiem krokéw wykonywanych jeden
po drugim. Wspélczesny komputer wyraznie to nam u§wiadamia. Wspélcze-
sny komputer pobiera informacje w postaci ciagu zer i jedynek i takaz nam
daje odpowiedz.

Algebra dotyczy manipulacji w czasie, a geometria dotyczy przestrzeni.
Sa to dwa ortogonalne aspekty Swiata, przedstawiajace dwa rézne punkty
widzenia na matematyke. Tak wigc argumentacja czy dialog miedzy mate-
matykami z przeszlosci na temat relatywnego znaczenia geometrii i algebry
jest czym$ bardzo fundamentalnym. Oczywiscie nie ma sensu myéle¢ o tym
tak, ze jedna strona traci, a druga zyskuje. Sam chetnie my$le o tym w po-
staci analogii: pytanie ,chcialbys by¢ algebraikiem czy geometra?” jest po-
dobne do pytania ,chcialby$ byé ghuchy czy Slepy?”. Jesli jeste$ Slepy, nie
widzisz przestrzeni, a jesli jeste$ gluchy — nie styszysz. Na ogdt chcemy mieé
jedno i drugie.

W fizyce wystepuje analogiczny, rownolegly podzial na pojecia i ekspe-
rymenty. Fizyka ma odpowiadajace im dwie skltadowe: teorie — pojecia, idee,
slowa, prawa oraz aparat eksperymentalny. My$le, ze w pewnym szerokim
sensie pojecia sg geometryczne, poniewaz dotyczg rzeczy majacych miejsce
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w rzeczywistym S$wiecie. Z drugiej natomiast strony eksperyment jest bar-
dziej podobny do algebraicznych rachunkéw. Robisz co§ w czasie, mierzysz
jakie$ wielkosci, wstawiasz je w jakie$ formuly, ale podstawowe pojecia za
tymi eksperymentami sa czeicia tradycji geometryczne;j.

Jednym ze sposobéw przedstawienia tej dychotomii, sposobem bardziej
filozoficznym czy literackim jest powiedzenie, ze algebra jest dla geometry
tym, co mozna nazwaé ,ofertg Fausta”. Jak wiadomo, Faustowi w dziele Go-
ethego szatan oferowal wszystko, czego by on zapragnal (w jego przypadku
milo$¢ pieknej kobiety) w zamian za zaprzedanie swojej duszy. Algebra jest
szatanska oferta dla matematyka. Szatan méwi: ,Dam ci t¢ potezng ma-
chine, a ona odpowie ci na kazde pytanie, jakie tylko zechcesz. Wszystko, co
masz zrobié, to oddaé¢ mi swoja dusze: oddaj geometrie, a bedziesz mial te
piekng maching.” (Dzisiaj mozesz mysle¢ o niej jako o komputerze!) Oczy-
wiscie chcielibySmy mieé jedno i drugie: prawdopodobnie prébowaliby$my
oszukaé szatana udajac, ze sprzedajemy swojg dusze, ale jej nie oddajac.
A jednak jest to dla duszy niebezpieczne, przechodzac bowiem do algebra-
icznych rachunkéw przestajemy w zasadzie myséle¢; przestajemy mysleé geo-
metrycznie, przestajemy mysle¢ o sensie.

Jestem troche zbyt surowy dla algebraikéw, fundamentalnym celem al-
gebry bylo jednak zawsze wyprodukowanie formuty, ktérg méglbys wlozyé
do maszyny, przekrecié raczke i dosta¢ odpowiedz. Bierze sie co$, co ma zna-
czenie, przeksztalca to na formutle i otrzymuje odpowiedZz. W tym procesie
nie musisz juz mysle¢ o tym, jakie rézne stadia algebry odpowiadaja temu
czemu$ w geometrii. Tracisz wglad, a to moze sie okazaé wazne! Moze be-
dziesz chcial pézniej do tego wréci¢. To wlasnie nazywam ,ofertyg Fausta”.
Z pewnoscia jest to prowokacyjne.

Ten wybér migdzy geometrig a algebra prowadzil do hybryd, ktére za-
ciemnialy obie i granica miedzy nimi nie jest tak prosta i naiwna, jak to
przedstawitem. Na przyklad, algebraicy czesto uzywajg diagraméw. A czym-
ze jest diagram, jak nie koncesjg na rzecz intuicji geometryczne;j.

Wspélne techniki. Niech mi teraz bedzie wolno wrécié i méwié o te-
matach nie tyle w znaczeniu tresci, ile raczej w znaczeniu technik i wspélnie
uzywanych metod. Zamierzam opisa¢ pewna liczbe wspélnych metod, sto-
sowanych w szerokim zakresie dziedzin.

Pierwsza jest teoria homologii. Tradycyjnie teoria homologii zaczela sie
od topologii. Dotyczy ona nastepujacej sytuacji. Masz skomplikowang prze-
strzeh topologiczng i chcesz wycisnaé z niej jaka$ prostg informacje zwig-
zang z liczeniem dziur lub czyms podobnym, jakie$ addytywne niezmienniki
liniowe, ktére mozna zwigzaé ze skomplikowana przestrzenig. Jest to kon-
strukcja, jesli tak chcecie, niezmiennikéw liniowych w nieliniowej sytuacji.
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Geometrycznie mozna mysle¢ o cyklach, ktére mozna dodawaé lub odej-
mowac i z ktérych wydobywa sie to, co si¢ nazywa grupa homologii prze-
strzeni. Homologia jest podstawowym narzedziem algebraicznym, wymy$lo-
nym w pierwszej polowie tego stulecia jako sposéb uzyskania informacji
o przestrzeniach topologicznych, jaka$ algebra wydobyta z geometrii.

Homologia pojawia si¢ takze w innych kontekstach. Pojawila si¢ u Hil-
berta i w studium wielomianéw. Wielomiany sg funkcjami, ktére nie sa li-
niowe 1 ktére mozna mnozy¢, by dostaé¢ wyzsze ich rzedy. Wielkim pomystem
Hilberta bylo rozpatrywanie ,idealéw”, liniowych kombinacji wielomianéw,
o wspOlnych zerach. Szukal generatoréw tych idealéw, ale te generatory mo-
gly by¢ zbyteczne. Szukat relacji, a potem relacji miedzy relacjami, ktére na-
zwano ,syzygiami Hilberta” i dostal ich hierarchi¢. Ta teoria Hilberta byla
bardzo wyszukang préba zredukowania sytuacji nieliniowej, studium wielo-
mianéw, do sytuacji liniowej. W istocie Hilbert doszed! do skomplikowanego
ukladu relacji liniowych, ujmujacego zwigzle jaka$ informacje o nieliniowych
obiektach, wielomianach.

Ta teoria algebraiczna jest w istocie $cisle réwnolegta do teorii topolo-
gicznej i dzisiaj obie sie zlaly w to, co sie nazywa ,algebra homologiczna”.
W geometrii algebraicznej jednym z wielkim triumféw lat pieédziesiatych byt
rozw6j kohomologicznej teorii snopbéw i jej rozszerzenie na geometrie ana-
lityczna przez szkole francuska Leray’a, Cartana, Serre’a i Grothendiecka,
gdzie mozna znalezé kombinacje idei topologicznych Riemanna-Poincarégo,
idei algebraicznych Hilberta i sporo dobrej analizy.

Okazuje sie, ze teoria homologii ma jeszcze szersze zastosowania w in-
nych galeziach algebry. Mozna wprowadzi¢ grupy homologii, ktére zawsze
sy obiektami liniowymi zwigzanymi z nieliniowymi. Mozna wzia¢ grupy, na
przyklad grupy skonczone albo algebry Liego, obie majg zwigzane z sobg
grupy homologii. Bardzo wazne zastosowania teorii homologii sa, poprzez
teorie Galois, w teorii liczb. Teoria homologii okazala si¢ jednym z najpo-
tezniejszych narzedzi analizy w wielu rozmaitych sytuacjach, charaktery-
stycznym dla matematyki XX wieku.

K-teoria. Pézniej pojawila si¢ inna technika, pod wieloma wzgledami po-
dobna do teorii homologii, réwniez majgca szerokie zastosowania i przenika-
jaca wiele czeSci matematyki. Aczkolwiek korzenie ma starsze, wynurzyta sie
dopiero w polowie XX wieku. Sci§le zwiazana z teorig reprezentacji, nazywa
si¢ ,,/K-teorig”. Teoria reprezentacji, powiedzmy, grup skonczonych zaczela
sie w poprzednim stuleciu, ale jej wspdlczesna postaé, czyli K-teoria, jest
znacznie p6zniejsza. O K-teorii mozna myséle¢ takze w nastepujacy sposob:
bierzemy teori¢ macierzy, w ktérej macierze nie sg przemienne wzgledem
mnozenia i probujemy skonstruowaé¢ abelowe lub liniowe ich niezmienniki.
Takimi abelowymi niezmiennikami sa $lady, wymiary i wyznaczniki, za$ K-
teoria jest prdba systematycznego ich traktowania. Czasem nazywa sie jg
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»stabilng algebrg liniows”. Idea jest taka, ze jesli mamy do dyspozycji duze
macierze, to macierze A i B, kt6re nie komutuja (nie sa przemienne), beds
komutowaly po umieszczeniu ich w pozycjach ortogonalnych w réznych blo-
kach. Poniewaz w duzej przestrzeni mozna rzeczy obracaé, to traktujac rzecz
w sposbb przyblizony mozna to sobie wyobrazi¢ jako pewne przedstawienie
o bazie technicznej K-teorii. Jej wspdlna cecha z teorig homologii jest to, ze
obie prébuja wydoby¢ informacje liniowa ze skomplikowanej sytuacji nieli-
niowej.

W geometrii algebraicznej K-teori¢ pierwszy z duzym powodzeniem za-
stosowal Grothendieck, co znajdowalo sie w Scistym zwiazku ze wspomniana
chwile temu teorig snop6w i jego wilasng praca nad twierdzeniem Riemanna-
Rocha.

Hirzebruch i ja skopiowaliSmy te idee i zastosowalisSmy je w czysto topolo-
gicznym kontekscie. Podczas gdy praca Grothendiecka odnosila si¢ do pracy
Hilberta o syzygiach, nasza praca byla blizsza pracy Riemanna-Poincarégo
nad homologiami, postugujacej sie¢ funkcjami cigglymi, a nie wielomianami.
Odegrala ona takze pewng role w teorii indeksu liniowych eliptycznych réw-
nan rézniczkowych czastkowych.

Milnor, Quillen i inni rozwineli algebraiczna strone tej historii w inng
strone, z mozliwymi zastosowaniami w teorii liczb, co doprowadzilo do wielu
interesujacych pytan.

W analizie funkcjonalnej praca wielu ludzi, w tym Kasparowa, rozcia-
gneta K-teorie na nieprzemienne C*-algebry. Funkcje ciaggle na przestrzeni
tworza algebre przemienng wzgledem mnozenia, w innych jednak sytuacjach
mamy ich nieprzemienne analogi i analiza funkcjonalna okazuje sie¢ natural-
nym miejscem dla wszystkich pytan tego rodzaju.

Tak wigc K-teoria jest stosunkowo prostym formalizmem, ktéremu pod-
dalo si¢ wiele réznych fragmentéw matematyki, chociaz w kazdym przy-
padku wystepuja doé¢ trudne problemy techniczne, specyficzne dla danego
fragmentu i laczace sie z innymi fragmentami. Nie jest to narzedzie jedno-
rodne, raczej jest to jednorodne podejscie, z analogiami i podobiefistwami
miedzy jednym fragmentem a drugim.

Sporo tej pracy przeniést Alain Connes na ,nieprzemienng geometrie
rézniczkows”. Jest rzecza interesujaca, ze zupelnie niedawno Witten, pra-
cujac nad teorig strun (najnowsza idea w podstawach fizyki) zidentyfikowat
bardzo interesujace sposoby, jak K-teoria moze by¢ naturalnym miejscem
rozwazania tak zwanych ,conserved quantities”. Dawniej mys$lano, ze takim
naturalnym miejscem jest teoria homologii, obecnie wydaje sig, ze bardziej
odpowiednia bedzie K-teoria.

Grupy Liego. Innym jednoczacym pojeciem, a nie tylko technikg, sa
grupy Liego. Grupy te, przez ktére zasadniczo rozumiemy grupy ortogo-
nalne, unitarne i symplektyczne oraz pewne grupy wyjatkowe, odegraty bar-
dzo wazng role w dziejach XX-wiecznej matematyki. Takze one zaczely sie
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w XIX wieku, kiedy to XIX-wieczny matematyk norweski Sophus Lie, Felix
Klein i inni rozwijali ,teorie grup ciaggtych”, jak si¢ one wéwczas nazywaly.
Dla Kleina byt to poczatkowo sposéb powigzania réznych rodzajéw geome-
trii, euklidesowej i nieeuklidesowych. Chociaz przedmiot zaczal sie w XIX
wieku, tak naprawde rozwingl sie dopiero w wieku XX, ktéry stal juz pod
znakiem silnej dominacji grup Liego jako wspdlnego podejscia do studiowa-
nia wielu réznych probleméw.

Wspomnialem o roli idei Kleina w geometrii. Dla Kleina geometrie byly
przestrzeniami jednorodnymi, w ktérych obiekty mozna bylo swobodnie
przemieszczaé bez znieksztalcania, a przeto byly to przestrzenie okreslone
przez odpowiednie grupy izometrii. Grupa euklidesowa dawala geometrie eu-
klidesowa, inna grupa Liego dawala geometri¢ hiperboliczng. Pézniej wszak-
ze, pod wplywem pracy Riemanna w geometrii, zainteresowanie przesuneto
si¢ na geometrie, ktére nie byty jednorodne, gdzie krzywizna zmieniala sie
z punktu do punktu i gdzie nie byto globalnych symetrii przestrzeni. Mimo
to grupy Liego nadal odgrywaly wazna role, pojawiaja si¢ one bowiem takze
na poziomie infinitezymalnym, w przestrzeni stycznej mamy bowiem wspél-
rzedne euklidesowe. Tak wiec infinitezymalnie, w przestrzeni stycznej, znéw
pojawia si¢ teoria grup Liego, ale poniewaz trzeba poréwnywaé rézne punkty
na réznych miejscach, trzeba umieé jako$ te rzeczy przesuwaé i borykaé sie
z réznymi grupami Liego. Takg teorie rozwingl Elie Cartan i to stalo sie
podstawg nowoczesnej geometrii rézniczkowej, istotna dla teorii wzgledno-
sci Einsteina. Teoria Einsteina byla oczywiscie silnym bodzcem dla catego
rozwoju geometrii rézniczkowe;j.

Przeniedmy sie do XX wieku. Aspekt globalny, o ktérym juz moéwi-
lem, potaczyl grupy Liego i geometri¢ rézniczkowa na poziomie globalnym.
Istotny rozwdj, dzielo Borela i Hirzebrucha, dostarczy! informacji o tak
zwanych ,klasach charakterystycznych”. Sa to niezmienniki topologiczne tg-
czace trzy kluczowe obszary: grupy Liego, geometrie rézniczkows i topologie,
a takze oczywiscie algebre zwigzang z samym pojeciem grupy.

W kierunku bardziej analitycznym odnajdujemy to, co sie dzisiaj na-
zywa nieprzemienng analiza harmoniczng. Jest to uogélnienie teorii Fouriera,
gdzie szereg Fouriera czy calka Fouriera odpowiadajg w zasadzie przemien-
nym grupom Liego okregu i linii prostej. Zastepujac te ostatnie przez bar-
dziej skomplikowane grupy Liego otrzymuje si¢ bardzo pigkna, wyszukang
teorie laczaca teorie reprezentacji grup Liego i analize. To w istocie bylo
dzielo zycia Harish-Chandry.

W teorii liczb mieliSmy caly tak zwany ,program Langlandsa”, $cisle
zwigzany z teorig Harish-Chandry i lokujacy sie w teorii grup Liego. Z kazdg
grupg Liego wiaze si¢ pewna teoria liczb i program Langlandsa, do pewnego
stopnia wykonany. Wplynelo to na spora cze$¢ pracy w algebraicznej teorii
liczb w drugiej polowie tego stulecia. Nalezy tu badanie form modularnych,
a w tym praca Andrew Wilesa nad Ostatnim Twierdzeniem Fermata.
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Mozna by pomysleé, ze grupy Liego majg szczegblne znaczenie jedynie
w kontekscie geometrycznym ze wzgledu na potrzebe cigglodci zmiany, jed-
nakze analogi grup Liego nad skonczonymi cialami daja grupy skoficzone
i w ten spos6b powstaje wiekszo$¢ grup skonczonych. Przeto niektére tech-
niki teorii grup Liego maja zastosowanie nawet w sytuacji dyskretnej dla
cial skoficzonych lub cial lokalnych. Mndstwo pracy tutaj jest czysta alge-
bra, np. praca zwigzana z nazwiskiem George’a Lusztiga, gdzie studiuje si¢
teorie reprezentacji takich grup skonczonych i gdzie wiele ze wspomnianych
przeze mnie technik ma swoje odpowiedniki.

Grupy skonczone. Tak wigc doszliSmy do grup skonczonych, a to mi
przypomina, ze w zwiazku z klasyfikacjg skonczonych grup prostych po-
winienem uczyni¢ pewne wyznanie. Jaki§ czas temu, kiedy ta historia ze
skoficzonymi grupami prostymi sie konczyla, udzielalem wywiadu, w trak-
cie ktérego padio pytanie, co o tym my$le. Pospieszylem si¢ méwiac, Ze nie
uwazam tego za wazne. M4j argument byl taki, ze klasyfikacja skonczonych
grup prostych méwila nam, ze znaliSmy, poza nielicznymi wyjatkami, wiek-
sz0§¢ grup prostych. W pewnym sensie to zamykalo, a nie otwieralo sprawe.
A kiedy sprawy sie zamykajg, a nie otwieraja, nie wpadam w stan pod-
niecenia. Ale oczywiScie bardzo wielu moich przyjaciél, pracujgcych w tym
obszarze bylo bardzo, bardzo zagniewanych. Musialem potem nosi¢ co$ w ro-
dzaju kamizelki kuloodpornej!

Byla w tym jednak i strona pozytywna. Zwrdcilem mianowicie uwage,
ze na liScie tak zwanych ,grup sporadycznych” najwigksza nosila imie Mon-
strum. Wydaje mi sie, ze odkrycie samego tego Monstrum jest najbardziej
ekscytujgcym rezultatem tej klasyfikacji. Okazuje sig¢, ze Monstrum jest nad-
zwycza] interesujgcym zwierzeciem, ktére jest ciggle jeszcze badane. Ma
ono nieoczekiwane zwiazki z innymi obszarami matematyki, z modularnymi
funkcjami eliptycznymi, a nawet z fizyka teoretyczng i kwantowa teorig pola.
Byl to interesujacy produkt uboczny tej klasyfikacji. Klasyfikacje jako takie,
jak powiedzialem, zamykaja drzwi, ale Monstrum drzwi otworzylo.

Whplyw fizyki. Przejde teraz do innego tematu, a mianowicie wplywu
fizyki. W swojej historii fizyka ma od dawna zwigzki z matematyks i duze
dzialy matematyki, na przyklad rachunek rézniczkowy i calkowy, zostaly
rozwiniete dla rozwigzywania probleméw fizycznych. W potowie XX wieku
bylo to juz moze mniej widoczne, wiekszos$¢ czystej matematyki rozwijala sig
bowiem bardzo dobrze bez zwiazku z fizyka, jednakze w ostatnim dwudzie-
stopiecioleciu owego stulecia sprawy ulegly dramatycznym zmianom. Doko-
nam teraz krétkiego przegladu zwiazkéw fizyki z matematyka, a w szczegdl-
nosci z geometrig.

Wspominalem juz o ogdélnej teorii wzglednosci i pracy Einsteina. Ogrom-
ny wklad wniosla oczywiscie mechanika kwantowa. Nie tylko w relacjach
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komutacyjnych, ale, co znacznie wazniejsze, w nacisku na przestrzen Hilberta
i teorie spektralng.

W sposdb bardziej konkretny i oczywisty, krystalografia w swojej postaci
klasycznej zajmowala si¢ symetriami struktur krystalicznych. Ze wzgledu na
ich zastosowania w krystalografii studiowano przede wszystkim te skonczone
grupy symetrii, jakie moga mie¢ miejsce wokét punktéw. W tym stuleciu oka-
zalo sie, ze glebsze zastosowania teorii grup maja zwiazki z fizyka. Czastki
elementarne, z ktérych materia wydaje sie by¢é zbudowana, okazuja sie po-
siadaé¢ symetrie ukryte na najnizszym poziomie, gdzie przyczaily si¢ pewne
grupy Liego, czego nie mozna juz widzieé, jednakze kiedy bada sie rzeczywi-
ste zachowania tych czastek, ujawniaja one te swoje symetrie. Narzuca sie
wigc model z istotnym skladnikiem symetrii i w rezultacie mamy dzi§ rézne
teorie, w ktérych pewne podstawowe grupy Liego takie jak SU(2) czy SU(3)
sg wbudowane jako pierwotne grupy symetrii. W ten sposéb te grupy Liego
okazuja sie cegietkami materii.

Nie pojawiaja sie tu wylgcznie zwarte grupy Liego. W fizyce wystepuja
pewne nie-zwarte grupy Liego takie jak grupa Lorentza. I wlasnie fizycy
jako pierwsi podjeli badanie teorii reprezentacji niezwartych grup Liego.
Sg to reprezentacje, ktére wymagaja przestrzeni Hilberta, poniewaz dla
grup zwartych reprezentacje nieprzywiedlne sa skonczenie wymiarowe, jed-
nakze grupy niezwarte wymagaja wymiaréw nieskoficzonych. I wlasnie fizycy
pierwsi zdali sobie z tego sprawe.

W ostatniej ¢wierci XX wieku, ktora sie wtasnie konczy, nastapit ogrom-
ny przyplyw nowych idei z fizyki do matematyki. By¢ moze jest to jedna
z najbardziej zadziwiajacych historii calego tego wieku. Potrzebny bylby na
to calkiem osobny wyklad, w istocie chodzi jednak o to, ze kwantowa teo-
ria pola i teoria strun znajdowaly zadziwiajgce zastosowania, dajac w wielu
dziedzinach matematyki nowe wyniki, idee i techniki. Chce przez to powie-
dzieé, ze fizycy potrafili przewidywaé, opierajac sie na swoim rozumieniu
teorii fizycznych, prawdziwosé pewnych rzeczy w matematyce. Oczywiscie
nie staly za tym Sciste dowody, opieralo si¢ to wszakze na poteznej intuicji,
przypadkach specjalnych i analogiach. Takie przewidywania fizykéw byly
raz po razie przez matematykéw sprawdzane i okazywaly sie fundamental-
nie poprawne, nawet chociaz bywa calkiem trudno podaé¢ dowody, a wiele
z tych przewidywan nie zostalo jeszcze w pelni dowiedzionych.

Tak wiec w minionym dwudziestopiecioleciu nastapil ogromny ruch
w tym kierunku. Wyniki okazaly si¢ nadzwyczaj szczegélowe. To nie jest
tak, ze fizycy mowia ,ten rodzaj rzeczy powinien by¢ prawdziwy”. Oni po-
wiadaja ,0to precyzyjna formula, a tutaj pierwszych jej dziesieé przypad-
kéw” (sprawdzonych z dokladnoscia do 12 i wiecej miejsc znaczacych). Daja
dokladne odpowiedzi na zlozone zagadnienia, wcale nie takie, jakich mozna
by oczekiwal; rzeczy, dla wyrachowania ktérych potrzebna jest cala ma-
szyneria. Kwantowa tecoria pola dostarczyla zadziwiajacego narzedzia, ktére
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jest bardzo trudno zrozumieé¢ matematycznie, ale ktére dato zastosowaniom
nieoczekiwang premie. Historia ostatnich 25 lat naprawdeg byla ekscytujaca.

Oto niektére jej elementy: praca S. Donaldsona o 4-wymiarowych rozma-
itoéciach, praca V. Jonesa o niezmiennikach wezléw, symetrie zwierciadlane
i grupy kwantowe, wspomniane juz Monstrum.

O czym to wszystko traktuje? Jak juz wspomnialem, wiek XX byl swiad-
kiem przesuniecia w liczbie wymiaréw az do nieskonczono$ci. Fizycy poszli
jeszcze dalej. W kwantowej teorii pola prébujg oni w istocie przeprowadzié
bardzo szczegétowe i glebokie badania. Nieskonczenie-wymiarowe przestrze-
nie, z ktérymi maja do czynienia, sa z reguly przestrzeniami funkcyjnymi
réznego rodzaju. Sa one bardzo skomplikowane nie tylko z powodu nieskon-
czonego wymiaru, ale takze z powodu skomplikowanej algebry i geometrii,
a takze topologii, a nadto sa w tym duze, nieskonczenie-wymiarowe grupy
Liego. O ile spore obszary XX-wiecznej matematyki byly wigczone w roz-
wijanie geometrii, topologii, algebry i analizy na skonczenie-wymiarowych
grupach Liego, ta cze$é fizyki odnosila si¢ do analogicznego traktowania
przypadku nieskonczenie-wymiarowego, co oczywiscie jest catkiem inng hi-
storia, bardzo si¢ jednak optacajaca.

Wyjaénie to nieco bardziej szczegétowo. Kwantowe teorie pola majg miej-
sce w przestrzeni i czasie; przestrzen jest w istocie 3-wymiarowa, ale sg mo-
dele uproszczone, gdzie ten wymiar wynosi 1. W przestrzeni 1-wymiarowe;j
i 1I-wymiarowym czasie typowymi rzeczami, z jakimi fizycy majg do czy-
nienia, sg — méwigc matematycznie — grupy takie jak dyfeomorfizmy okregu
czy grupa odwzorowan rézniczkowalnych okregu w zwartg grupe Liego. Sa to
dwa najbardziej fundamentalne przyklady nieskoficzenie-wymiarowych grup
Liego, ktére si¢ pojawiajag w kwantowych teoriach pola w tych wymiarach
i sg to catkiem dobre obiekty matematyczne, badane przez matematykow
od pewnego juz c¢zasu.

W takich teoriach wymiaru 141 czasoprzestrzenia moze by¢ powierzch-
nia Riemanna, a to prowadzi do nowych wynikéw. Na przyklad, klasycz-
nym obiektem siggajacym ostatniego wieku jest przestrzen modularna po-
wierzchni Riemanna danego rodzaju. Kwantowa teoria pola doprowadzita
do nowych wynikéw o kohomologiach tych przestrzeni modularnych. Inng,
doé¢ podobng przestrzenia modularna jest przestrzen modularna plaskich
G-wiazek nad powierzchnig Riemanna rodzaju g. Sa to bardzo interesujgce
przestrzenie i kwantowa teoria pola dostarcza dla nich bardzo precyzyjnych
wynikow. W szczegdlnosci s to pigkne formuly dla objetosci, w ktérych
wystepujg wartosci funkeji zeta.

Inne zastosowanie wiaze si¢ z liczeniem krzywych. Jesli rozpatrywaé pta-
skie krzywe algebraiczne danego stopnia i danego typu, pragnac si¢ dowie-
dzie¢ ile z nich, na przyklad, przechodzi przez jakies tam punkty, otrzy-
mujemy problemy enumeracyjne geometrii algebraicznej, klasyczne w ostat-
nim stuleciu. Sa one bardzo trudne. Rozwiazuje si¢ je za pomoca nowej
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maszynerii zwanej ,kwantowymi kohomologiami”, stanowigcej cze$é historii
o kwantowej teorii pola. A mozna tez rozpatrywaé trudniejsze pytania doty-
czace krzywych nie na plaszczyznie, ale na zakrzywionych rozmaitosciach.
Dostaje sie inna piekna historie z wyraznymi wynikami uzyskanymi przy
udziale symetrii zwierciadlanych. Wszystko to pochodzi z kwantowej teorii
pola wymiaru 1 4 1.

Podnoszac wymiar o 1 do przypadku 2-wymiarowej przestrzeni i 1-wy-
miarowego czasu przechodzimy do sytuacji, w ktérej pojawia sie teoria V. Jo-
nesa niezmiennikéw wezléw. Znajduje ona eleganckie objasnienie i interpre-
tacje w terminach kwantowej teorii pola.

Wynurza si¢ stad takze to, co nazywa, si¢ ,grupami kwantowymi”. Naj-
ladniejszg rzecza w tych grupach kwantowych jest ich nazwa, bo nie sg to
wcale grupy! Gdyby mnie zapytaé o definicje grupy kwantowej, potrzebowal-
bym dodatkowe pét godziny. Sg to skomplikowane obiekty i nie ma zadnych
watpliwosci co do tego, ze majg one gleboki zwigzek z teorig kwantéw. Wyto-
nily sie z fizyki i sg uzywane przez praktycznych algebraikéw w konkretnych
obliczeniach.

Jesli stawiamy jeszcze jeden krok i przechodzimy do pelnej 4-wymiarowe;j
teorii (wymiar 3 + 1), to tu pasuje teoria Donaldsona 4-wymiarowych roz-
maitosci, a kwantowa teoria pola ma wplyw ogromny. W szczegdlnosci do-
prowadzilo to Seiberga i Wittena do stworzenia ich alternatywnej teorii,
opartej na intuicji fizycznej, a jednoczeénie dostarczajacej cudownych wyni-
kéw matematycznych. Sa to wszystko przyklady czastkowe, a jest ich o wiele
wiecej.

Jest jeszcze teoria strun, ale ta jest juz passé. Teraz powinni$émy moéwié
o M-teorii, a jest to teoria bogata, znéw z duzg liczbg aspektéw matematycz-
nych. Wyniki od niej pochodzace sa jeszcze rozwazane i przez dlugi jeszcze
czas beda zajmowaly matematykéw.

Podsumowanie historyczne. Sprébuje teraz dokonaé szybkiego pod-
sumowania. Spdjrzmy na histori¢ w wielkim skrécie: co stalo sie z mate-
matyka? Bez zajaknienia polacze razem wieki XVIII i XIX jako ere, ktérg
mozemy nazwaé matematyka klasyczna, ere zwigzana z Eulerem i Gaus-
sem, w ktérej cala ta wielka matematyka klasyczna zostala wypracowana
i rozwinigeta. Mozna bylo nawet myséleé, ze to byl niemal koniec matema-
tyki, jednakze wbrew temu wiek XX okazal si¢ bardzo produktywny i o tym
wlasnie méwie.

Z grubsza mozna podzieli¢ wiek XX na dwie potéwki. Wyobrazam so-
bie, ze pierwsza jego polowa byla zdominowana przez co$, co nazwalbym
»era specjalizacji”. Erg, w ktérej wielki wplyw mialo podejécie Hilberta
polegajace na formalizowaniu rzeczy, starannym ich definiowaniu, a nastep-
nie czynieniu z tego uzytku na kazdym polu. Jak wspomnialem, wigze sig
z tym trendem, w ktérym skupiano uwage na tym, co mozna w danym
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czasie uzyska¢ w ramach szczegélnego systemu algebraicznego czy innego,
nazwisko Bourbakiego. Druga natomiast polowa XX wicku byla znacznie
bardziej tym, co nazwalbym ,era unifikacji”. Przekraczano w niej granice,
przenoszono techniki z jednej dziedziny do drugiej, na ogromng skale two-
rzono mieszance. Prawdopodobnie jest to nadmierne uproszczenie, mysle
wszakze, ze podsumowuje ono krétko niektére z aspektow, jakie mozna do-
strzec w XX-wiecznej matematyce.

A co z wiekiem XXI? Powiedzialem, ze wiek XXI moze by¢ erg matema-
tyki kwantowej lub, jesli wolicie, matematyki nieskonczenie-wymiarowej. Co
to moze znaczy¢? Matematyka kwantowa moglaby daé nam, jedli dotarliby-
$my dostatecznie daleko, wlasciwe rozumienie analizy, geometrii, topologii
i algebry réznych nieliniowych przestrzeni funkcyjnych. Przez ,wlasciwe ro-
zumienie” mam na mysli rozumienie w taki sposéb, by méc otrzymaé w pelni
Sciste dowody tych wszystkich pieknych rzeczy, o ktérych méwig fizycy.

Trzeba powiedzieé, ze jedli si¢ do nieskonczonych wymiaréw podchodzi
w sposéb naiwny i zadaje naiwne pytania, to zwykle dostaje sie btedne od-
powiedzi lub odpowiedzi te sa nudne. Zastosowania fizyczne, intuicja, mo-
tywacje pozwolily fizykom stawiaé inteligentne pytania o nieskonczonych
wymiarach, a kiedy dostawali sensowne odpowiedzi, robi¢ z nimi rzeczy
nadzwyczaj subtelne. Uprawianie analizy nieskoficzenie-wymiarowej w ten
spos6b nie jest jednak w zadnym razie zajeciem latwym. Trzeba zabierad
sie do tego w odpowiedni sposéb, a sposobéw jest mnéstwo. Kierunek jest
wszakze wytyczony: to jest to, co nalezy zrobié, ale droga do przejicia jest
jeszcze diuga.

Co jeszcze moze sie zdarzy¢ w XXI wieku? Chcialbym tu podkresli¢ zna-
czenie nieprzemiennej geometrii rézniczkowej Connesa. Te znakomitg zunifi-
kowang teorie, ktéra laczy wszystko, uzyskat A. Connes. Laczy ona analize,
algebre, geometrie, topologie, fizyke i teorie liczb, i kazda z tych dziedzin
dotozyla swoja cegietke. Sg to pewne ramy pozwalajgce robié to wszystko,
co geometrzy rézniczkowi zwykle robig, wlaczajac w to zwigzki z topolo-
gig, w kontekscie nieprzemiennej analizy. Istnieja dobre powody dla poste-
powania w ten spos6b, mianowicie zastosowania w teorii liczb, geometrii,
grupach dyskretnych itd., a takze w fizyce. Wlasnie zostalo wypracowane
interesujace polaczenie z fizyka. Jak daleko to pdjdzie, co si¢ osiggnie — to
si¢ dopiero zobaczy. Z pewnoscig zostanie to, jak oczekuje, znaczaco rozwi-
nigte w pierwszej przynajmniej dekadzie nastepnego wieku i jest mozliwe, ze
bedzie to mialo zwigzek z niedorozwinigta jeszcze (Scista) kwantows teorig
pola.

W innym kierunku jest co$, co nazywa sie ,geometrig arytmetyczna” lub
geometrig Arakelowa, ktéra stara si¢ polaczy¢, na ile sie tylko da, geometrig
algebraiczna z fragmentami teorii liczb. Jest to bardzo udana teoria. Miala
$wietny start, ale przed nig daleka jeszcze droga. Kto wie?
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Oczywiscie, wszystko to ma wspélne elementy. Oczekuje, ze fizyka bedzie
wywieraé¢ swéj wplyw wszedzie, nawet na teorie liczb. A. Wiles sie z tym
nie zgadza. Czas to wyjasni.

Sa elementy, ktére beda pojawiaé w nastgpnej dekadzie, ale jest takze
co$, co nazywam dzokerem w talii: zejScie do geometrii niskich wymiardw.
W poréwnaniu z fantastyczng materig nieskonczonych wymiaréw geometria
niskowymiarowa jest klopotliwa. Pod wieloma wzgledami wymiary, od kté-
rych zaczynalidémy, od ktérych zaczynali nasi poprzednicy, pozostajg czyms
w rodzaju zagadki. Wymiary 2, 3 i 4 nazywamy ,niskimi”. Na przyklad,
praca Thurstone’a o 3-wymiarowej geometrii zmierza do klasyfikacji tych
geometrii, ktére mozna nalozy¢ na 3-wymiarowe rozmaitosci. Jest to znacz-
nie glebsze niz teoria 2-wymiarowa. Program Thurstona nie zostal jeszcze
wykonany, a jego zrealizowanie z pewnoScig jest wielkim wyzwaniem.

Inna zadziwiajaca historia o 3 wymiarach wiaze si¢ z praca V. Jonesa,
ktérej idee pochodzg w zasadzie z fizyki. Daje nam ona wiecej informacji o 3
wymiarach, ale jest to informacja niemal ortogonalna do tej zawartej w pro-
gramie Thurstona. Jak powiazaé te dwie strony jednej historii, pozostaje
ogromnym wyzwaniem, ostatnio wszakze ukazaly sie pewne wskazoéwki co
do mozliwosci przerzucenia mostu. Caly ten obszar niskich wymiaréw ma
zwigzki z fizyks, ale tak naprawde pozostaje nadal bardzo tajemniczy.

Na koniec chcialbym wspomnieé, ze tym, co si¢ wyraznie z fizyki wyla-
nia, s3 ,dualnoéci”. Méwiac niedcisle, te dualnosci pojawiajg sie, kiedy teoria
kwantéw ma dwie realizacje jako teoria klasyczna. Prostym przykiadem jest
dualnos$¢ pomiedzy polozeniem a momentem w mechanice klasycznej. Za-
stepuje si¢ przestrzen przez jej przestrzen dualng, a w teoriach liniowych
ta dualno$é jest akurat transformatg Fouriera. Jednakze w teoriach nie-
liniowych to, czym zastapié transformate Fouriera, jest jednym z duzych
wyzwan. Spore fragmenty matematyki wigza sie z tym, jak uogdlnié du-
alnosci w sytuacjach nieliniowych. Wydaje sie, ze fizycy potrafia to robié
w zadziwiajacy sposéb w swojej teorii strun i M-teorii. Przyklad po przy-
kladzie tworza cudowne dualnosci, ktére w pewnym szerokim znaczeniu sg
nieskoniczenie-wymiarowymi nieliniowymi wersjami transformat Fouriera i te
wersje wydaja si¢ dobre. Jednakze zrozumienie tych nieliniowych dualnosci
réwniez wydaje sie jednym z duzych wyzwan nastepnego stulecia.

Mysle, ze na tym poprzestane. Jest bardzo duzo do zrobienia i jest rze-
cza bardzo milg dla takiego starego czlowieka jak ja méwié do wielu ludzi
mlodych jak wy. Méc wam powiedzie¢: w nastgpnym stuleciu jest bardzo
duzo do zrobienia przez was!



