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DOBOR WSPOLCZYNNIKOW NIEREKURSYWNYCH FILTRQW
CYFROWYCH ZE WZGLEDU NA WYGLADZANIE SYGNALOW
W OBECNOSCI SZUMU ADDYTYWNEGO

Streszczenie
W pracy przedstawiono zagadnienie wygtadzania sygnalow przy pomocy cyfrowych filtrow o skonczonej odpo-
wiedzi impulsowej. Zaproponowano rozne warianty wspotczynnikow filtru o 7-ciu elementach, ktorych wartosci
dobierano w oparciu o zgdany ksztalt charakterystyki amplitudowej. Praca moze by¢ wykorzystana na zajeciach z
przedmiotu dotyczgcego filtracji cyfrowej, a zwlaszcza w zagadnieniach usuwania zaktocenia addytywnego o roz-

ktadzie normalnym.

WSTEP

Wygtadzanie jest jedng z metod cyfrowego przetwarzania sy-
gnatéw, polegajacq na estymacji wartosci sygnatéw w ustalonych
chwilach na podstawie zaréwno poprzednich, jak i nastepnych
obserwacji. W praktyce jest to zastapienie wyrazéw danego szere-
gu, majacego przebieg nieregularny, innym o przebiegu gtadszym, o
ktorym mozna przypuszczac, ze lepiej reprezentuje istote zjawiska
niz szereg pierwotny. Najczestszg metodg rozwigzania problemu
wygtadzania jest odpowiednia filtracja sygnatu cyfrowego, skad
pochodzi rowniez okreslenie filtr wygtadzajacy”, stosowane do
okreslenie réznorakich algorytméw wygtadzania. Termin filtr jest
czesto uzywany do okreSlenia urzadzenia istniejagcego w formie
sprzetowej lub programowej podtaczonego do zaszumionego zbioru
danych celem ekstrakcji pozadanej informacji. W dowolnym przy-
padku mozemy zastosowac filtr do przeprowadzenia trzech podsta-
wowych operacji przetwarzania informacji:

—  Filtracji, ktéra oznacza ekstrakcje informacji w chwili ¢ na pod-
stawie danych zebranych do chwili ¢.

—  Wygtadzania (ang. smoothing), ktéra rozni sie od filtracji tym,
Ze estymowane parametry w chwili t powstajg réwniez na pod-
stawie danych zebranych po chwili t. Oznacza to, Zze podczas
wygtadzania istnieje pewne opdznienie przetwarzania informa-
cji. Poniewaz podczas wygtadzania wykorzystujemy dane ze-
brane nie tylko do chwili ¢, lecz takze pozniej, dlatego mozemy
oczekiwa¢ doktadniejszej estymacji parametréw niz przy filtra-
Gji.

—  Predykcji, ktéra ma na celu okre$lenie informacji o procesie,
ktory bedzie miat miejsce w przysztosci, np. w chwili t+7 dla >0
na podstawie zmierzonych sygnatéw do chwili .
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Rys. 1. llustracja przedstawiajgca operacje przetwarzania sygnatu
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Powyzsze ustalenia mozna przedstawi¢ na wykresie, pokazu-
jacym jak maja sie dane w stosunku do estymowanej wartoSci
wyjscia filtru z rys.1 [18].

Filtry wygtadzajace znalazty we wspdtczesnym $wiecie nauki
szerokie zastosowanie, gdyz istotq kazdego eksperymentu jest
pomiar réznych parametréw i wielkosci, ktére w trakcie trwania
analizowanego zjawiska mogg by¢ obarczone réznego rodzaju
zaktéceniem o charakterze losowym. W $wiecie nauki sygnatéw o
takim charakterze jest wiele, poczawszy od przebiegéw ekonome-
trycznych i statystycznych, poprzez sygnaty okre$lajace procesy
technologiczne, zjawiska fizyczne i chemiczne, konczac na sygna-
tach w telekomunikaciji i elektronice.

1. FILTR O SKONCZONEJ ODPOWIDZI IMPULSOWEJ
FIR

Filtr o skonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. Finite Impulse
Response filter - FIR filter) — rodzaj nierekursywnego filtru cyfrowe-
go. Nazwa FIR oznacza filtr o skoriczonej odpowiedzi impulsowe;
(polski skrét tej nazwy to filtr SOI). Oznacza to tyle, Ze reakcja na
wyjsciu tego uktadu na pobudzenie o skoriczonej ditugosci jest
réwniez skoriczona (przez diugo$¢ pobudzenia i odpowiedzi rozu-
miemy tu diugo$¢ odcinka czasu, dla ktérego prébki sygnatu przyj-
muja warto$ci niezerowe). Aby warunek ten byt spetniony, w filtrach
tego typu nie wystepuje petla sprzezenia zwrotnego, z tego powodu
nazywane sg nierekursywnymi. Filtr ten opisany jest nastepujacym
réwnaniem:

y(n) = > h(m) - x(n—m) (1)

gdzie: x(n) — sygnat wejSciowy, y(n) — sygnat wyjsciowy, h(m) —
odpowiedz impulsowa filtra.

W dziedzinie czestotliwosci réwnaniu (1) odpowiada zalezno$¢:

Y () =H(E")X (") Q=27zfi )
pr
gdzie: Y(e®), H(e?) i X(e®?) — widma Fouriera, Q — czestotliwos¢
unormowana.

W przypadku zastosowania filtrow FIR do wygtadzania sygna-
tow stosujemy skonczong liczbe wspotczynnikéw h(m) odpowiedzi
impulsowej - N (N=2k+1 - zwykle nieparzysta ilo$¢ elementéw) oraz
wprowadzamy opdznienie by dla biezacej prébki sygnatu wyjscio-
wego y(n) korzysta¢ z przesztych x(n-k) i przysztych x(n+k) warto$ci



sygnatu wejsciowego. Jednocze$nie korzystamy z symetrycznej
odpowiedzi impulsowej co powoduje, Ze filtr ma liniowa, charaktery-
styke fazowg. Powyzsze ustalenia prowadzg do nastepujacej zalez-
no$ci:

y(n) = fh(k)-x(mk) gdzie h(-k)=hk) ©)

Niniejsza praca stanowi rozwinigcie artykutu [4], w ktorym
podano przyktady doboru wspdtczynnikéw filtréw FIR dla maski 5 -
elementowej. W biezacym artykule rozpatrzony zostanie filtr o
masce 7 — elementowe;.

2. PRZYKLAD DOBORU WSPOLCZYNNIKOW FILTRU
FIR

Jako przykiad zostanie rozpatrzony filtr nierekursywny o masce
siedmioelementowej (N=7) opisany nastepujacym réwnaniem:
y(ny=a-x(n-3)+b-x(n-2)+c-x(n-2)+d-x(n)+ 4

+c-X(n+1) +b-x(n+2)+a-x(n+3) “

Dla ktérego charakterystyka czestotliwosciowa opisana jest
wzorem:
H(Q)=2-a-cos(3-Q)+2-b-cos(2-Q)+2-c-cos(Q) +d

Jezeli chcemy eliminacji wyzszych czestotliwosci — filtr dolno-
przepustowy, to nalezy postawi¢ warunki: H(0)=1 oraz H(m)=0 co
prowadzi do zaleznosci:

H(0)=2a+2b+2c+d=1 ©)
H(zr)=-2a+2b—-2c+d=0

ktorg przeksztatcajac otrzymamy:

d=1_2p
2
1
c==-a
4

Po podstawieniu do réwnania (5), zaleznos¢ opisujaca charak-
terystyke czestotliwo$ciowg bedzie opisana nastepujacym wzorem:

H(Q) = %Jr%.cos(g) + 2-a-(cos(3'§2) —COS(Q))+ (7)
+2-b-(cos(2-Q)-1)

By wyznaczy¢ wszystkie wspétczynniki trzeba postawi¢ dodat-
kowe warunki, z ktorych kilka przedstawiono ponizej.

2.1. Dohor ze wzgledu na szerokosé pasma przepustowego

Zaktadamy by filtr miat pasmo przepustowe od Q=0 do Q=%
czyli H(Q="%2-1)=1, prowadzi to do réwnania:
1=%+2M—L&ﬁ: a=p b=—E c:%—p d=§

— parametr
8 g PP

Jak wida¢ brakuje nam warto$ci jednego wspotczynnika, ktory
mozemy dobra¢ arbitralnie. W pracy wyznaczono go na podstawie
dodatkowego warunku uwzgledniajacego zatozone pasmo przepu-
stowe, czyli postawiono warunek H(Q=%4-m)=1, skad otrzymano:
1,1 5 ,_3

a

"4 8

"4 4

Filtr nierekursywny o masce siedmioelementowej (N=7) opisa-
ny jest nastepujacym réwnaniem:
yl(n) =% -x(n=3)—%-x(n—-2)+= - x(n-1) +

+2.x(N)+ - X(N+1) —2-x(n+2) + 5 -x(n+3)

®)

Dla, ktérego charakterystyka czestotliwosciowa opisana jest nastepujacq
zaleznoscia;

H1(Q) = é -008(3- Q) —% -C0s(2-Q) +%-cos(§2) +% ©)

2.2. Dohor wspotczynnikow ze wzgledu na maksymalng
ptasko$é charakterystyki
Zadamy by w pasmie przepustowym charakterystyka byta
maksymalnie ptaska. W tym przypadku nalezy rozwing¢ funkcje (5)
w szereg Taylora. Przyréwnujac wszystkie, oprécz pierwszego,
wspotczynniki rozwinigcia do zera wyznaczymy wspdtczynniki filtru
FIR spetniajgce warunek maksymalnej ptaskosci w pasmie przepu-

stowym.
2

H(Q) ~ (2a+20+%)+%-(—18a—8b—2c)+

4

; % .(162a+32b + 2¢)

1 a-—
d==-2b 64

2 b 3
2a+2c+ = R A7)
15

—9a-4b-c=0 c=—
2t +ﬂb+470_0 ?i
4 3 12 =—
16

Filtr ten opisany jest nastepujacym réwnaniem:
y2(n) =& -x(n=3) -3 -x(n-2)+ & -x(n-1) +

+-xX(N)+5-X(N+1) -3 x(N+2) + & - x(n+3)

(11)

Ostatecznie charakterystyka czestotliwosciowa przyjmie po-
stac:

H2(Q) = 3—12~cos(3-Q) —%-COS(ZQ) +£-cos(§2) +% (12

2.3. Dobor wspoétczynnikow ze wzgledu na minimalng wa-
riancje sygnatu wyjsciowego

Stawiamy Zadanie by wariancja sygnatu wyj$ciowego byta mi-
nimalna. Uwzgledniajac warunki postawione w (6) otrzymamy:

y(”):a'X(”—3)+b'X(ﬂ—2)+G—aj-x(n—1)+

1 50 1 ) (13)
+(2 2 b) x(n)ﬁt(4 a) x(n+1)+

+b-x(n+2)+a-x(n+3)

Mozemy wyznaczyé wariancje sygnatu wyjsciowego, ktorg
przedstawia zaleznosci:

1 ) (1 2
oi(a,b)=af(2a2+2b2+2(4—aj +(2—2bj J:

:af(g—a—2b+4a2 +6b2]

ktéra osigga minimum dla:
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d=1_op Al —  Blocks:
21 ‘? f(t)y=> hKt-t)  K(t)=05-(1+sgn(t) 18
€=5,"8 b=2 t, ={0.1,0.13;0.15;0.23;0.25;0.40;0.44; 0.65;0.76;0.78;0.81} (18)
5<fia<a'b> Csaio0 c=% h, ={4;-5,3-4,5-42,2143-3.121%-42}
a
aaya(:b) =12b-2=0 d :% —  Bumps:
f) =K ) ko=@ (19)
Filtr nierekursywny opisany jest nastepujacym réwnaniem: t, ={0.1,0.13;0.15;0.23;0.25;0.40; 0.44;0.65;0.76;0.78; 0.81}
y3(n) = 1-x(n=3)+L-x(n—2) +1-x(n—1)+ h; =1{4;5,3,4,54.2;2.1,4.3,3.1;, 2.1, 4.2}
8 6 8 (14) w; = {0.005;0.005;0.0086; 0.01; 0.01;0.03;0.01;0.01; 0.005; 0.008;0.005}
+2 XN+ x(N+D+£-x(n+2) +1-x(n+3)
— HeaviSine:
| charakterystyce czestotliwo$ciowej opisanej wzorem:
— 4si _ — - - 20
H3(Q) = % -€0s(3-Q) + % -€0s(2- Q) +%~cos(Q) +% (15) f(t) = 4sin(47t) —sgn(t - 0.3) —sgn(0.72-1) 20)
— Doppler:
2.4. Filtr Sredniej ruchomej f(t) = Jt@-t) Sin(Mj £=0.05 (21)
Jezeli wszystkie wspotczynniki sg sobie rowne a=b=c=d=1/7, to t+e
otrzymamy filtr $redniej ruchomej o réwnaniu:
_1 1 1 ¥ "
ya(n) =7-x(n=3)+7-x(n-2)+1-x(n-1) + (16) . _‘ ;::
+1.x(n)+2-x(n+D)+2-x(n+2)+1-x(n+3) 9375 4 aow n
9 18.333] ,1
ktorego charakterystyka czestotliwoéciowa przyjmie postac’:: -9 5167 | j"l V{ |
H4(Q) == COS(3 Q)+* cos(2- Q)+* COS(Q)+ (17) IRCICERCTICEIET ": 08 07 08 08 0 01\0 Lo; 04 05 nu or os 0
a b

Przedstawione metody doboru wspotczynnikow filtrow FIR nie : .
wyczerpujg catosci tego zagadnienia. Prezentowane przyktady majq cas
na celu pokazanie jak mozna ksztattowa¢ witasciwosci filtrow w -
oparciu 0 zadane kryterium. Wiasciwosci proponowanych filtrow H [\
oceniono w nastepnym punkcie, gdzie zastosowana je do usuwania | 1 |
zaktdcenia addytywnego o rozktadzie normalnym.

Charakterystyki amplitudowe proponowanych filtréw przedsta-

- -18
wiono na ry32 0 01 02 03 04 05 06 07 08 0 0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
t 1

c d
Rys. 3. Przebieg sygnatu oryginalnego {sn} a) Blocks, b) Bumps, c)

" HeaviSine d) Doppler [5]
: Do poréwnania wynikéw filtracji zaktocenia zastosowano miare

btedu $redniokwadratowego:
1
MSE = E . Z(Sk =Y )2 (22)

k

hﬂl [\

B(1)-15 -2 ﬂ 7]

- 6.667)

elg; 5

- 10833 -

Tab. 1. Warto$ci bedu Sredniokwadratowego MSE
dla poszczegolnych filtréw dla sygnatu Blocks (18)

am [TT ™) [ ) ) rT) ™ [

Rys. 2. Charakterystyki amplitudowe proponowanych filtrow FIR MSE

Y sk amp prop y palll B y1(8) y2 (11) y3(14) y4 (16)
2 1. 0 0.003 0.005 0.33 0.34

3. WYNIKI TESTOW 2. 2 287 248 0.85 117
. ) - 3. 4 10.25 9.92 2.08 2.87

Proponowane filtry opisane réwnaniami (8, 10, 12, 13), podda- 4 6 25.11 20.88 595 553

no testom, polegajacym na wygtadzaniu ciggu probek {x}, zaktéco- 5. 8 45.26 38.01 5.95 743
nych szumem {ny, o rozkiadzie normalnym (Gaussa), wartosci 6. | 10 62.67 6218 1573 9.8
o PR o, . 7. 12 100.22 97.62 16.79 342
przecietnej zero E(n) = 0 i wariancji V(n) = on?, gdzie warto$¢ od- 8 14 128.99 112,89 219 3767
chylenia standardowego on zmieniano w zakresie od 0 do 20 co 2. 9, 16 181.79 168.42 37.31 4565
10. | 18 228.68 173.62 55.96 50.89

X=S+n 1.1 20 295.85 242,63 53.52 55.71

Jako sygnatéw testowych {si}, uzyto funkcji przedstawionych w
pracy [5], ktérych formuty przedstawiono ponizej:
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Tab. 2. Wartodci bfedu $redniokwadratowego MSE
dla poszczegdinych filtréw dla sygnatu Bumps (19)

Lp o MSE

' " y1(8) y2 (11) y3 (14) y4 (16)
1. 0 0.1 0.12 0.59 0.62
2. 2 3.14 2.31 1.1 12
3. 4 11.95 9.77 2.27 2.7
4, 6 29.42 21.79 566 5.7
5. 8 46.52 37.92 6.9 8.9
6. 10 78.11 64.35 19.03 18.49
7. 12 110.61 88.83 2113 1793
8. 14 127.04 123.65 28.51 31.53
9. 16 176.26 152.65 29.82 4292
10. |18 210.22 194.02 59.4 4566
1. |20 276.56 245.89 40.72 4754

Tab. 3. Warto$ci bfedu $redniokwadratowego MSE
dla poszczegbinych filtréw dla sygnatu HeaviSine (20)

Lp o MSE

' " y1(8) y2 (11) y3 (14) y4 (16)
1 0 0.001 0.002 0.01 0.02
2. 2 2.61 2.48 05 0.75
3. 4 11.27 10.01 2.16 28
4, 6 26.93 21.99 5.98 6.35
5. 8 46.44 343 6.43 10.75
6. 10 67.33 56.03 8.69 146
7. 12 104.12 80.15 19.73 28.22
8. 14 140 119.53 25.08 38.65
9. 16 162.62 150.79 58.53 2861
10. |18 223.79 222.62 44.49 49.04
11. |20 273.34 223.06 48.58 4714

Tab. 4. WartoSci bfedu $redniokwadratowego MSE
dla poszczegdinych filtrow dla sygnatu Dopler (21)

b | MSE
' ’ y1(8) y2(11) y3 (14) ¥4 (16)
. |o 0.003 0.005 0.008 0.008
2. |2 2.89 223 0.62 083
3. |4 1241 10.01 252 212
4. |6 22.95 23.99 545 583
5 |8 4344 4169 9.29 14.48
6. |10 67.2 64.79 12.29 1149
7. |12 100.31 84.28 2166 17.07
8. |14 12312 113.83 2228 3355
9. |16 161.87 152.03 31.94 42.55
0. |18 239.45 176.17 64.44 53.33
1. 120 259.21 253.58 59.95 58.16
PODSUMOWANIE

Wartosci uzyskane w tabelach 1-4 wskazuja, ze najlepiej usu-
wa zaktécenie filtr oznaczony jako y3 (14) oraz filtr Sredniej rucho-
mej y4 ( 16). Wyniki te potwierdzajg teorie, gdyz ten filtr Srednie
ruchomej ma najwiekszg wartos¢ wspdtczynnika tlumienia dla za-
ktbcenia o rozktadzie normalnym. Réwniez filtr oznaczony y3 (14),
ktory realizuje minimalng wariancje przy warunku: H(0)=1 oraz
H(m)=0, odznacza sig¢ poréwnywalnymi a nawet mniejszymi warto-
$ciami MSE niz $rednia ruchoma.

Wydaje sie, ze postulat dotyczacy minimalnej wartoci warian-
cji wraz z warunkami dotyczacymi parametrow czestotliwoSciowych,
pozwala na optymalne usuwanie zaktécenia addytywnego o rozkta-
dzie normalnym.
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SELECTION OF NON-RECURSIVE
DIGITAL FILTER COEFFICIENTS
BECAUSE OF THE SMOOTHING
SIGNALS IN THE PRESENCE OF

ADDITIVE NOISE

Abstract

The paper presents the problem of smoothing sig-
nals with digital filters with finite impulse response.
Proposed variants of filter coefficients a 7-five ele-
ments, the values of which were selected based on the
desired shape of the amplitude. The work can be used in
the classroom with the subject for digital filtering, es-
pecially in issues of additive noise removal of normal
distribution.
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