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Streszczenie

Czgsto w celu wyznaczenia amplitudy i fazy pewnej harmonicznej sygnatu
probkowanego przetwornikiem A/C korzysta si¢ z DFT. Doktadno$é¢
pomiaru wyznacza si¢ numerycznie stosujac metod¢ Monte-Carlo przy
zalozeniu, ze probki nie sa skorelowane migedzy soba. Zalozenie to jest
bledne, gdy probkuje si¢ sygnat sinusoidalny. W artykule zostanie wyzna-
czony zbioru sygnalow sinusoidalnych, na podstawie ktérego mozna
wyznaczy¢ amplitudg i faz¢ sygnatu mono-harmonicznego probkowanego.
Przeprowadzono badania doktadnosci transformaty DFT.

Stowa kluczowe: probkowanie, przetwornik A/C, sygnat okresowy,
amplituda i przesunigcie kata fazowego, analiza matematyczna, DFT.

Determination of maximal errors of sinusoidal
signal parameters caused by quantization

Abstract

Signals probed with finite resolution ADC's are affected by quantization
errors. If we assume that value of each probe is uncorrelated with the value
of each other probe then we may assess the accuracy of the first harmonic
determined by DFT using Monte-Carlo method [1]. But if we probe
a sinusoidal signal it is an incorrect assumption. In the paper we analyze
the set of the sinusoidal signals that are inevitably connected with acquired
single harmonic signal probes. In the Figure 1 we can see that the set of
probes may be generated by a few different signals. We prove that set of
signals that give the same set of the probes represents a non-fragmented
surface on the amplitude and phase angle plane (Fig. 2). Secondly we
determine the set of signals for the specified set of probes D; acquired by
the simulated ADC. We construct function F represented by equation (9)
which consists of the function which block diagram is presented in the
Fig. 3. This function F is discrete so statistical methods must be used to
determine the set of signals (4, ¢) which give the maximal value [2]. Final
shape of the set is given on the Fig. 5. Some experiment was conducted to
check the accuracy of the DFT algorithm. The Figure 6 represent values of
amplitudes acquired by DFT (triangles), amplitudes from the computed
sets (dots) against number of acquired probes of the 1 V sinusoidal signal.
The error bars corresponds to the extreme amplitudes (Fig. 6) in the set.
The results differ, because DFT computes parameters of the first harmonic
of the probes which only approximately represents the input signal. This
method with modifications may be applied to the multi-harmonic signals.

Keywords: signal sampling, ADC, periodic signal, amplitude and phase
angle, mathematical analysis, DFT.

1. Wstep

Amplituda i faza harmonicznej podstawowej sygnatu probko-
wanego za pomoca przetwornika A/C mozna uzyskac korzystajac
z transformaty DFT. W tym celu probki sygnatu poddaje si¢ trans-
formacie, ktora daje w wyniku warto$¢ zespolong odpowiadajaca
parametrom (amplitudzie i fazie) sktadowej podstawowe;.

Zeby wyznaczyé doktadno$¢ pomiaru parametréw sktadowe;
podstawowej przy pomocy techniki komputerowej symuluje si¢

wszystkie mozliwe sygnaty, ktore odpowiadaja pobranym prob-
kom. Nastepnie dla probek tych sygnatdéw nie obarczonych bie-
dem kwantyzacji przetwornika A/C wyznacza si¢ parametry ich
sktadowych podstawowych stosujac transformatg DFT. Rozrzut
warto$ci amplitudy i fazy wyznaczonych na podstawie symulowa-
nych sygnatéw jest miarg doktadnos$ci przetwarzania.

Przeprowadzenie tego typu eksperymentu nie jest trudne, po-
niewaz tatwo jest wygenerowaé zbidr sygnalow wejSciowych.
Wystarczy zatozy¢, ze dokladne wartosci sygnalu w chwilach
probkowania nie sa migdzy soba zalezne. Oznacza to przyktado-
wo, ze jezeli znamy dokladna warto$¢ sygnatu w chwili probko-
wania ty to nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢ jaka bedzie warto$¢
tego sygnatu w chwili #y+n-T}, gdzie T, jest okresem probkowania,
a n pewna liczba naturalng. Doktadno$¢ pomiaru wyznaczona
w taki sposob zostata przedstawiona w pracy [1].

Gdy probkowany jest sygnal sinusoidalny lub okresowy nie
mozna zalozy¢, ze nie ma zadnej zalezno$ci migdzy warto§ciami
sygnatu w roznych chwilach probkowania. Przyktadowo warto$¢
sygnatu okresowego o okresie 7 pobrana w chwili #, i w chwili
to+T ma taka samg wartos¢. W przypadku, gdy probkujemy sygnat
sinusoidalny to znajomo$¢ wartosci dwoch probek wystarczy do
okreslenia warto$ci probek pozostatych.

Aby sprawdzi¢ doktadno$¢ algorytmu DFT w przypadku, kiedy
probkowany jest sygnat sinusoidalny nie mozna zastosowa¢ meto-
dy opisanej w [1]. W artykule autor postara si¢ rozwigzaé ten
problem i wyznaczy¢ sygnaly wejsciowe odpowiadajace pewnym
probkom sygnatu sinusoidalnego oraz wyznaczy¢ doktadnosé
algorytmu DFT dla takiego sygnalu. Omowione zostanie krotko
postepowanie, w przypadku, kiedy probkuje si¢ sygnaly okresowe
wielo-harmoniczne.

2. Analiza zbioru sygnatéw sinusoidalnych

Zatézmy, ze na wejscie idealnego przetwornika A/C bipolarne-
go o rozdzielczosci A-bitdw 1 zakresie Urakr zostal podany sygnat
jedno-harmoniczny o nieznanej amplitudzie i fazie o okresie 7.
Zebrano synchronicznie N probek pr; gdzie ~{0,..,N-1}. Zbior
tych probek oznaczony jest jako D={pr;}. Dlugos¢ przedzialu
kwantyzacji przetwornika jest rowna:

A= Uzakr . (1)

2k—l

Przedzial kwantyzacji K; dla prébki o numerze 7 okre$lony jest
nastepujaco:

1 1
K. = (pr,——A,pr, +—A>- 2
i =(pr; S AP+

Przyktadowe probki i odpowiadajgce im przedziaty kwantyzacji
dla przetwornika A/C o wybranych parametrach przedstawiono na
rys. 1.

Wartosci A1 ¢ spelniajace wyrazenia (3) opisuja sygnat jedno-
harmoniczny dajacy na wyjéciu przetwornika A/C probki D.

Acos(%TH p)eK;> A3)

gdzie:
A - amplituda sygnatu poszukiwanego,
@ - faza sygnatu poszukiwanego,
~={0,...,N-1}.
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Sygnat taki w chwilach probkowania 7 przyjmuje warto$ci
z przedzialu K. Kilka takich przyktadowych sygnalow przedsta-
wiono na rys. 1. Zbior wyrazen (3) (~{0,...,N-1}) jest rbwnowaz-
ny zbiorowi nierownosci (4):

1 21 1
r.——A< Acos(—i+@)<pr.+—A- “4)
PG =7 (N @) <pr; 2

Przyktadowe sygnaty

sinusoidalne spetniajace
0.525 zbiér wyrazen (3)
0.263

0

—0.263 prZ
—0.525
i- numer
—0.788
P13 Dprobki
—1.05
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rys. 1. Przykladowe probki, przedziaty kwantyzacji oraz sygnatly spetniajace
zbior wyrazen (3) dla przetwornika 3-bitowego o zakresie +1,05V
i zebranych 10 probkach

Fig. 1. Exemplar probes pr, quantization ranges 6 and signals that fulfill
the set of expressions (3) for the 3-bit, +1,05V A/C converter

Jezeli dwa sygnaly o amplitudzie 41 i 42 o takiej samej fazie ¢n
spelniaja nier6wnosci (4) to oczywistym jest, ze kazdy sygnal o
amplitudzie migdzy A1 i A2 oraz fazie ¢ bedzie takze spetnial
nierownosci (4), poniewaz bedzie nalezat do tych samych prze-
dziatow kwantyzacji. Zbior tych sygnatdéw mozna opisac na ptasz-
czyznie amplitudowo-fazowej linig prosta rownolegla do osi
amplitud i taczacg punkty (41, ¢1), (42, 1) (rys. 2).

Jezeli sygnat o fazie @3 i amplitudzie 4s oraz sygnat o fazie ¢s
i amplitudzie A4 spetniaja nieréwnosci (4) to mozna wskazaé zbior
sygnatow spehiajacy nierdwnosci (4), ktory taczy na ptaszczyznie
amplitudowo fazowej punkty odpowiadajace tym dwom danym
sygnalom. Aby wyznaczy¢ ten zbior sygnatléw nalezy wyznaczy¢
chwile £z przecigcia si¢ dwoch danych sygnatow (43, ¢3) 1 (A4s,
@1). Te sytuacje opisuje rownanie (5).

2n 21
A, cos(?tprz +03)=A, cos(?tprz +,) &)
0.7 - d T T T
faza [rad] s 63
0.6f .
(A1, 1)
0.5F > (A2, @1) 7
0.41P4 D) J
03f .
(As, @s)
lituda [V
ol As ) amplituda [V]
0.84 0.86 0.88 0.9 0.92

Rys. 2.  Zbior punktéw odpowiadajacych sygnatom spetniajacym nierownosci (4)
Fig.2.  The set of points corresponding to signals that fulfill the inequalities (4)

Warto$¢ tpr- opisana jest wyrazeniem (6):

T
t, ., =—arctg

{Az_ cos@;—A, coscp4j, (6)
prz
2T

Assing; —Aysing,
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gdzie 7'to okres sygnatow analizowanych.

Znajac czas tprz mozna utozy¢ rownanie uzalezniajace amplitu-
de i fazg poszukiwanych sygnalow. Rownanie to opisane jest
zaleznoscia (7), w ktorej A reprezentuje amplitud¢ poszukiwanego
sygnatu natomiast ¢ reprezentuje jego faze.

2m
A3 COS(? tprz + (P3)

e ™

21
cos(? Ly + )

Wiadomo, ze faza ¢ zmienia sie od @3 do ¢4, poniewaz dla in-
nych warto$ci sygnat nie przechodzi pomiedzy sygnatami danymi
o parametrach (43, @3) i (44, ¢4). Przyktadowy wykres uzyskany
na podstawie zaleznosci (7) przedstawiony jest na rys. 2.

Majac trzy sygnaly spelniajace nierownosci (4) takze mozna je
miedzy soba wzajemnie polaczy¢, co przedstawiono na rys. 2,
korzystajac z zaleznoéci (7) i dodatkowego sygnatu (4s, ¢s).

Stad, poniewaz kazde dwa sygnaly spetniajace nier6wnosci (4)
odpowiadaja punktom, ktére mozna ze sobg taczy¢, oraz poniewaz
sygnaly o tej samej fazie spetniajace nieréwnosci (4) odpowiadaja
linii rdwnoleglej do osi amplitud, otrzymuje si¢ wniosek, ze zbior
wszystkich sygnalow spetniajacych nierdéwnosci (4) jest obszarem
(ptaszczyzna) jednospojnym.

3. Numeryczne wyznaczanie zbioru sygnatow

Analitycznie mozna wyznaczy¢é pewne wiasciwosci zbioru sy-
gnatdw sinusoidalnych dajacych te same probki, jednak trudno
jest wyznaczy¢ caly zbidr takich sygnatow. Dlatego tez trzeba
zastosowaé podejscie numeryczne [2], ktore opisane jest ponizej.

Funkcja Kwantuj:RxR—D przyjmuje jako parametry wejécio-
we amplitude A i faze ¢ reprezentowane przez liczby rzeczywiste
i zwraca zbior probek D. Jest ona analogiczna do zasady dzialania
przetwornika A/C. Schemat blokowy funkcji przedstawiono na
rys. 3.

amplituda
faza @

ilo$¢ probek N = 50
rozdzielczo$¢ k = 3 — bit
zakres Uzakr = 1,05V

i=0
probki D
T
-4 2,
v w= -cos(W-H—(p)

( Koniec ,

w
pr; = entire(x +0,5)-A

i=i+1

Rys. 3. Schemat blokowy funkcji Kwantuj
Fig. 3.  Block diagram of the function Kwantuj

Istnieje pewien zbior probek D; o liczebnosci A=50 uzyskanych
przy pomocy przetwornika 3-bitowego, o zakresie 1,05 V. Zbior
ten zostat uzyskany symulacyjnie dla sygnatu o amplitudzie réw-
nej 0,9 V i fazie n/4 rad. Aby sygnat o parametrach (4, ¢), dawat
zbidr probek D5 to musi by¢ spetniona rownos¢ (8):

Kwantuj(A, ga) =D (®)

3
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Szukanie takich sygnatéw o amplitudzie A4 i fazie ¢ sprowadza
si¢ do maksymalizacji funkcji F: RxR — Z okreslonej wyraze-
niem (9), gdzie Z to zbior liczb catkowitych nieujemnych.

F(4 @) =[Kwantuj(4,¢)~D ©

d

Funkcja F zwraca liczbe elementow wspdlnych zbioru Ds
i zbioru probek D generowanego przez sygnat o amplitudzie 4
i fazie ¢.

Maksimum takiej funkcji znajduje si¢ metodami numeryczny-
mi, gdyz metody analizy matematycznej sa skomplikowane.

Aby znalez¢ maksimum funkcji dyskretnej F' nalezy najpierw
wyznaczy¢ obszar, w ktorym ono si¢ znajduje. Przyjete jest, ze
srodkiem tego obszaru bedzie punkt o amplitudzie Aprr i fazie
@orr otrzymany za pomoca DFT dla zbioru probek D;. Dlugosé
i szeroko$¢ tego obszaru to odpowiednio 44 i 4-2m/50. Dhugosé
przedziatu kwantyzacji 4 wyznacza si¢ ze wzoru (1).

Na rys. 4 zaznaczono wybrane losowo sygnaty i wérdd nich te,
dla ktoérych funkcja F' zwraca warto$¢ co najmniej 48. Znajduja si¢
one w ramce o dhugosci x| i szerokosci y;. W nastgpnym kroku
postepowania losowanie odbywa si¢ w zawezonej ramce 0 wymia-
rach x|, y;. Na rys. 5 przedstawione sa wylosowane sygnatly,
wsrdd ktoérych oznaczono zbidr dajacy maksymalng wartos¢ row-
ng 50 w odwzorowaniu F.

faza [rad] '
4-A
= i
Srodek obszaru
przeszukiwania| o~
i ?
. PDFT A
=)
Sygnaly dajace
0.6- wartosci > 48 |
Aor | amplituda [V]
0.239 0.866 1.493

Rys. 4. Pierwsze losowanie
Fig.4.  The first random searching

0.85[ fzza [rad] X1 b

Sygnaly dajace
warto$¢ rowna 50

(Pmax 1
0.8 y T
77
(AbFr;-@brr)
(Pmin
0.751 Amin i %Amax 7
0.839 0.887  amplituda[V] 0936

Rys. 5. Drugie losowanie i koncowa posta¢ zbioru
Fig. 5.  The second random searching and the final shape of the set
of the signals that give the D5 probes

Punkt bedacy $rednig wszystkich punktow (rys. 5) wyznaczo-
nego zbioru bedzie reprezentowa¢ wynik pomiaru parametrow
sygnatu sinusoidalnego. Warto$¢ maksymalna i minimalna ampli-
tudy Amin i Amax reprezentuja maksymalne btedy pomiaru amplitu-

dy, a warto$¢ maksymalna i minimalna fazy ¢@min i @max reprezen-
tuja maksymalne bledy pomiaru fazy.

4. Badanie dokladnosci transformaty DFT

W doswiadczeniu symulacyjnym wykorzystano przetwornik 16
bitowy, o zakresie £1,05 V. Na jego wejscie podano sygnat
o amplitudzie 1 V i fazie n/4 rad. Do$wiadczenie polegato na
zebraniu N probek (o$ OX na rys. 6) i na wyznaczeniu warto$ci
maksymalnej i minimalnej amplitudy zbioru sygnatéw odpowia-
dajacych takiemu zbiorowi probek. Wyznaczano takze warto$é
amplitudy za pomoca transformaty DFT. Trojkaty na wykresach
reprezentujg modut wartosci zwroconej przez DFT, natomiast
w postaci przedzialow przedstawiono wartoSci minimalne i mak-
symalne amplitudy zbioru sygnaléow sinusoidalnych. Kropkami
oznaczono wartosci srednie zbiorow.

1.000005 T
amplituda [V] -

Aa

N - ilos¢ probek
w okresie
180 200

0.999995 =
100 120 140 160

Rys. 6. Wartosci amplitudy otrzymane za pomoca omawianej metody
i transformaty DFT

Fig. 6.  Values of the amplitudes computed by the described method
and by the DFT

5. Wnioski i uwagi

Na podstawie wynikow badan, ktorych przyktad jest przedsta-
wiony na rys. 6, stwierdza si¢, ze transformata DFT daje wartosci
roznigce si¢ od amplitudy i fazy sygnatu sinusoidalnego podanego
na wejscie przetwornika A/C. Co wigcej parametry sygnalu zwra-
cane przez DFT nie naleza czgsto do zbioru sygnatow sinusoidal-
nych dajacych probki zebrane. Stosowanie DFT daje sktadowa
odpowiadajacg przebiegowi zlozonemu z probek, ktory tylko
w przyblizeniu jest reprezentacja przebiegu wejsciowego.

Sposdb znajdywania zbioru sygnatdow odpowiadajacych danym
probkom mozna zastosowa¢ do poszukiwania sygnalow okreso-
wych wielo-harmonicznych. Warto$¢ w w funkcji Kwantuj jest
wtedy suma wszystkich uwzglednianych harmonicznych. Poszu-
kiwanie warto$ci maksymalnej funkcji ' odbywa si¢ w zbiorze 2n
wymiarowym, gdzie n to liczba harmonicznych branych pod
uwage.
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