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Porównanie metod optymalizacji bazuj¹cych na prymitywach i wstêpnym

modelu geometrycznym

Streszczenie. W artykule przedstawiono porównanie dwóch metod optymalizacji korpusów maszyn. Obie metody
wykorzystuj¹ zarówno metodê elementów skoñczonych jak i algorytm ewolucyjny. Pierwsza z nich zak³ada, ¿e zna-
ny jest model wstêpny obiektu i wówczas nale¿y u¿yæ tylko optymalizacji parametrycznej. Natomiast w drugim
przypadku, kiedy nie ma ¿adnych informacji o modelu obiektu nale¿y zastosowaæ zarówno optymalizacje topolo-
giczn¹ jak i parametryczn¹. Ta druga metoda wykorzystuje prymitywy, jako modele wstêpne obiektu. W artykule
zamieszczono wyniki porównania obu metod dla wybranego korpusu obrabiarki Porównaniu podlega³y optymalne
rozwi¹zania w postaci: wskaŸników sztywnoœci, ich rozrzutu, masy korpusów i czêstotliwoœæ drgañ w³asnych. Wy-
niki tych porównañ s¹ dosyæ oczywiste: metoda optymalizacji, bazuj¹ca na prymitywach daje korzystniejsze efekty
ni¿ metoda bazuj¹ca na projekcie wstêpnym. Dotyczy to w szczególnoœci masy zoptymalizowanego korpusu, która
mo¿e byæ nawet o 10 mniejsza.

COMPARISION OF OPTIMISATION METHODS BASING ON PRIMITIVES AND INITIALL GEOME-
TRIC MODELS
Abstract. The paper presents comparison of two optimisation methods of machine frames. Both methods use Finite
Element Methods and Evolutionary Algorithm simultanously. The first of the method assumes that the initail mo-
del of the body is known and in such situation the parametric optimisation should be applied only. In the second case
when one has no information about the object’s model, the Topology optimisation and Parametric optimisation
should be applied. The second method uses Prymitives as preliminary model of object. The paper presents results of
comparision of both metof applied to an example frame. Such parameters were compared: coefficients of stiffness,
dispersion of stiffness, masses od frames, free frequency of vibration. Results of comparision are very obviousness:
method of optimisation based on primitives gives better results than method based on initialy project. First of all it
concerns on the mass of opimised frame, which may be even 10% smaller.

1. WPROWADZENIE

Rozwój metod sztucznej inteligencji oraz dostêpnoœæ
komercyjnych programów obliczeniowych umo¿liwia-
j¹cych modelowanie i symulacjê metodami elementów
skoñczonych stwarza nowe mo¿liwoœci w poszukiwaniu
optymalnych rozwi¹zañ konstrukcyjnych. Od wielu ma-
szyn i urz¹dzeñ, którym stawia siê okreœlone wymagania
eksploatacyjne, jak: wytrzyma³oœæ, sztywnoœæ, trwa³oœæ
itp. na ogó³ oczekuje siê te¿ mo¿liwie niskiej ceny. Na cenê
wytworu sk³ada siê wiele czynników, w tym koszty mate-
ria³owe. Ewentualne obni¿enie kosztów materia³owych
mo¿na osi¹gn¹æ na drodze stosowania tañszych materia-
³ów lub na drodze zmniejszania ich masy. W tym drugim
przypadku znacz¹cym ograniczeniem staj¹ siê wymagania
eksploatacyjne, np. sztywnoœæ obiektu, poniewa¿, zazwy-
czaj zmniejszeniu masy towarzyszy pogarszaj¹ca siê
sztywnoœæ czy wytrzyma³oœæ mechaniczna. Pojawia siê,
zatem problem optymalizacyjny, tzn., do jakiej wartoœci
mo¿na obni¿yæ masê obiektu, przy której zmiany w³aœci-
woœci eksploatacyjnej s¹ jeszcze akceptowane.

W niniejszym artykule dyskutowany jest problem op-
tymalizacji korpusów maszyn pod k¹tem minimalizacji
ich masy z równoczesnym zagwarantowanie po¿¹danych
w³aœciwoœci eksploatacyjnych. Sposób rozwi¹zania za-
gadnienia zostanie przedstawiony na przyk³adzie korpu-
sów obrabiarek do metali, gdzie wymagania odnoœnie
sztywnoœci znacznie przekraczaj¹ inne wymagania me-

chaniczne, np. wytrzyma³oœciowe. W wielu wypadkach
korpusy obrabiarkowe nale¿¹ do grupy obiektów rucho-
wych, tzn. poruszaj¹cych siê z okreœlon¹ prêdkoœci¹ czy
przyspieszeniem i wówczas minimalizacja ruchomych
mas staje siê wymogiem nie tylko ekonomicznym, ale
i technicznym.

2. OBIEKT BADAÑ

Zagadnienie optymalizacji korpusów zostanie przed-
stawione na przyk³adzie nowo zbudowanego centrum
obróbkowego, dla którego zastosowano opisane w dal-
szym ci¹gu metody optymalizacji. Na Rys. 1 przedsta-
wiono widok takiej maszyny.

Przyk³adowa maszyna zawiera 3 ruchome korpusy
(wrzeciennik, stojak i sanie), napêdzane od indywidual-
nych silników, którym to korpusom stawia siê wymaga-
nia m.in. wysokich w³asnoœci dynamicznych, tzn. mo¿li-
wie wysokich wartoœci przyspieszeñ w stanach przejœcio-
wych (nawet do 1g). Spe³nienie tych oczekiwañ wymaga
stosowania albo silników o du¿ej mocy (kosztowne roz-
wi¹zanie) albo minimalizacji napêdzanych mas. Z drugiej
strony, ze wzglêdu na oczekiwan¹ dok³adnoœæ obróbki
przedmiotów na takiej maszynie, wymaga siê wysokiej
sztywnoœci tych korpusów. Pojawia siê, wiêc typowy
problem optymalizacyjny.

Trudnoœæ w optymalizacji obiektów typu korpus ob-
rabiarki wynika przede wszystkim ze z³o¿onej struktury
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samego korpusu. Jest to obiekt silnie u¿ebrowany, o prze-
strzennym rozmieszczeniu ¿eber, o zmiennej gruboœci
œcianek (Rys. 2). Poszukiwanie optymalnej konstrukcji
wymaga w takim przypadku specjalnych metod optyma-
lizacyjnych.

3. METODY OPTYMALIZACJI

Zagadnienia optymalizacji nale¿¹, obok zagadnieñ
modelowania do najczêœciej spotykanych w literaturze.
Metod optymalizacji jest bardzo wiele. Optymalizacja
konstrukcji obiektów o z³o¿onej strukturze wymaga roz-
wi¹zania, co najmniej dwóch problemów: sformalizowa-
nej metody opisu konstrukcji, która umo¿liwia ³atwe

i szybkie jej modyfikowanie, oraz metody pozwalaj¹cej
na szybkie znalezienie rozwi¹zania optymalnego z po-
œród dziesi¹tek tysiêcy i wiêcej mo¿liwych rozwi¹zañ
(obiekt o konstrukcji podobnej do przedstawionej na Rys.
2 zawiera, co najmniej kilkadziesi¹t parametrów geome-
trycznych, które mog¹ pe³niæ rolê zmiennych decyzyj-
nych, jak: gruboœci œcianek, gruboœci i wymiary gabaryto-
we ¿eber, wspó³rzêdne rozmieszczenia ¿eber, œrednice
otworów itd. Teoretycznie, mo¿liwe jest utworzenie wie-
lu tysiêcy korpusów, ró¿ni¹cych siê tymi parametrami.
Znalezienie rozwi¹zania optymalnego jest w takim przy-
padku zagadnieniem czasoch³onnym.

W ramach przeprowadzonych badañ zdecydowano
o zastosowaniu po³¹czonych metod elementów skoñczo-
nych i metod sztucznej inteligencji w postaci algorytmów
ewolucyjnych do optymalizacji obiektów klasy korpus.
Metoda elementów skoñczonych pozwala na szczegó³o-
w¹ reprezentacjê konstrukcji korpusu i na stosunkow¹
szybk¹ ocenê zmian cech geometrycznych na wybrane
wskaŸniki kryterialne. Natomiast metoda algorytmów
ewolucyjnych umo¿liwia poszukiwanie najlepszego roz-
wi¹zania spoœród tysiêcy i wiêcej mo¿liwych rozwi¹zañ,
w rozs¹dnym czasie. Ca³a szczegó³owa procedura opty-
malizacji korpusów z zastosowanie po³¹czonych metod
zosta³a opracowana przez dr P. Wilka w ramach Jego pra-
cy doktorskiej [1].

4. WYBÓRMETODY REPREZENTACJI
CECH GEOMETRYCZNYCH KORPUSU

Na Rys. 3 przedstawiono w sposób schematyczny
dwie œcie¿ki optymalizacyjne, bazuj¹ce na odmiennym
sposobie reprezentacji geometrycznych cech konstrukcyj-
nych na etapie rozpoczynania procesu optymalizacji.

Punktem wyjœcia do dzia³añ optymalizacyjnych jest
postaæ geometryczna korpusu. W najogólniejszym przy-
padku, mo¿emy spotkaæ siê z dwoma rozwi¹zaniami:

1. kiedy nie mamy prawie ¿adnej wiedzy o postaci
geometrycznej obiektu, poza wymiarami gabarytowymi,
w których korpus powinien siê zmieœciæ. W dalszym
ci¹gu, bêdziemy mówili o metodzie wykorzystuj¹cej pry-
mitywy geometryczne, jak np. prostopad³oœcian, walec,
sto¿ek, kula i inne.

2. kiedy posiadamy szczegó³ow¹ wiedzê o postaci
i cechach konstrukcyjnych obiektu, np. pozyskan¹ od
konstruktora, który taki korpus zaprojektowa³. W dal-
szym ci¹gu, bêdziemy mówili o metodzie wykorzystu-
j¹cej wstêpny model geometryczny.

Jest zrozumia³e, ¿e w obu przypadkach metody opty-
malizacyjne bêd¹ siê ró¿ni³y, a nawet intuicyjnie mo¿na
sformu³owaæ pogl¹d, ¿e metoda oparta o wstêpny model
bêdzie szybsza i prostsza. Na Rys. 4 przedstawiono
w sposób symboliczny przebieg procesu optymalizacji
dla obu przypadków.

W przypadku, kiedy zastosowana zostanie metoda
bazuj¹ca na prymitywach optymalizacji bêdzie podlegaæ
zarówno postaæ geometryczna obiektu jak i cechy kons-
trukcyjne. Wilk [1] zaproponowa³ równoczesne zastoso-
wanie optymalizacji topologicznej (dla wyboru postaci
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Rys. 2. Widok typowego korpusu obrabiarkowego

Przestrzeñ robocza

Rys. 1. Widok centrum obróbkowego bêd¹cego przyk³adowym obiektem

badañ



geometrycznej) i optymalizacji parametrycznej (dla wy-
boru cech konstrukcyjnych takich jak gruboœci œcianek,
¿eber, wymiarów ¿eber itp.). Na Rys. 5 przedstawiono
schemat przebiegu takie optymalizacji.

W tej propozycji procesu optymalizacji najpierw op-
tymalizuje siê postaæ geometryczn¹ (topologiê) w efekcie,
której otrzymuje siê wstêpny model geometryczny obiek-
tu. Ten model poddaje siê ocenie technologicznej (real-
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Rys. 4. Obrazowy przebieg procesów optymalizacji bazuj¹cej na prymitywach (a) i wstêpnym modelu geometrycznym

Rys. 3. Schemat dwóch metod optymalizacji bazuj¹cych na odmiennym

sposobie reprezentacji cech geometrycznych: a) na tzw. prymitywach,

b) na projekcie wstêpnym
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Rys. 6. Szczegó³owy przebieg procesu optymalizacji topologicznej

Rys. 5. Przebieg procesu optymalizacji dla przypadku zastosowania prymitywów jako wstêpnego modelu geometrycznego obiektu



noœci jego wytworzenia) w rezultacie, czego otrzymuje-
my, tzw. dok³adny model geometryczny obiektu. W nas-
têpnym kroku tak pozyskany model geometryczny pod-
daje siê optymalizacji parametrycznej, która dotyczy cech
geometrycznych jak gruboœci œcianek, ¿eber, œrednice
otworów itp.

Kiedy stosujemy optymalizacjê bazuj¹c¹ na modelu
wstêpnym (Rys. 4b) wykorzystujemy tylko optymalizacje
parametryczn¹, poniewa¿ postaæ konstrukcyjna, w tym
rozmieszczenie ¿eber, s¹ ju¿ zdefiniowane. Dla przybli¿e-
nia optymalizacji topologicznej skorzystamy z Rys. 6.

Przed przyst¹pieniem do procesu optymalizacji nale-
¿y zdefiniowaæ obszar roboczy (Rys. 1) w którym opty-
malizacja bêdzie prowadzona. Rzecz w tym, ¿e w obsza-
rze roboczym niektóre w³aœciwoœci eksploatacyjne ma-
szyny ulegaj¹ zmianie, np. sztywnoœæ mierzona w punk-
cie, w którym narzêdzie skrawaj¹ce styka siê z przedmio-
tem obrabianym silnie zale¿y od punktu pracy. Dlatego
w procesie optymalizacji zdefiniowana kilka punktów
charakterystycznych (punktów pracy) i proces optymali-
zacji powtarzano dla ka¿dego z nich. Na rysunku 6 ozna-
czono to, jako Po³o¿enie 1, Po³o¿enie 2 i Po³o¿enie 3.

Podobnie rzecz siê ma z obci¹¿eniem. Obci¹¿enie od
si³ skrawania zale¿y od warunków obróbki a te mog¹ siê
zmieniaæ w szerokich granicach. Dlatego optymalizacjê
przeprowadzano dla kilku wariantów obci¹¿enia (na Rys.
6 oznaczono to jak Wariant obci¹¿enia 1 i Wariant ob-
ci¹¿enia 2).

W proponowanej metodzie optymalizacji w pierw-
szym kroku przeprowadzano optymalizacjê dla wybra-
nych kombinacji: Po³o¿enia i Wariantu obci¹¿enia.
Z 6 wyników optymalizacji wybrano trzy a nastêpne
z tych trzech wybrano najlepszy, kieruj¹c siê maksymali-
zacj¹ wskaŸnika optymalnoœci [1]. Tak pozyskany wynik
uznawano za rezultat optymalizacji topologicznej.

Proces optymalizacji parametrycznej zosta³ szczegó-
³owo opisany w [1]. Jako g³ówne kryterium optymalizacji
przyjêto funkcjê celu, jak wa¿on¹ sumê lokalnych kryte-
riów, mianowicie:

F K K K K K Kx y z x y z( , , ) = + +
1
2

1
3

1
3

(1)

gdzie: F – funkcja celu; Kx, Ky, Kz – lokalne wskaŸniki kry-
terialne.

Lokalne wskaŸniki kryterialne zosta³y zdefiniowane,
jako:

K
m

j
i x y zi

i

= = , , (2)

gdzie: ji – wskaŸnik sztywnoœci statycznej w i-tym kierun-
ku; m – masa korpusu.

5. WYNIKI BADAÑ SYMULACYJNYCH

Celem przeprowadzonych badañ by³a ocena porów-
nawcza obu metod optymalizacji. Ocena ta mia³a daæ od-
powiedŸ na pytanie: czy zastosowanie du¿o bardziej z³o-
¿onej metody optymalizacji, wymagaj¹cej sporo wiedzy
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Tabl. 1. Porównanie wyników optymalizacji stojaka otrzymanych za pomoc¹metody opartej na projekcie wstêpnymkorpusu oraz
prymitywie

Kryteria / Czêstotliwoœci drgañ
w³asnych frezarki Jednostka

Model
przed

optyma-
lizacj¹

Optymalizacja bazuj¹ca
na projekcie wstêpnym

Optymalizacja bazuj¹ca
na prymitywie

Wartoœæ
kryterium

Zmiana
parametru %

Wartoœæ
kryterium

Zmiana
parametru %

Po³o¿e-
nia 1¸6

Œrednia sztywnoœæ – oœ x kN/mm 53,4 53,7 0,5 53,9 0,8

Œrednia sztywnoœæ – oœ y kN/mm 135,3 139,7 3,2 138,4 2,2

Œrednia sztywnoœæ – oœ z kN/mm 91,9 90,7 -1,3 93 1,2

Rozrzut sztywnoœci – oœ x kN/mm 11,4 11,5 0,2 10,5 -8,1

Rozrzut sztywnoœci – oœ y kN/mm 63,1 63,7 0,9 60,9 -3,6

Rozrzut sztywnoœci – oœ z kN/mm 26 25,8 -0,6 26,4 1,8

Masa stojaka kg 1064,8 1016,3 -4,5 908 -14,7

Po³o-
¿enie 1

1 czêstotliwoœæ w³asna Hz 44,2 46,7 5,7 49,2 11,3

2 czêstotliwoœæ w³asna Hz 45,6 48,3 6,1 49,6 8,9

3 czêstotliwoœæ w³asna Hz 97,1 99,4 2,4 98,1 1

4 czêstotliwoœæ w³asna Hz 98,2 104 5,9 110,4 12,5

5 czêstotliwoœæ w³asna Hz 155,7 160,4 3 163,6 5,1

6 czêstotliwoœæ w³asna Hz 182,1 182,2 0,1 181,3 -0,5

Po³o-
¿enie 2

1 czêstotliwoœæ w³asna Hz 48,3 51,4 6,4 52,6 9

2 czêstotliwoœæ w³asna Hz 48,9 52,3 6,9 55,7 13,8

3 czêstotliwoœæ w³asna Hz 99,8 101,6 1,9 100,2 0,4

4 czêstotliwoœæ w³asna Hz 99,9 106,2 6,3 114,8 14,9

5 czêstotliwoœæ w³asna Hz 156,7 161,8 3,2 165,3 5,4

6 czêstotliwoœæ w³asna Hz 183,9 187,8 2,1 192,8 4,8



teoretycznej jest op³acalne, czy efekty takiej optymalizacji
bêd¹ wyraŸnie korzystniejsze ni¿ metody parametrycz-
nej? Czy wykorzystanie rozwi¹zañ konstrukcyjnych
opracowanych przez doœwiadczonych projektantów jest
bliskie czy te¿ dalekie od optymalnych?

Nie oceniano natomiast czasu niezbêdnego do prze-
prowadzenia optymalizacji, jako ¿e oczywistym jest, i¿
optymalizacja bazuj¹ca na projekcie wstêpnym, czyli

optymalizacja parametryczna, wymaga znacznie mniej
czasu ni¿ optymalizacja bazuj¹ca na prymitywach.

Dla oceny porównawczej przyjêto takie same wskaŸ-
niki, jakie wchodzi³y w sk³ad lokalnych wskaŸników kry-
terialnych, tzn. wskaŸniki sztywnoœci i masê korpusu.

Analizê porównawcz¹ przeprowadzono dla wszyst-
kich trzech korpusów oznaczonych na Rys. 1, natomiast
w artykule zamieszczono jedynie wyniki dotycz¹ce jed-
nego korpusu, tj. stojaka.

W Tabl. 1 zestawiono wyniki porównania dla obu
metod optymalizacji. Uwzglêdniono w niej wskaŸniki
sztywnoœci statycznej, rozrzut tych wskaŸników, wynika-
j¹cy ze zdefiniowanego obszaru roboczego, masê korpusu
i jeden wariant (Po³o¿enie 2) dotycz¹cy czêstotliwoœci
drgañ w³asnych korpusu. Tablica 1 zawiera wartoœci
wskaŸników przed optymalizacj¹, po optymalizacji wyko-
rzystuj¹cej projekt wstêpny i po optymalizacji z wykorzys-
taniem prymitywów. W tablicy 1 podano zarówno wartoœ-
ci bezwzglêdne poszczególnych wskaŸników jak i procen-
towe odchylenia od wartoœci przed optymalizacj¹.

Dla lepszego zobrazowania wyników optymalizacji
i ich porównania na Rys. 7 przedstawiono graficzn¹ wer-
sjê takiego porównania. Obejmuje ona porównanie
wskaŸników sztywnoœci (Rys. 7a), rozrzutu wskaŸników
sztywnoœci (Rys. 7b), masy korpusu (Rys. 7c) i czêstotli-
woœci drgañ w³asnych (Rys. 7d).

Wnioski wynikaj¹ce z Rys. 7 i z Tabl. 1 s¹ dosyæ oczy-
wiste:

— metoda optymalizacji nie wp³ywa w sposób istotny
na wskaŸniki sztywnosci korpusu. Wartosci tych
wskaŸników po optymalizacji i przed optymalizacj¹
s¹ zbli¿one.

— podobny wniosek mozna wysnuæ pod adresem roz-
rzutu wskaŸników sztywnoœci.

— natomiast wp³yw metody optymalizacji na masê kor-
pusu jest ju¿ wyraŸniejszy. W przpadku metody bazu-
j¹cej na prymitywach (najkorzystniejszy wynik opty-
malizacji), masa mo¿e byæ mniejsza nawet o ok. 10%
w stosunku do masy przed optymalizacj¹. Poniewa¿
w omawianym przyk³adzie masa korpusu by³a na
poziomie 1100-1200 kg, to oszczêdnoœc na kosztach
materia³owych siêga ok. 110-120 kg.

— podobny wniosek mo¿na wysnuæ oceniaj¹c kryterium
czêstotliwosci drgañ w³asnych.

Zoptymalizowany korpus metod¹ optymalizacji ca³kowi-
tej (metod¹ topologiczn¹ i parametryczn¹) pozwala na
podniesienie czêstotliwoœci drgañ w³asnych o 10% i wiê-
cej.
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a) b)

c) d)

Rys. 7. Porównanie wyników optymalizacji na przyk³adzie wskaŸników sztywnoœci (a), rozrzutu tych wskaŸników (b), masy (c) i czêstotliwoœci

drgañ (d)



6. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono, na przyk³adzie korpusów
obrabiarkowych dwie metody optymalizacji takich
obiektów. Jedna z nich bazuje na znanej postaci konstruk-
cyjnej obiektu (na modelu wstêpnym) a druga na tzw.
prymitywach. Optymalizacja pierwszego przypadku
ogranicza siê do poszukiwania optymalnych cech kons-
trukcyjnych, tj. takich parametrów jak gruboœæ scianek,
¿eber, wymiarów ¿eber czy œrednic otworów. Optymali-
zacja w drugim przypadku wymaga najpierw znalezienia
najlepszej postaci konstrukcyjnej (optymalizacja topolo-
giczna) a w nastepnym kroku optymalnych cech kons-
trukcyjnych. Ta metoda wymaga znacznie wiêkszej wie-
dzy nie tylko o metodach optymalizacji.

Przeprowadzone badania symulacyjne na przyk³ado-
wym korpusie wykaza³y ¿e wybór metody optymalizacji
jest istotny z punktu widzenia wyniku optymalizacji.
Zastosowanie tylko metody parametrycznej pozwala na
osi¹gniêcie korzystniejszego wyniku w stosunku do
obiektu niezoptymalizowanego, ale poprawa wskaŸni-
ków kryterialnych jest na poziomie ponizej 10% a nawet
tylko 5%. Oznacza to równie¿, ¿e projekt wstepny opra-
cowany przez doœwiadczonego konstruktora mo¿e byæ
bliski optymalnemu. Natomiast metoda bazujaca na pry-
mitywach, jako obiektach wstêpnych daje korzystniejsze
wyniki optymalizacji, które w odniesieniu np. do masy
lub czêstoliwosci drgañ w³¹snych mog¹ dawaæ efekty ko-
rzystniejsze o 10% i wiêcej w stosunku do obiektu wyjœ-
ciowego (prymityw).

Wyniki badañ zaprezentowane w artykule nale¿y
traktowaæ w kategoriach jakoœciowych. Zdefiniowane
funkcje celu by³y stosunkowo proste (jednakowe wagi dla
wszytskich kierunków). W odniesieniu do konkretnego
obiektu moze zajœc koniecznoœæ innego zdefiniowania
funkcji celu, w tym wag. W przyk³adowej funkcji celu
wziêto pod uwage tylko wskaŸniki sztywnosciowe i masê
korpusu. Natomiast na podstawie wyników symulacji
(Rys. 7d) mozna s¹dziæ, ¿e s¹ jeszcze inne, niemniej wa¿-
ne wskaŸniki kryterialne, np. czêstotliwosæ drgañ w³as-
nych. Wówczas wyniki symulacji bêd¹ siê ró¿ni³y od
przedstawionych w artykule.
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