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Praca przedstawia analiz¢ metrologiczng metody estymacji parametréw
sygnalu bedacego suma sktadowych sinusoidalnych wykorzystujacej
technike okien danych i dyskretnego przeksztalcenia Fouriera (DFT) przy
uzupetianiu probek sygnatu probkami zerowymi — tzw. metody
uzupetniania zerami (ang. padding zeros). Przeprowadzona analiza
metrologiczna prezentuje zalezno$ci na maksymalne blgdy estymacji
amplitud 1 czgstotliwosci  sktadowych oscylacji  sinusoidalnych
w zaleznosci od liczby dodawanych probek zerowych i charakterystyki
czgstotliwosciowej na przyktadzie okna trojkatnego.

Stowa Kkluczowe: uzupelnianie zerami, interpolacja DFT, analiza
sygnalu wieloczestotliwosciowego, estymacja widma

Metrological analysis of the DFT padding
zeros interpolation method

Abstract

The paper presents the metrological analysis the parameters estimation
method of signal being the sum of sinusoid components, used data
windows technique and discrete Fourier transform (DFT) with padding
signal proboes by zeros probes — so-called padding zeros method.
Realized metrological analysis describes the dependences for maximum
estimation errors of amplitudes and frequencies of component sinusoidal
oscillaations as a function of the number of zero samples, frequency
characteristic of data window on the triangle window example.

Keywords: padding zeros, DFT interpolation, multi-frequncy signal
analysis, spectrum estimation

1. Wprowadzenie

Technika okien danych i dyskretnego przeksztalcenia Fouriera
(DFT) jest powszechnie stosowana metoda obliczania widma
sygnalu i jednym z jej zastosowan jest estymacja amplitud,
czgstotliwosci 1 faz  sktadowych oscylacji  sinusoidalnych.
Najczgs$ciej wykorzystywanym w tym celu algorytmem
obliczeniowym jest algorytm szybkiego przeksztatcenia Fouriera
— FFT, ktory jest szybka metoda obliczania DFT. W niniejszej
pracy analizujemy interpolacyjny efekt metody uzupetniania
zerami polegajacy na otrzymaniu w wyliczanym widmie
dodatkowych punktow widma, co pozwala na precyzyjniejsze
okreslenie polozenia maksimow lokalnych widma, a tym samym
czestotliwoscei, amplitud i faz sktadowych sygnatu. Istnieja inne
metody interpolacji maksiméw lokalnych widma uzyskanego
w wyniku DFT (np. [1]-[3]), ktore wykorzystuja analizg ksztattu
listka glownego stosowanego okna danych lub aproksymacjg
listka gtownego okna uniwersalna funkcja, np. krzywa

w widmie, co czgsto jest zalozeniem trudnym do spetnienia.
Proba przezwycigzenia tego problemu jest metoda liniowej
interpolacji DFT (LIDFT) wykorzystujaca aproksymacije
charakterystyki czgstotliwosciowej okna danych funkcjami
liniowymi  ([4]-[6]). Przy poréwnywaniu  wiasciwosci
metrologicznych tych metod pojawita si¢ potrzeba odniesienia
uzyskiwanych wynikow do metody interpolacji widma technika
uzupehniania zerami, jako jednej z najprostszych i najbardziej
skutecznych metod, z uwzglednieniem faktu wzajemnej
interferencji sktadowych w widmie. Niniejsza praca stuzy wiasnie
temu celowi.

Zwroémy jeszcze uwagg na fakt, ze uzupelnianie zerami jest
czgsto stosowane wylacznie w celu umozliwienia zastosowania
okreslonego typu algorytmu FFT, gdy liczba probek otrzymanych
z przetwornika A/C nie spelnia wymagan stosowanej wersji
algorytmu FFT (np. dla algorytmu FFT typu radix-2 liczba probek
musi by¢ catkowita potega liczby 2), a efekt interpolacyjny
metody nie jest wazny. Ta numeryczna wlasciwos¢ metody, choé
cenna, nie jest tutaj istotnym elementem ani celem analizy.

2. Podstawowe zaleznosci matematyczne

Zaktadamy, ze model sygnatu jest dany zaleznoscia:

M M M
Y(0)= 4;sin(w;t +9;)= > B+ Bl (1)
i=1 ) .

a celem pomiaru jest wyznaczenie M , 4;, f; =w; /27, ¢; dla
i=1,...,M . Ze wzoru (1) wynika rowniez, ze sumg M oscylacji

sinusoidalnych mozna przedstawi¢ jako sumg P =2M oscylacji
zespolonych (parami sprzgzonych) 0 amplitudach

B; = 4;¢/% /2 . W wyniku probkowania w przetworniku A/C
z czgstotliwoscia probkowania f; =1/T uzyskujemy N probek
y, dla t=nT , gdzie n=0,...,N—1 i zaleznos¢ (1) przyjmuje
postac:

P P
j27fnT j2 il N
Yu =yt =nT) ="y BieT" =" g P b)
i=1 i=1

gdzie A; = f;-NT jest unormowang czgstotliwoscia (w [bins]),

B; — zespolong amplituda oscylacji B,-ejz’m’b N a celem

estymacji jest wyznaczenie parametrow A; oraz B;.
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Roéwnanie:
N-1 )
Fy =F(A=fINT)= y,w,e />4 (3)
n=0

definiuje dyskretno-czasowa transformat¢ Fouriera (DtFT) dla
ciaglej unormowanej czgstotliwosci A=f/NT i przy
zastosowaniu okna danych w,. Dla 4=0,1,..., N-1 wzor (3)
definiuje dyskretne przeksztalcenie Fouriera (DFT), ktore jest
sprobkowanym DtFT. Podstawowe wiasnosci okna danych w,

charakteryzuje jego charakterystyka czgstotliwosciowa — DtFT
okna danych:

N-1
W)= wye /2N (4)
n=0

na podstawie ktorej definiuje si¢ takie parametry okna jak
szeroko$¢ listka glownego, tlumienie maksymalnego listka
bocznego, nachylenie charakterystyki opadania obwiedni listkow
bocznych, itp. Na podstawie (2)-(4) otrzymujemy:

P
F(A)=YB; - W(A—4) ®)
i=1

Zwykle do obliczania DFT stosujemy algorytm FFT:

N-1
Fy,=F(A=n)=Y ywe ™ N <FFT,{yw;}  (6)
i=0

gdzie n=0,...,N—1.

Metoda uzupelniania zerami wykorzystuje obliczanie DFT
ciagu  N-R-elementowego  {yowg,..., ¥ y_iWn_1,0,...,0}
(oznaczmy w skrocie przez {y;w;,0p}), zamiast ciagu
{YoWo»---» YNaWn-1} ={y;w;}. Dla takiej, R -krotnej metody

uzupelniania zerami, zalezno$¢ (6) przyjmuje postac:

N-1
Fyp=F(A=n/R) =Y ywe ™M —FFT, {yw; 0} (7)
i=0

gdzie n=0,...,NR-1.
Gléwnym celem metody uzupelniania zerami jest otrzymanie

R -krotnie wigkszej ilosci probek DtFT — znamy wowczas widmo
sygnatu dla A=0,1/R,..., N-1/R (z krokiem 1/R [bins])
zamiast dla 4 =0,...,N—1 (z krokiem 1 [bins]). Nalezy jednak
pamigtaé, ze szerokos$¢ listka glownego pozostaje niezmieniona
(znamy go jedynie w wigkszej liczbie punktéow). Dla duzych
wartosci R czas obliczania FFT znaczaco wzrasta (okoto
R-(1+1logy R) razy), ale przy obecnych mozliwosciach uktadow
obliczajacych FFT (np. procesoréw sygnatowych) jest to
akceptowalne, jesli tylko poprawi to znaczaco doktadnos¢ analizy
widma.

Dalsze analizy ilosciowe przedstawimy dla okna trojkatnego,
zdefiniowanego zaleznoscia ([7]):

n/(N/4) dla n=0,...,.N/2
W, = (®)
Wy_, dla n=N/2,...,N-1
i o charakterystyce czgstotliwosciowej otrzymanej z (4):
4 _ig . osinzd/2 ,
WA)=—e /" (———= 9
“) N (sinzrxi/N) ®
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Zaktadamy rowniez, ze stosowane okno danych jest oknem
unormowanym:

N-1
W)=Y w,=N (10)
n=0

Przedstawione zalezno$ci matematyczne stanowia podstawe do
przedstawienia definicji blgdow estymacji w punkcie 3.

3. Definicje btedéw metod interpolacji

W wyniku analizy funkcji F(A), uzyskanej z réwnania (3),
uzyskujemy nie doktadne wartoéci B;, 4;, ale ich estymatory
B, A;.Blad estymacji amplitudy | B, | oraz czestotliwosei A;
adefiniujmy  jako 5| B; 1=1((B; |~ |B; )/ |B; )| oraz
A = /i,- —A;|. Jesli sygnat sktada si¢ z dwoch oscylacji
B, B;,

unormowanych A, , A4; oraz A =| 4, — 4, |, to dla znanych metod

o amplitudach  zespolonych czgstotliwosciach

interpolacji DFT mamy:
[B;i| . [W(A)]
0| By [=6) | By [+65 | By [= 6y | By |[+-—— f (=)
| B |” IW(0)]
(11)
|Bi| W)
Aﬂ,k :Al/lk +A2/1k :Al/lk +—g(—) (12)
[Bi |~ [W(0)]

gdzie funkcje g, f (czesto f(x)=x)), zaleza od zastosowanej
metody interpolacji (w tym rowniez okna danych), o) |B; |,
AA; sa bledami stosowanej metody interpolacji widma,
a 6, | By |, AyA; sa bledami spowodowanymi interferencja obu

sktadowych (przecieck widma). Dla przypadku sygnalu
wieloczgstotliwosciowego w  zalezno$ciach (11), (12) nalezy
uwzgledni¢ dodatkowo fakt, ze sktadowe &, |B; |, AyA4; sa

suma btgdoéw pochodzacych od pozostatych oscylacji.

We wszystkich metodach interpolacji DFT (z wyjatkiem
metody LIDFT) zaktada sig, ze poprzez odpowiedni dobdr okna
danych sktadowe sa dobrze odseparowane od siebie, tzn.
| BW (L) |<<| ByW(0)|, a wigc &, | B, =0 i Ay4; =0, co
w wielu przypadkach moze nie by¢ prawdziwe. W punkcie 4
przedstawiamy warto$ci maksymalne tych bledow dla interpolacji
DFT metoda uzupelniania zerami.

4. Btedy interpolaciji DFT
uzupetniania zerami

metoda

W przypadku, zdefiniowanego juz w punkcie 3, sygnalu
sktadajacego si¢ z dwoch oscylacji zespolonych (B, A ),

(B;,A;), A=A =2 |, zatozmy, ze A, e<(k—-1)/R,k/R>
(w[bins]), i po obliczeniu F,,, z réwnania (7) dla
n=0,...,NR—1 przyjmujemy, ze |1§k =max, | F,/z| dla
n bliskich & i /ik =n/R (przy dobrej separacji sktadowych
n=k-1 lub n=Fk). WartoSci o |B;|, A4 z (11), (12)
osiagaja maksimum dla A, =(k—-0.5)/R, a stad mozemy
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okresli¢ maksima bledéw zdefiniowanych w (11) i (12) dla
interpolacji uzupelnianiem zerami w klasycznej analizie DFT:

|Bi | [W (D]

a2
[ B | 1W(0)]

(0]

max S, | B, |~ 1+ (13)

maxAZlkzﬁ dla |BW(A)|<<| B, (0)|  (14)

gdzie przyjecie f(x)=x dla funkcji f z (11) wynika z rownania
| B |=max, | F,, | iliniowosci DFT.

Uwzgledniajac nastgpujace rozwinigeie w szereg MacLaurina
wzgledem A :

2 2
2 T TN 2
=N+(———)A +... 15
) (3N 12 ) {13)

i sinzzA /2
N ‘sinzA/N

oraz warunek W (0) =N uzyskujemy z réwnan (9), (15):

2 2
LRI S g (16)
|7 (0)] N2 12
istaddla N>>1:
2
WAy o2 52 L0803 22 17)
[W(0)] 12

Dla A=1/2R w zaleznosci (13) wzory (13) i (14) dla okna
trojkatnego przyjmuja postac:

max Sy | By |~ 017 | By |+027 | By | (18)

gdzie:
517 | By |=0.206/ R? (19)

|B;| 1
o B, |r———|W (A, —4; 20
27 | B | |Bk|N| (A =) (20
oraz

maXAzﬂ,k :Alzik +Azzlk (21)

gdzie:

Dozl <Az dla [BW(A)I<BW(O0)]  (23)

Mozliwe jest doktadniejsze wyznaczenie tych blgdow poprzez
symulacje numeryczne, np. okreslenie funkcji g(x) z (12) dla
okna trojkatnego, ale zgrubne granice okreslone przez (19), (20)
sa wystarczajace do ich pordéwnania z wynikami uzyskanymi
w metodzie LIDFT poniewaz doktadniejsza estymacja wartosci
amplitudy skladowej sinusoidalnej skutkuje dok}adniejsza
estymacja jej czgstotliwosci.

Jak wspomniano w punkcie 3, bledy o7 | By |, AizA4; sa

blgedami stosowanej tu metody interpolacji widma, tzn. metody
uzupetniania zerami, ktére wynikaja z dyskretnego charakteru
widma wyznaczanego zaleznoscia (7) co skutkuje niedokladnym
wyznaczeniem maksimum listka glownego danej sktadowe;,
nawet wowczas, gdyby nie byl on znieksztalcony przeciekiem
widma pochodzacym od innych sktadowych. Natomiast

G2z | Bi |, Aoziy
znieksztatceniem listka glownego danej sktadowej przez przeciek
widma pochodzacy od innych sktadowych.. Uogolniajac te
wnioski na inne metody interpolacji zaktadajace brak interferencji
sktadowych w widmie (przez zastosowanie okna danych
o odpowiednim tlumieniu listkdw bocznych) mozemy znaczaco
zmniejszy¢ warto$¢ bledu 8, | B, | z rownania (19) zachowujac

sa bledami spowodowanymi wlasnie

proporcjonalng zaleznos¢ bigdu 8, | B, | z réwnania (17) od
(1B; 1/1By VW (A =2A)|/N . Tym  samym
zwigkszenie liczby dodawanych probek zerowych (zwigkszenie

wartosci R) pozwala na zmniejszenie tylko sktadowej biedu
Sz | By | bez zmniejszenia sktadowej btedu 6,7 | By |, co jest

wartosci

szczegOlnie istotne, gdy skladowa bledu &, | B, | jest

dominujaca w bledzie calkowitym &, | B, | zroéwnania (18).

5. Podsumowanie

Przedstawiona analiza metrologiczna interpolacji dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera (DFT) metoda uzupelniania zerami
wskazuje, ze blad estymacji amplitudy 1 czgstotliwosci
sktadowych sinusoidalnych sygnalu wieloczgstotliwosciowego
(ztozonego z sumy wielu sinusoid) jest w ogdlnosci sumg dwoch
sktadowych. Pierwsza z nich jest zalezna od zastosowanej metody
interpolacji i w metodzie uzupelniania zerami mozna t¢ sktadowa
bledu znaczaco zmniejszy¢ zwigkszajac liczbe dodawanych
probek zerowych do probek otrzymanych z przetwornika A/C.
Druga sktadowa bigedu wynika z wzajemnej interferencji
sktadowych w widmie spowodowanej zjawiskiem ,,przecieku”
widma, ktory zalezy od zastosowanego okna danych. Ten
sktadnik bledu jest niezalezny od stosowanej metody interpolacji
inawet znaczace zwigkszenie liczby dodawanych probek
w metodzie uzupelniania zerami nie zmniejsza wartosci tej
sktadowej bledu.

Przedstawione w pracy szczegdtowe zaleznos$ci przedstawiono
przy zalozeniu zastosowania okna trojkatnego, jednak
w przypadku innych okien danych, po odpowiedniej modyfikacji
mozna uzyska¢ szczegétowe wyniki dla tych okien i podobne
wnioski ogo6lne. Wskazuja one, ze zaniedbywanie zjawiska
»przecieku” widma w analizie wlasnosci metrologicznych
réznych metod interpolacji widma wynikowego DFT moze byé
zbytnim uproszczeniem i w wielu przypadkach prowadzi¢ do
btednych wnioskow.
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