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Streszczenie

Praca przedstawia analiz� metrologiczn� metody estymacji parametrów 
sygna�u b�d�cego sum� sk�adowych sinusoidalnych wykorzystuj�cej 
technik� okien danych i dyskretnego przekszta�cenia Fouriera (DFT) przy 
uzupe�nianiu próbek sygna�u próbkami zerowymi � tzw. metody 
uzupe�niania zerami (ang. padding zeros). Przeprowadzona analiza 
metrologiczna prezentuje zale�no�ci na maksymalne b��dy estymacji 
amplitud i cz�stotliwo�ci sk�adowych oscylacji sinusoidalnych 
w zale�no�ci od liczby dodawanych próbek zerowych i charakterystyki 
cz�stotliwo�ciowej na przyk�adzie okna trójk�tnego. 

S�owa kluczowe: uzupe�nianie zerami, interpolacja DFT, analiza 
sygna�u wielocz�stotliwo�ciowego, estymacja widma                                                      

Metrological analysis of the DFT padding 
zeros interpolation method 

Abstract

The paper presents the metrological analysis the parameters estimation 
method of signal being the sum of sinusoid components, used data 
windows technique and discrete Fourier transform (DFT) with padding 
signal proboes by zeros probes � so-called padding zeros method. 
Realized metrological analysis describes the dependences for maximum 
estimation errors of amplitudes and frequencies of component sinusoidal 
oscillaations as a function of the number of zero samples, frequency 
characteristic of data window on the triangle window example. 

Keywords: padding zeros, DFT interpolation, multi-frequncy signal 
analysis, spectrum estimation

1. Wprowadzenie

Technika okien danych i dyskretnego przekszta�cenia Fouriera 
(DFT) jest powszechnie stosowan� metod� obliczania widma 
sygna�u i jednym z jej zastosowa� jest estymacja amplitud, 
cz�stotliwo�ci i faz sk�adowych oscylacji sinusoidalnych. 
Najcz��ciej wykorzystywanym w tym celu algorytmem 
obliczeniowym jest algorytm szybkiego przekszta�cenia Fouriera 
� FFT, który jest szybk� metod� obliczania DFT. W niniejszej 
pracy analizujemy interpolacyjny efekt metody uzupe�niania 
zerami polegaj�cy na otrzymaniu w wyliczanym widmie 
dodatkowych punktów widma, co pozwala na precyzyjniejsze 
okre�lenie po�o�enia maksimów lokalnych widma, a tym samym 
cz�stotliwo�ci, amplitud i faz sk�adowych sygna�u. Istniej� inne 
metody interpolacji maksimów lokalnych widma uzyskanego 
w wyniku DFT (np. [1]-[3]), które wykorzystuj� analiz� kszta�tu
listka g�ównego stosowanego okna danych lub aproksymacj�
listka g�ównego okna uniwersaln� funkcj�, np. krzyw�

wielomianow�. Metody te zak�adaj� pe�n� separacj� sk�adowych 
w widmie, co cz�sto jest za�o�eniem trudnym do spe�nienia. 
Prób� przezwyci��enia tego problemu jest metoda liniowej 
interpolacji DFT (LIDFT) wykorzystuj�ca aproksymacj�
charakterystyki cz�stotliwo�ciowej okna danych funkcjami 
liniowymi ([4]-[6]). Przy porównywaniu w�a�ciwo�ci 
metrologicznych tych metod pojawi�a si� potrzeba odniesienia 
uzyskiwanych wyników do metody interpolacji widma technik�
uzupe�niania zerami, jako jednej z najprostszych i najbardziej 
skutecznych metod, z uwzgl�dnieniem faktu wzajemnej 
interferencji sk�adowych w widmie. Niniejsza praca s�u�y w�a�nie 
temu celowi.  

Zwró�my jeszcze uwag� na fakt, �e uzupe�nianie zerami jest 
cz�sto stosowane wy��cznie w celu umo�liwienia zastosowania 
okre�lonego typu algorytmu FFT, gdy liczba próbek otrzymanych 
z przetwornika A/C nie spe�nia wymaga� stosowanej wersji 
algorytmu FFT (np. dla algorytmu FFT typu radix-2 liczba próbek 
musi by� ca�kowit� pot�g� liczby 2), a efekt interpolacyjny 
metody nie jest wa�ny. Ta numeryczna w�a�ciwo�� metody, cho�
cenna, nie jest tutaj istotnym elementem ani celem analizy. 

2. Podstawowe zale�no�ci matematyczne

Zak�adamy, �e model sygna�u jest dany zale�no�ci�:
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a celem pomiaru jest wyznaczenie M , iA , �� 2/iif = , i�  dla 
Mi ,,1 K= . Ze wzoru (1) wynika równie�, �e sum� M  oscylacji 

sinusoidalnych mo�na przedstawi� jako sum� MP 2=  oscylacji 
zespolonych (parami sprz��onych) o amplitudach 

jeAB ij
ii 2/�= . W wyniku próbkowania w przetworniku A/C 

z cz�stotliwo�ci� próbkowania Tf s /1=  uzyskujemy N  próbek 

ny  dla nTt = , gdzie 1,,0 �= Nn K  i zale�no�� (1) przyjmuje 
posta�:
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gdzie NTfii �=�  jest unormowan� cz�stotliwo�ci� (w [bins]), 

iB  � zespolon� amplitud� oscylacji Nnj
i

ieB /2 �� , a celem 
estymacji jest wyznaczenie parametrów i�  oraz iB .
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Równanie: 
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definiuje dyskretno-czasow� transformat� Fouriera (DtFT) dla 
ci�g�ej unormowanej cz�stotliwo�ci NTf /=�  i przy 
zastosowaniu okna danych nw . Dla 1,,1,0 �= NK�  wzór (3) 
definiuje dyskretne przekszta�cenie Fouriera (DFT), które jest 
spróbkowanym DtFT. Podstawowe w�asno�ci okna danych nw
charakteryzuje jego charakterystyka cz�stotliwo�ciowa � DtFT 
okna danych: 
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na podstawie której definiuje si� takie parametry okna jak 
szeroko�� listka g�ównego, t�umienie maksymalnego listka 
bocznego, nachylenie charakterystyki opadania obwiedni listków 
bocznych, itp. Na podstawie (2)-(4) otrzymujemy: 
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Zwykle do obliczania DFT stosujemy algorytm FFT: 
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gdzie 1,,0 �= Nn K .
Metoda uzupe�niania zerami wykorzystuje obliczanie DFT 

ci�gu RN � -elementowego }0,,0,,,{ 1100 KK �� NN wywy
(oznaczmy w skrócie przez }0,{ Rii wy ), zamiast ci�gu 

}{},,{ 1100 iiNN wywywy =��K . Dla takiej, R -krotnej metody 
uzupe�niania zerami, zale�no�� (6) przyjmuje posta�:
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gdzie 1,,0 �= NRn K .
G�ównym celem metody uzupe�niania zerami jest otrzymanie 
R -krotnie wi�kszej ilo�ci próbek DtFT � znamy wówczas widmo 
sygna�u dla RNR /1,,/1,0 �= K�  (z krokiem R/1  [bins]) 
zamiast dla 1,,0 �= NK�  (z krokiem 1 [bins]). Nale�y jednak 
pami�ta�, �e szeroko�� listka g�ównego pozostaje niezmieniona 
(znamy go jedynie w wi�kszej liczbie punktów). Dla du�ych 
warto�ci R  czas obliczania FFT znacz�co wzrasta (oko�o

)log1( RR N+�  razy), ale przy obecnych mo�liwo�ciach uk�adów 
obliczaj�cych FFT (np. procesorów sygna�owych) jest to 
akceptowalne, je�li tylko poprawi to znacz�co dok�adno�� analizy 
widma. 

Dalsze analizy ilo�ciowe przedstawimy dla okna trójk�tnego, 
zdefiniowanego zale�no�ci� ([7]): 
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i o charakterystyce cz�stotliwo�ciowej otrzymanej z (4): 
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Zak�adamy równie�, �e stosowane okno danych jest oknem 
unormowanym: 
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Przedstawione zale�no�ci matematyczne stanowi� podstaw� do 
przedstawienia definicji b��dów estymacji w punkcie 3. 

3. Definicje b��dów metod interpolacji

W wyniku analizy funkcji )(�F , uzyskanej z równania (3), 
uzyskujemy nie dok�adne warto�ci iB , i� , ale ich estymatory 

iB� , i�� . B��d estymacji amplitudy || iB  oraz cz�stotliwo�ci i�

zdefiniujmy jako ||)|/|)||�((|||| iiii BBBB �=�  oraz 

|�| iii ��� �=� . Je�li sygna� sk�ada si� z dwóch oscylacji 
o amplitudach zespolonych kB , iB , cz�stotliwo�ciach 
unormowanych k� , i�  oraz || ik ��� �= , to dla znanych metod 
interpolacji DFT mamy: 
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gdzie funkcje g , f  (cz�sto ))( xxf = ), zale�� od zastosowanej 
metody interpolacji (w tym równie� okna danych), ||1 kB� ,

k�1�  s� b��dami stosowanej metody interpolacji widma, 
a ||2 kB� , k�2�  s� b��dami spowodowanymi interferencj� obu 
sk�adowych (przeciek widma). Dla przypadku sygna�u
wielocz�stotliwo�ciowego w zale�no�ciach (11), (12) nale�y
uwzgl�dni� dodatkowo fakt, �e sk�adowe ||2 kB� , k�2�  s�
sum� b��dów pochodz�cych od pozosta�ych oscylacji. 

We wszystkich metodach interpolacji DFT (z wyj�tkiem 
metody LIDFT) zak�ada si�, �e poprzez odpowiedni dobór okna 
danych sk�adowe s� dobrze odseparowane od siebie, tzn. 

|)0(||)(| WBWB ki <<� , a wi�c 0||2 �kB�  i 02 �� k� , co 
w wielu przypadkach mo�e nie by� prawdziwe. W punkcie 4 
przedstawiamy warto�ci maksymalne tych b��dów dla interpolacji 
DFT metod� uzupe�niania zerami. 

4. B��dy interpolacji DFT metod�
uzupe�niania zerami

W przypadku, zdefiniowanego ju� w punkcie 3, sygna�u
sk�adaj�cego si� z dwóch oscylacji zespolonych ( kB , k� ),
( iB , i� ), || ik ��� �= , za�ó�my, �e >��< RkRkk /,/)1(�
(w [bins]), i po obliczeniu RnF /  z równania (7) dla 

1,,0 �= NRn K  przyjmujemy, �e ||max|�| /Rnnk FB =  dla 

n  bliskich k  i Rnk /� =�  (przy dobrej separacji sk�adowych 
1�= kn  lub kn = ). Warto�ci ||1 kB� , k�1�  z (11), (12) 

osi�gaj� maksimum dla Rkk /)5.0( �=� , a st�d mo�emy 



okre�li� maksima b��dów zdefiniowanych w (11) i (12) dla 
interpolacji uzupe�nianiem zerami w klasycznej analizie DFT: 
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gdzie przyj�cie xxf =)(  dla funkcji f  z (11) wynika z równania 

||max|�| / Rnnk FB =  i liniowo�ci DFT. 
Uwzgl�dniaj�c nast�puj�ce rozwini�cie w szereg MacLaurina 

wzgl�dem � :
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oraz warunek NW =)0(  uzyskujemy z równa� (9), (15): 
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Dla R2/1=�  w zale�no�ci (13) wzory (13) i (14) dla okna 
trójk�tnego przyjmuj� posta�:
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oraz 
kZkZkZ ��� 21max �+�=�  (21) 

gdzie: 
RkZ /5.01 �� �  (22) 

kZkZ �� 12 ���    dla   |)0(||)(| WBWB ki <<�  (23) 

Mo�liwe jest dok�adniejsze wyznaczenie tych b��dów poprzez 
symulacje numeryczne, np. okre�lenie funkcji )(xg  z (12) dla 
okna trójk�tnego, ale zgrubne granice okre�lone przez (19), (20) 
s� wystarczaj�ce do ich porównania z wynikami uzyskanymi 
w metodzie LIDFT poniewa� dok�adniejsza estymacja warto�ci 
amplitudy sk�adowej sinusoidalnej skutkuje dok�adniejsz�
estymacj� jej cz�stotliwo�ci. 

Jak wspomniano w punkcie 3, b��dy ||1 kZ B� , kZ�1�  s�
b��dami stosowanej tu metody interpolacji widma, tzn. metody 
uzupe�niania zerami, które wynikaj� z dyskretnego charakteru 
widma wyznaczanego zale�no�ci� (7) co skutkuje niedok�adnym 
wyznaczeniem maksimum listka g�ównego danej sk�adowej, 
nawet wówczas, gdyby nie by� on zniekszta�cony przeciekiem 
widma pochodz�cym od innych sk�adowych. Natomiast 

||2 kZ B� , kZ �2�  s� b��dami spowodowanymi w�a�nie 
zniekszta�ceniem listka g�ównego danej sk�adowej przez przeciek 
widma pochodz�cy od innych sk�adowych.. Uogólniaj�c te 
wnioski na inne metody interpolacji zak�adaj�ce brak interferencji 
sk�adowych w widmie (przez zastosowanie okna danych 
o odpowiednim t�umieniu listków bocznych)  mo�emy znacz�co 
zmniejszy� warto�� b��du ||1 kZ B�  z równania (19) zachowuj�c
proporcjonaln� zale�no�� b��du ||2 kZ B�  z równania (17) od 
warto�ci NWBB ikki /|)(||)|/||( �� �� . Tym samym 
zwi�kszenie liczby dodawanych próbek zerowych (zwi�kszenie 
warto�ci R ) pozwala na zmniejszenie tylko sk�adowej b��du

||1 kZ B�  bez zmniejszenia sk�adowej b��du ||2 kZ B� , co jest 
szczególnie istotne, gdy sk�adowa b��du ||2 kZ B�  jest 
dominuj�ca w b��dzie ca�kowitym || kZ B�  z równania (18). 

5. Podsumowanie

Przedstawiona analiza metrologiczna interpolacji dyskretnego 
przekszta�cenia Fouriera (DFT) metod� uzupe�niania zerami 
wskazuje, �e b��d estymacji amplitudy i cz�stotliwo�ci 
sk�adowych sinusoidalnych sygna�u wielocz�stotliwo�ciowego 
(z�o�onego z sumy wielu sinusoid) jest w ogólno�ci sum� dwóch 
sk�adowych. Pierwsza z nich jest zale�na od zastosowanej metody 
interpolacji i w metodzie uzupe�niania zerami mo�na t� sk�adow�
b��du znacz�co zmniejszy� zwi�kszaj�c liczb� dodawanych 
próbek zerowych do próbek otrzymanych z przetwornika A/C. 
Druga sk�adowa b��du wynika z wzajemnej interferencji 
sk�adowych w widmie spowodowanej zjawiskiem �przecieku� 
widma, który zale�y od zastosowanego okna danych. Ten 
sk�adnik b��du jest niezale�ny od stosowanej metody interpolacji 
i nawet znacz�ce zwi�kszenie liczby dodawanych próbek 
w metodzie uzupe�niania zerami nie zmniejsza warto�ci tej 
sk�adowej b��du.

Przedstawione w pracy szczegó�owe zale�no�ci przedstawiono 
przy za�o�eniu zastosowania okna trójk�tnego, jednak 
w przypadku innych okien danych, po odpowiedniej modyfikacji 
mo�na uzyska� szczegó�owe wyniki dla tych okien i podobne 
wnioski ogólne. Wskazuj� one, �e zaniedbywanie zjawiska 
�przecieku� widma w analizie w�asno�ci metrologicznych 
ró�nych metod interpolacji widma wynikowego DFT mo�e by�
zbytnim uproszczeniem i w wielu przypadkach prowadzi� do 
b��dnych wniosków. 
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