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DRGANIA BELKI EULERA NA INERCYJNYM PODLOZU
WLASOWA-LEONTIEWA POD WPLYWEM IMPULSU SILY

Przedmiotem analizy w niniejszej pracy sq drgania belki Bernoulliego-Eulera spoczywajqcej na podtozu inercyjnym Wia-
sowa-Leontiewa Wymuszone impulsem sily. W pierwszej kolejnosci w referacie podano w skrécie teoretyczne podstawy doty-
czqce trojparametrowego, inercyjnego podtoza Wiasowa. Nastepnie przedstawiono rozwigzanie analityczne drgan sprezystej
belki Bernoulliego-Eulera na takim podfozu poddanej dziataniu impulsu sity. Otrzymane rozwigzanie zaprogramowano korzy-
stajgc z pakietu Mathematica. Badano wplyw parametrow podtoza na ugiecia belki wywotane impulsem sity przytozonym w
srodku rozpietosci belki lub w poblizu podpory. Wyniki analizy zilustrowano graficznie przedstawiajqc szereg wykresow.

WSTEP

Zadanie interakcji konstrukcji budowlanych z podtozem grun-
towym pod wplywem obcigzen udarowych jest szczegolnie wazne w
przypadku nawierzchni lotniskowych oraz drogowych i kolejowych.
Podfoze gruntowe ma za zadanie przejaé obcigzenia dziatajace na
te konstrukcje.

Teorie dotyczace obcigzen udarowych i impulsowych siegajq
poczatku mechaniki teoretycznej i technicznej. Klasyczna teoria
uderzenia i rachunku impulséw sit, punktéw materialnych i ciat
sztywnych wykorzystuje zasadnicze prawa i zasady mechaniki, to
jest prawo zachowania pedu, prawo zachowania kretu a takze
definicje wspotczynnika restytucji Newtona. W teorii klasycznej
wyrdznia sie trzy typy zderzen: sprezyste, plastyczne i sprezysto-
plastyczne [1-15]. W dziewietnastym wieku powstaty teorie, takie jak
teoria Hertza czy teoria falowa, ktére poszerzajg grupe zadan moz-
liwych do rozwigzania o inne zadania mechaniki stosowane;.

W literaturze istnieje réwniez wiele prac dotyczacych réznego
typu modeli podtozy odksztatcanych oraz ich interakcji z konstruk-
cjami budowlanymi. Modele podtoza, opisujace zwigzek miedzy
reakcjg i osiadaniem gruntu, mozna klasyfikowa¢ w rézny sposob.
Stosujac podstawowe dwa podejscia do zadania modelowania
osrodka gruntowego mozna wyrdzni¢ dwie grupy modeli podtoza:
modele analogowe oraz modele masywu gruntowego. Pierwsze z
nich obejmujg proste, powierzchniowe uktady mechaniczne, ktére
nie zalezng od geometrii i od cech materiatowych wspdipracujacych
z konstrukcjg budowlang gruntéw. W przypadku tych modeli wyma-
gane jest jedynie, mozliwie doktadne odzwierciedlenie ugie¢ obcig-
zonej powierzchni. W drugim przypadku definiuje sie tréjwymiarowe
modele o$rodka ciggtego, opisujace zachowanie gruntéw, na ktd-
rych posadowiona jest konstrukcja budowlana. Zalezno$¢ miedzy
reakcjq i osiadaniem podtoza uzyskuje sie na podstawie analitycz-
nego lub numerycznego rozwigzania zagadnienia rownowagi mode-
lu pod dziataniem obcigzenia na matym obszarze powierzchni. W
obu tych grupach mozna wyodrebni¢ modele podtozy nieinercyjnych
oraz inercyjnych.

Do modeli nieinercyjnych zaliczy¢ mozna najstarszy, a zara-
zem najprostszy, podstawowy model analogowy o$rodka gruntowe-
go jakim jest schemat podtoza sprezystego Winklera. W modelu tym
odksztatcenie powierzchni gruntu w kazdym punkcie jest proporcjo-
nalne do przylozonego w tym punkcie obcigzenia oraz jest nieza-

lezne od odksztatcen i naprezen w innych punktach podioza. Zatem
schemat ten zaktada catkowity brak ciggtosci w podtozu gruntowym.
Model podioza sprezystego ma zastosowanie na przyktad do wy-
znaczania przemieszczen i naprezen w nawierzchniach kolejowych,
nie odzwierciedla on jednak rozktadu przemieszczen i naprezen w
gruncie, na ktérym posadowiona jest budowla. Innym modelem,
skrajnie réznym od podtoza Winklera, na podstawie ktérego mozna
wyznaczy¢ réwniez naprezenia i przemieszczenia w gruncie, jest
nalezacy do grupy modeli masywu gruntowego, model pdiprze-
strzeni sprezystej Boussinesqa. W tym przypadku zaktadamy cia-
gtos¢ gruntu. Z badan do$wiadczalnych wynika jednak, ze choé
przemieszczenia podioza gruntowego wystepuja nie tylko w miejscu
przytozenia obcigzenia, ale takze w jego sasiedztwie, to zanikajg
znacznie szybciej niz to wynika z rozwigzan modelu potprzestrzeni
sprezystej. W zwigzku z tym wielu badaczy podejmowato préby
opracowania schematu obliczeniowego podtoza, posredniego mie-
dzy modelami Winklera iBoussinesqa. Schematy obliczeniowe
podtoza z dodatkowymi elementami wywotujgcymi interakcje miedzy
sprezynami Winklera opracowali miedzy innymi Wieghardt, Fito-
nienko-Borodicz, Murawski i Switka, Hetényi, Pasternak, Kerr, Saito
i Murakami i wielu innych. Z kolei np. Reissner, Gorbunow-
Posadow, Zemoczkin, oraz Wiasow i Leontiew, dazac do lepszego
odwzorowania przemieszczen i naprezen w gruncie, narzucili ogra-
niczenia na ich rozktad w pétprzestrzeni sprezystej. Przeglad modeli
podtoza mozna znalez¢ miedzy innymi w pracach [16-21].

Pomimo licznych opracowan dotyczacych uderzenia niewiele
znalez¢ mozna w literaturze prac dotyczacych impulséw sit na
belkach lub ptytach spoczywajacych na podtozach odksztatcalnych.

Przedmiotem analizy w tej pracy jest belka spoczywajaca na
tréjparametrowym  podtozu  inercyjnym  Witasowa-Leontiewa,
poddana dziataniu impulsu sity.

1. MODEL PODLOZA INERCYJNEGO WLASOWA-
LEONTIEWA

W ogélnym przypadku model podioza inercyjnego Wiasowa
opisany jest nastepujacym réwnaniem, miedzy innymi [11]

p(xy.t)=
o*w(x,y,t) (1)

=kow(X,y,t)—2c,V2w(X,y,t)+m, pre
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w ktorym k, , ¢, i m, sg wspotczynnikami podtoza.
W zagadnieniu liniowym (belka) wyrazenie (1) redukuje sie do
postaci

2 2
0 w(>2<,t) i 0 W(;(,'[)
o0X ot

p(x,t)=kyw(x,t)—2c, (2)

W wyrazeniach (1) i (2) wspétczynnik k, odpowiada wspot-
czynnikowi sprezystoci wystepujagcemu w modelu Winklera, c,
uwzglednia Scinanie Pasternaka w warstwie sprezystej, natomiast
m, uwzglednia inercje podtoza. W przypadku belki o szerokosci b,

spoczywajacej na warstwie podtoza o grubosci H wspdtczynniki te
okreslone sg wzorami:

E,s E,r,
ky=—" ¢ =—22_ m =mb|y’(z)dz,
CTIE 0 T 4 (Ley,) !‘” (2) ®)
gdzie:
E v
Eoz—grzl Vo=, I'ﬁozﬁ’
1-v 1-v, g

How(2) H
Sy = bj{%} dz, r,= b_[a,yz (z)dz.
0 0

We wzorach (3) i (4) przyjeto nastepujace oznaczenia:
E,. — modut Younga gruntu,

v, - liczba Poissona gruntu,
m, —gestos¢ gruntu,
¥, — Ciezar wiasciwy gruntu.

2. BELKA EULERA NA PODLOZU SPREZYSTYM
WLASOWA-LEONTIEWA OBCIAZONA IMPULSEM
SILY. SFORMULOWANIE | ROZWIAZANIE
ANALITYCZNE ZADANIA

Przeanalizujemy drgania swobodnie podpartej, sprezystej belki
Bernoulliego-Eulera spoczywajacej na warstwie trojparametrowego
podifoza Wiasowa-Leontiewa, wymuszone impulsem sity (rysunek.

1).

S - impuls sity
l EJ m

podioze Wiasowa Ko, Co, My |H

FPITTTTTTT7T77777777 7777777777777 7777777

= ,
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lz, w

Rys. 1. Schemat dynamiczny belki Bernoulliego-Eulera na inercyj-
nej warstwie sprezystej Wiasowa

Po uwzglednieniu odporu gruntu (2), réwnanie ruchu belki
przedstawionej na rysunku 1 zapisujemy w nastepujacej postaci
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o'w o*w o*w
— 20— +(m+my)— +k,w=
oX OX ot (5)

=PS(x—%,)8(t—t,),

EJ

gdzie: EJ - sztywnos$¢ belki na zginanie,
S - oznacza impuls sity,
m — masa belki na jednostke dtugosci,
m, —masa wspotdrgajacego podtoza na jednostke dtugosci.

Warunki brzegowe w przypadku analizowanej belki sg
nastepujace:

W(X,t)|X:0=0, w(x,t) =0,

o*w(x,t) ) (6)

ox?

*w(x,t)

= 0,
ox?

x=0

=0.

x=I
Rozwigzanie réwnania (5) zaktadamy w postaci funkcji

odpowiadajacej n-tej postaci drgan wiasnych i spetniajacej warunki
brzegowe (6)

w(x,t)= i f, (t)sin @ = i f, (t)sin 4, x,

n=1 n=1 (7)

Prawa strona réwnania moze by¢ zapisana w nastepujacy spo-
s6b:

a(x,t) = SS(x—X,, t—t;) = SS(x—%,) 5(t—t,). (8)

Delte-funkcje Diraca roztozymy w pojedynczy rozbiezny szereg
sinusowy Fouriera

5(x-x) =T LA, (sin T2 sn T g

1 |

Stosujac do rozwigzania zadania metode rozdzielonych zmien-
nych Fouriera otrzymujemy liniowe niejednorodne réwnanie réz-

niczkowe na wyznaczenie nieznanych funkcji f, (t)

F(1) + @ (1) = (mffno)l sin™ 5(t-t,). (o)

MBI +2c,A% +k,  n*z*EJ+2n°z’c, 17 +k 1

dzie o =
goae o, (m+my)I*

m-+m,

jest kwadratem czesto$ci kotowej drgan wiasnych belki na inercyj-
nym podiozu sprezystym Wiasowa o wspdtczynnikach podtoza
rownym K, , c, i m,.

Wprowadzajac zastepczy wspétczynnik podtoza &, i czestos¢ belki
bez podtoza @, , mamy:



‘ :\/1+ 2c,A +K, :\/1+ 2n271'200+k 1?
m+m, (m+my)l

=2 EJ —
"\m-+m, m+m,

CzestoS¢ kotowg belki zatem mozemy zapisaC w nastepujacy spo-
sob:

2c, A% +k
@, = @y, 1+ ——= nth _
g, (M+my)

2rlcy +k, 17

2n
- AT L TR
= O 12 m+m, )I?
wOn( + 0)

Rozwigzaniem analitycznym réwnania (10) jest funkcja:

= [H(t-t,)—H(~t))] x

’ixO sine, (t-t,),

:é:n a)Un'

X 28 sinn
(m+mg)la

gdzie H (t—t,) jest funkcja Heavisidea.

Po wstawieniu (13) do (7) otrzymujemy ostateczne rozwigzanie
zadania:

2S
w(x,t) = m x

1 . nxaXx, . nNxX
xZ— sin 0 sin——
@, | |

H (t_to)

sina, (t—t,).

Na podstawie uzyskanego rozwigzania analitycznego zadania (14)
wykonano przyktad obliczeniowy. Do tego celu postuzono sie
pakietem Mathematica.

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Przebadano ugiecia belki Bernoulliego-Eulera przegubowo
podpartej na koncach, na ktérg podziatano impulsem w réznych
odlegtosciach od lewej podpory (w 1/4, 1/3 i w 1/2 rozpietosci prze-
sta). Na rysunkach przedstawiono przyktadowe wykresy ugie¢
punktu $rodkowego przesta oraz wykresy odksztatconej dynamicz-
nie belki w chwilach od 0,001T, do 0,25T,, gdzie T, =27/,

oznacza pierwszy, podstawowy okres drgan wiasnych belki. W
obliczeniach uwzgledniono 111 wyrazéw szeregu. Wykresy przed-
stawiono w postaci bezwymiarowej zgodnie z nastepujacym wzo-
rem:

(X,t) 7r2—\,mEJ (15)

251

w, (x,t) = w

W przyktadzie przyjeto nastepujace wtasnosci geometryczne i
mechaniczne: dlugos¢ przesta belki 1 =5 m , wymiary prostokatne-

go przekroju poprzecznego bxh=0,25x0,47m, masa belki
m =282 kg/m, modut Younga materiatu belki E =34 GPa.
Przebadano wptyw parametréw k, i ¢, oraz bezwtadnosci podioza
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m, na ugiecia belki. Wspotczynniki opisujace podtoze Wiasowa
przyjeto wedtug [19]. Obliczenia przeprowadzono przy zatozeniu
obcigzenia jednostkowym impulsem sity.

Rys. 2. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku rozpie-

tosci belki i wspdfczynnikach podfoza réwnych zeru. Widoczna
tréjkatna postac odksztatcenia belki w chwili t = 1T,
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Rys. 3. Wykres ugiecia punktu w $rodku rozpigto$ci belki w czasie,
przy wspotczynnikach podfoZza réwnych zeru, obcigzenie przytozone
w Srodku belki

Rys. 4. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w % rozpigto$ci
belki od lewej podpory i wspotczynnikach podfoza rownych zeru
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Rys. 8. Wykres ugiecia Srodka belki w czasie, przy wspotczynnikach
podfoza réwnych zeru, obcigzenie przytozone w % rozpigtosci belki
od lewej podpory
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Rys. 6. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w + rozpigtodci
belki od lewej podpory i wspbiczynnikach podfoza rownych zeru
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Rys. 7. Wykres ugiecia Srodka belki w czasie, przy wspotczynnikach
podfoza rownych zeru, obcigzenie przytozone w + rozpigtosci belki
od lewej podpory

730 AUroBusY 12016

\J

Rys. 8. Postacie odksztatconej dynamicznie osi belki spoczywajgcej

na warstwie Wiasowa przy obcigzeniu impulsem w $rodku rozpigto-
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Rys. 9. Wykres ugiecia $rodka belki na podfozu Wiasowa w czasie
przy obcigzeniu impulsem w $rodku rozpigtosci przesta

\J

Rys. 10. Postacie odksztatconej dynamicznie osi belki na podfozu
Whasowa obcigzonej impulsem sity w pofowie rozpietosSci przesta
przy wspofczynniku Scinania rownym zeru
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Rys. 11. Wykres ugiecia Srodka belki w czasie, impuls sity przyto-
zony w $rodku belki na podfozu Wrasowa przy wspotczynniku Sci-
nania rbwnym zeru

W,

Rys. 12. Postacie odksztatconej dynamicznie osi belki na podtozu
Wiasowa przy wspotczynniku sprezystoSci rownym zeru, obcigzonej
impulsem sity w potowie rozpietoSci przesta
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Rys. 13. Wykres ugiecia Srodka belki w czasie, impuls sify przyto-
zony w $rodku belki na podfozu Wiasowa przy wspotczynniku spre-
zystodci rownym zeru

PODSUMOWANIE

Na podstawie przedstawionej analizy mozna okresli¢ jako$cio-
wy i ilosciowy wplyw podioza sprezystego Wiasowa na charakter
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ugiet, odksztatcen i naprezen w belce. Rozwigzanie zadania majg
charakter falowy, pomimo, Ze réwnanie ruchu nie jest hiperboliczne,
a jest paraboliczne. Jak fatwo wykaza¢ uzyskane rozwigzanie opisu-

je dos¢ wolno zbiezny szereg typu Ziz . Charakter wykresu ugie¢
n

belki silnie zalezy od miejsca przytozenia impulsu.

Ugiecia belki spoczywajacej na podtozu sg mniejsze niz ugiecia
belki bez uwzglednienia warstwy Wtasowa. Wszystkie wspdtczynniki
charakteryzujace podtoze Wiasowa (wspdtczynnik sprezystosci,
wspdtczynnik Scinania, jak i inercja podtoza) majg wptyw na wiel-
ko$¢ ugie¢ belki. W przypadku belki na podtozu drgania sg ztago-
dzone w stosunku do belki, ktéra nie spoczywa warstwie Wiasowa.
Majac wyznaczone ugiecia mozna sporzadzi¢ rowniez wykresy sit
wewngtrznych w belce.
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Vibration of beam resting on the inertial Vlasov-Leontiev
foundation under impulse of force

The paper deals with vibrations of the beam resting on
the inertial Vlasov-Leontiev foundation. Inertial model of

foundation is defined by three parameters: K,, C,,and m,.

The beam is subjected to the impulse of force. Analytical
solution of the problem is presented in the paper. Forced and
natural vibrations of the beam are analysed.

Results presented in the figures are obtained by analyti-
cal method. Influence of several parameters to the dynamic
response of the beam is analysed. Numerical examples are
presented in the paper. The MATHEMATICA code was used
for numerical calculations. Conclusions and several items of
literature are presented in the paper also.
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