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Streszczenie

Praca przedstawia rozwini�cie metody liniowej interpolacji dyskretnego 
przekszta�cenia Fouriera (LIDFT) wykorzystuj�ce klasyczne okna danych 
oraz technik� uzupe�niania zerami, dobrze znane z analizy widma 
z u�yciem algorytmu FFT. Wykorzystanie klasycznych okien danych 
w miejsce specjalnie dedykowanego dla metody LIDFT okna 
parametrycznego daje bardziej ró�norodne mo�liwo�ci wykorzystania 
metody LIDFT w analizie sygna�u wielocz�stotliwo�ciowego 

S�owa kluczowe: uzupe�nianie zerami, interpolacja DFT, analiza 
sygna�u wielocz�stotliwo�ciowego, estymacja widma, LIDFT                                                     

Errors of the LIDFT method for classic 
data windows  

Abstract

Development of the discrete Fourier transform linear interpolation 
method (LIDFT) with using classical data windows and zero padding 
technique well-known from spectrum analysis with FFT is presented in the 
paper. Using classical data windows instead of parametric data window special 
dedicated for LIDFT method gives wide-range possibilities of the using 
LIDFT method in the multifrequency signal analysis. 

Keywords: padding zeros, DFT interpolation, multi-frequncy signal 
analysis, spectrum estimation, LIDFT

1. Wprowadzenie

Metoda liniowej interpolacji dyskretnego przekszta�cenia 
Fouriera (LIDFT) aproksymuje charakterystyk� cz�stotliwo�ciow�
okna odpowiednimi funkcjami liniowymi uzyskuj�c liniowe 
równanie macierzowe, z którego otrzymuje si� amplitudy, cz�sto-
tliwo�ci i fazy sk�adowych oscylacji ([1]-[3]. Wprowadzenie do 
metody LIDFT klasycznych okien danych i techniki uzupe�niania 
zerami jeszcze wyra�niej pokazuje, �e metoda LIDFT stanowi 
po��czenie zalet dwóch grup metod stosowanych do analizy 
amplitud, cz�stotliwo�ci i faz sk�adowych oscylacji w sygnale 
wielocz�stotliwo�ciowym. Jedna grupa stosuje okno danych ([4]), 
dyskretn� transformat� Fouriera i interpolacj� lokalnych 
maksimów otrzymanego widma (dobre porównanie tych metod 
znajduje si� np. w [5]-[7]). Druga grupa metod bazuje na 
metodzie Prony-ego i metodach korelacyjnych wykorzystuj�cych 
w�a�ciwo�ci macierzy autokorelacyjnej ([8]-[10]). 

2. Model sygna�u i uzupe�nianie zerami

Po spróbkowaniu sygna�u )(ty  ( nTtt n =� , 1,,0 �= Nn K ),
zak�adamy, �e sygna� dyskretny )( nTtyy n ==  ma posta�:
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gdzie: NTfii �=�  jest unormowan� cz�stotliwo�ci� (w [bins]), 

iB  �amplitud� i -tej oscylacji zespolonej Nnj
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pomiaru jest wyznaczenie parametrów i�  i iB . Dla modelu sygna�u: 
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wyznacza dyskretnoczasow� transformat� Fouriera (DtFT) dla 
ci�g�ej warto�ci unormowanej cz�stotliwo�ci NTf �=�  (w 
[bins]) i z zastosowaniem okna danych nw . Gdy 1,,0 �= NK�
równ. (3) wyznacza dyskretn� transformat� Fouriera (DFT), która 
jest spróbkowanym DtFT. DtFT mo�e by� wyra�ona zale�no�ci�:
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gdzie )(�W  jest DtFT okna danych nw :

�
�

=

�=
1

0

/2)(
N

n

Nnj
newW ���  (5) 

Zwykle do obliczenia DFT stosujemy algorytm FFT: 
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gdzie: 1,,1,0 �= Nn K .
Zauwa�my, �e je�li mamy próbki sygna�u oraz okna danych 

numerowane w zakresie 12/,,2/ ��= NNi K  zamiast 
1,,1,0 �= Ni K  (wzory na okna danych s� wówczas cz�sto 

prostsze - [4]), to mo�emy skorzysta� z zale�no�ci: 
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Technika uzupe�niania zerami oznacza obliczanie DFT ci�gu 
RN � -elementowego }0,,0,,,{ 1100 KK �� NN wywy  (oznaczmy 

w skrócie przez }0,{ Riiwy ) zamiast ci�gu 
}{},,{ 1100 iiNN wywywy =��K . Dla takiego, R -krotnego 

uzupe�niania zerami zale�no�� (6) przyjmuje posta�:
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gdzie: 1,,1,0 �= NRn K .
Je�li, podobnie jak we wzorze (7) zdefiniujemy zakres 

numeracji próbek oraz okna 12/,,2/ ��= NNi K , to 
otrzymujemy zale�no�� analogiczn� do równania (7): 
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3. Klasyczne okna danych w metodzie 
LIDFT

Praca [1] wprowadza parametryczne okno danych � specjalne 
okno dla metody LIDFT, którego zadaniem jest minimalizacja 
b��du aproksymacji okna danych funkcjami liniowymi, a nie 
samego przecieku widma, jak ma to miejsce w klasycznych 
oknach danych. Stosowanie takiego specjalnego okna stwarza 
jednak ograniczenia dok�adno�ci metody LIDFT ([3]), dlatego 
w niniejszej pracy zmodyfikowano metod� LIDFT umo�liwiaj�c
wykorzystanie w niej klasycznych okien danych i uzyskuj�c
popraw� dok�adno�ci estymacji. Szczegó�owe dane ilo�ciowe 
przedstawiono dla okna trójk�tnego zdefiniowanego dla zakresu 

1,,1,0 �= Nn K  zale�no�ci�:
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lub dla zakresu 12/,,2/ ��= NNn K  zale�no�ci�:

12/,,2/for)4//(||2 ��=�= NNnNnwn K  (11) 

Charakterystyk� cz�stotliwo�ciow� okna otrzymujemy 
z równa� (5), (10): 
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Dla klasycznego okna danych i techniki uzupe�niania zerami 
metoda LIDFT zak�ada aproksymacj� charakterystyki 
cz�stotliwo�ciowej )(�W  z równania (5) funkcjami liniowymi 

nn baW += ��)(�  dla RnRn /)1(,/ +�� .

Zespolone warto�ci ka , kb  otrzymujemy przez minimalizacj�
b��du �redniokwadratowego Q , który si� ró�ni od 
zdefiniowanego w [1] tylko przez uwzgl�dnienie warto�ci R :
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gdzie kkk baW += ��)(�  dla RkRk /)1(,/ +�� . Warto�� Q
jest energi� sygna�u b��du aproksymacji. 

Post�puj�c podobnie jak w [1], tj. minimalizuj�c warto�� Q
przez przyrównanie pierwszych pochodnych do zera znajdujemy 
zale�no�ci na liczby ka , kb  i otrzymujemy uogólnienie równa�
z [1] dla warto�ci 1�R :
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NRnxn /�= ,     12/,,2/ ��= NNn K  (16) 

Zwi�kszenie R  dwukrotnie zmniejsza warto�� nc  16 razy, 
a tym samym, na podstawie równania (14) zmniejsza 16 razy 
(o �16log10 10 12dB) �redniokwadratowy b��d Q  aproksymacji 
charakterystyki cz�stotliwo�ciowej okna funkcjami liniowymi. 

W klasycznych oknach danych najwa�niejsza jest jego 
charakterystyka cz�stotliwo�ciowa )(�W  zdefiniowana 
równaniem (5). W metodzie LIDFT ta charakterystyka mo�e by�
uzupe�niona przez wykres charakterystyki cz�stotliwo�ciowej 
b��du aproksymacji |)(�)(| �� WW �  (rys. 1). Dla 2�R  mo�na 

przyj��, �e obwiednia tego b��du jest ok. ( 24.2 R� )-krotnie 
mniejsza ni� obwiednia przecieku widma okna trójk�tnego (rys. 
1). To oznacza, �e zwi�kszenie R  dwukrotnie zmniejsza b��d
aproksymacji okna funkcjami liniowymi 4-krotnie na 
charakterystyce amplitudowej (czyli o 12dB). 

4. Algorytm LIDFT z technik� uzupe�nia-
nia zerami

Algorytm metody LIDFT uzyskujemy podobnie jak w [1] 
z tym, �e aproksymacj� widma stosujemy dla RN �  warto�ci 
widma uzyskanych w wyniku obliczenia DFT z N  próbek 
pomno�onych przez okno danych i uzupe�nionych )1( �� RN
zerami. Celem estymacji jest okre�lenie parametrów M2
sk�adowych sinusoidalnych. Wygodnie jest przyj��, �e RN �  jest 
ca�kowit� pot�g� liczby 2, poniewa� mo�na wówczas stosowa�
popularny algorytm radix-2 FFT. Szczegó�y wyprowadzenia 
równa� ko�cowych metody LIDFT mo�na znale�� w [2]. 
Uwzgl�dniaj�c w nim dodatkowo równania (9), (16) otrzymujemy 
liniowe równanie macierzowe YBX =�  uwzgl�dniaj�ce
technik� uzupe�niania zerami: 
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gdzie: 
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Rys. 1. Wykres |)(| �W i |)(�)(| �� WW �  dla okna trójk�tnego. 

Fig.  1. Graph of |)(| �W and |)(�)(| �� WW �  for triangle window. 
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Równania (16�23) wyznaczaj� algorytm LIDFT 
z wykorzystaniem techniki uzupe�niania zerami, którego etapy s�
nast�puj�ce: 

1. Próbkujemy sygna� )(ty  i otrzymujemy ci�g ny  (zgodnie 
z równaniem (16) numerowanych dla 12/,,2/ ��= NNn K  ). 

2. Wybieramy nw  (okno danych), R  i obliczamy mr , ms , mt ,

mu , mv  ( 1,,1,0 �= NRm K ) wg równa� (18�23). 

3. Wybieramy zbiór },,,{ 21 MiiiS K=  co oznacza, �e sygna�
zawiera M  sk�adowych sinusoidalnych o unormowanych 
cz�stotliwo�ciach >��< RiRi nnin /,/)1(�  w [bins]. Bior�c pod 

uwag� sk�adowe sprz��one przyjmujemy 
}1,..,1,,..,{},..,{, 1111 +�+�==� MMP iNRiNRiiiiSki .

4. Na podstawie warto�ci i , k  okre�lonych w pkt. 3 obliczamy 
kB , kkk BC �=  z równania (17). Warto�ci k�  otrzymujemy 

z kkk BC /=� , a nast�pnie unormowane cz�stotliwo�ci 

sk�adowych sinusoidalnych z równania Rk kk /)Re( 2
1 �� +�= .

Amplitud� kA  i faz� k�  ka�dej sk�adowej oblicza si� z równania 

k
j

k jBeA k 2=� .

5. Badamy warto�ci k�Im , k�Re  i, je�li to konieczne, 
powtarzamy pkt. 3-5 dla lepiej dobranego zbioru S  zmniejszaj�c
warto�ci k�Im  oraz k�Re . W idealnym przypadku 0Im =k�
oraz 5.0|Re| �k� .

Wst�pna lokalizacja sk�adowych w widmie (wybór zbioru S )
i zastosowane okno danych (wybór warto�ci nw ) s� nazywane 
warunkami pocz�tkowymi metody LIDFT ([1]). Jednak�e przy 
uwzgl�dnieniu techniki uzupe�niania zerami i klasycznych okien 
danych nale�y wzi�� pod uwag� nast�puj�ce zmiany w stosunku 
do metody przedstawionej w [1]. Po pierwsze wymagana jest R -
krotnie dok�adniejsza wst�pna lokalizacja sk�adowych w widmie 
( >��< RkRkk /,/)1(�  zamiast >��< kkk ,1� ), co dla du�ych 
warto�ci R  b�dzie cz�sto warunkiem niemo�liwym do 
spe�nienia. Jednak w pkt. 5 poka�emy, �e nawet dla du�ych 
warto�ci R  mo�emy poprzesta� na dotychczasowym warunku 

>��< kkk ),1(� , a nawet jeszcze mniej wymagaj�cej lokalizacji 
sk�adowych w widmie. Po drugie nale�y odpowiedzie� na pytanie 
w jaki sposób wybra� jedno z klasycznych okien danych oraz 
warto�� R  aby uzyska� za�o�on� dok�adno�� estymacji. 
Wykorzysta� tu mo�na charakterystyk� b��du aproksymacji okien 

funkcjami liniowymi podobnie jak na rys. 1 dla okna trójk�tnego. 
To zagadnienie przedstawimy na przyk�adzie w pkt. 5. 

5. Przyk�ad zastosowania metody LIDFT z 
oknem trójk�tnym i technik� uzupe�nia-
nia zerami

Dla pokazania mo�liwo�ci zastosowania techniki uzupe�niania 
zerami i klasycznego okna danych w metodzie LIDFT 
przeanalizujmy sygna� z�o�ony z 3=M  sk�adowych 
sinusoidalnych o parametrach zdefiniowanych w tabeli 1. 

Tab. 1. Parametry sygna�u analizowanego w pkt. 5. 
Tab. 1. Parameters of the signal analyzed in Section 5. 

i NTf ii kk �=�  [bins] ikA ik�  [rad] 

1 10.2 1 0.5 
2 12.3 0.02 1.0 
3 15.4 0.004 1.5 

31,,32dla)5.1/4.152sin(004.0
)0.1/3.122sin(02.0)5.0/2.102sin(

K�=++

++++=

nNn
NnNnyn

�
��

Uzupe�nienie zerami 64 próbek tego sygna�u do 512 próbek, 
zastosowanie okna trójk�tnego i algorytmu FFT nie daje 
mo�liwo�ci poprawnej estymacji sk�adowych sinusoidalnych, 
szczególnie drugiej i trzeciej (rys. 2). 
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Rys. 2. Sygna� wielocz�stotliwo�ciowy (3 sinusoidy) zdefiniowany w pkt. 5 
i widmo uzyskane algorytmem FFT dla 64 próbek sygna�u pomno�onych 
przez okno trójk�tne i uzupe�nionych zerami do 512 próbek. 
Fig. 2. Multifrequency signal (3 sinusoids) defined in Section 5 and 
spectrum given by FFT algorithm for 64 signal samples multiplied by 
triangle window and zero padded to 512 samples. 

Przy zastosowaniu dla tego sygna�u metody LIDFT zak�adamy 
nieznajomo�� dok�adnej lokalizacji sk�adowych, a tylko 
przyjmijmy na pocz�tek sta�y ich odst�p co 3 [bins] w zakresie od 
10 do 16 bins. Wybór tych trzech warto�ci (10, 13, 16 bins), 
wybór okna trójk�tnego oraz 8=R  to okre�lenie warunków 
pocz�tkowych metody LIDFT, zgodnie z pkt. 3 algorytmu 
przedstawionym po równaniu (23). Po kolejnym zastosowaniu 
algorytmu LIDFT korygujemy lokalizacj� sk�adowych w widmie 
o warto�ci Rround k /))�(Re( � , a� do momentu kiedy 

5.0|�Re| �k�  dla wszystkich sk�adowych. Wyniki czterech 
kolejnych realizacji algorytmu LIDFT dla wszystkich trzech 
sk�adowych sinusoid s� przedstawione na rys. 3, wraz 
z definicjami b��dów. Wst�pna lokalizacja sk�adowych dla 
pierwszej iteracji wynosi (w [bins]): { R/80 , R/104 , R/128 },
dla drugiej: { R/82 , R/96 , R/125 }, dla trzeciej: { R/82 , R/100 ,

R/124 } i dla czwartej: { R/82 , R/99 , R/124 }. Analiza 
wyników z rys. 3 pokazuje, �e zadawalaj�ce wyniki mo�na 
uzyska� poprzestaj�c np. na dwóch lub trzech iteracjach, jednak 
pe�ne mo�liwo�ci metody LIDFT mo�na uzyska� po wszystkich 
iteracjach.



6. B��dy metody LIDFT 

B��dy metody LIDFT z uwzgl�dnieniem techniki uzupe�niania 
zerami porównamy z b��dami w klasycznej metodzie 
uzupe�niania zerami stosowanej przy obliczaniu DFT (najcz��ciej 
algorytmem FFT). Dla metody tej maksymalny b��d estymacji 
amplitudy sk�adowej oscylacji jest wyra�ony zale�no�ci� ([11]): 

||||||max 21 kZkZkZ BBB ��� +�  (24) 

gdzie: 
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Sumaryczny b��d wyra�ony równaniem (24) jest sum� b��du
metody uzupe�niania zerami ||1 kZ B�  spowodowanego 
niedok�adnym wyznaczeniem lokalnego maksimum DFT (co jest 
powodowane dyskretnym charakterem otrzymanego widma)  oraz 
b��du ||2 kZ B�  spowodowanego zjawiskiem �przecieku� 
widma, tj. zniekszta�ceniem tego lokalnego maksimum przez 
listki boczne pochodz�cego od innych sk�adowych. Zwi�kszenie 
warto�ci R  b�d�cego parametrem metody uzupe�niania zerami 
pozwala na zmniejszenie tylko sk�adowej ||1 kZ B� . Natomiast 
sk�adowa ||2 kZ B�  jest zale�na od charakterystyki cz�stotliwo�-
ciowej okna danych i stanowi istotne ograniczenie dok�adno�ci 
metody interpolacji DFT technik� uzupe�niania zerami. Podobna 
sytuacja wyst�puje w innych metodach interpolacji widma 
wymagaj�cych dobrej separacji sk�adowych w widmie. 

Badania symulacyjne przeprowadzone dla metody LIDFT dla 
sk�adowych w widmie wystarczaj�co odleg�ych od siebie (dla 
których pomin�� mo�na dodatkowe efekty wynikaj�ce
z ograniczenia rozdzielczo�ci cz�stotliwo�ciowej metody) 
wykaza�y, �e maksymalny b��d estymacji amplitudy jest równie�
sum� dwóch sk�adowych (analogicznie jak dla klasycznej metody 
uzupe�niania zerami): 

||||||max 21 kkk BBB ��� +�  (27) 
gdzie: 

2
1 /0823.0|| RBk ��  (28) 

|)(~|1
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||

4.0||2 ik
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i
k W

NB
B

B ��� ���  (29) 

a )(~
�W�  jest obwiedni� b��du aproksymacji charakterystyki 

cz�stotliwo�ciowej okna funkcjami liniowymi, która jest 
odwrotnie proporcjonalna do 2R  (rys. 1). 

Wida� tu istotn� ró�nic� w stosunku do wyników uzyskanych 
dla klasycznej metody uzupe�niania zerami z równa� (24)-(26) 
polegaj�c� na tym, �e nie tylko sk�adowa ||1 kB�  jest odwrotnie 

proporcjonalna do 2R , ale równie� sk�adowa ||2 kB� , a wi�c
i warto�� b��du sumarycznego z równ (27) mo�na znacz�co 
zmniejszy� zwi�kszaj�c warto�� R

7. Podsumowanie 

Przedstawione rozwini�cie metody LIDFT wykorzystuj�ce
technik� uzupe�niania zerami i klasyczne okna danych znacz�co 
poszerza mo�liwo�ci analizy sygna�u zawieraj�cego wiele 
oscylacji sk�adowych. B��dy metody LIDFT mo�na znacz�co 
zmniejsza� przez zwi�kszenie liczby uzupe�nianych zer. 
Zastosowanie klasycznych okien danych umo�liwia 
wykorzystanie obszernej ich teorii uzupe�nionej o przedstawione 
zale�no�ci dotycz�ce b��du aproksymacji przecieku widma 
funkcjami liniowymi.  To rozwi�zanie jest korzystniejsze ni�
dotychczasowe wymagaj�ce specjalnego okna dla metody LIDFT 
wprowadzonego w pierwszej wersji metody w [1]. Konieczno��
znacz�cego zwi�kszenia liczby próbek transformaty Fouriera jest 
rekompensowana stosowaniem szybkiego algorytmu FFT. 
Zachowuj�c takie same warunki jak w pierwotnej wersji metody 
LIDFT dotycz�ce wst�pnej lokalizacji sk�adowych w widmie 
konieczne s� obliczenia iteracyjne, je�li chce si� osi�gn�� pe�n�
dok�adno�� metody LIDFT. Jednak�e przeprowadzone symulacje 
pokazuj�, �e wystarcza wówczas kilka iteracji. 
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Rys. 3. Wyniki czterech iteracji metody LIDFT dla sygna�u wielocz�stotliwo�ciowego (3 sinusoidy) zdefiniowanego w pkt. 5. 
Fig.  3. Results of four iterations of LIDFT method for multifrequency signal (3 sinusoids) defined in Section 5. 
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