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Streszczenie

Praca przedstawia rozwinigcie metody liniowej interpolacji dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera (LIDFT) wykorzystujace klasyczne okna danych
oraz technikg uzupelniania zerami, dobrze znane z analizy widma
zuzyciem algorytmu FFT. Wykorzystanie klasycznych okien danych
w miejsce specjalnie dedykowanego dla metody LIDFT okna
parametrycznego daje bardziej roznorodne mozliwosci wykorzystania
metody LIDFT w analizie sygnatu wieloczgstotliwo$ciowego

Stowa Kkluczowe: uzupelnianie zerami, interpolacja DFT, analiza
sygnalu wieloczestotliwosciowego, estymacja widma, LIDFT

Errors of the LIDFT method for classic
data windows

Abstract

Development of the discrete Fourier transform linear interpolation
method (LIDFT) with using classical data windows and zero padding
technique well-known from spectrum analysis with FFT is presented in the
paper. Using classical data windows instead of parametric data window special
dedicated for LIDFT method gives wide-range possibilities of the using
LIDFT method in the multifrequency signal analysis.

Keywords: padding zeros, DFT interpolation, multi-frequncy signal
analysis, spectrum estimation, LIDFT

1. Wprowadzenie

Metoda liniowej interpolacji dyskretnego przeksztatcenia
Fouriera (LIDFT) aproksymuje charakterystyke czgstotliwosciowa
okna odpowiednimi funkcjami liniowymi uzyskujac liniowe
rOwnanie macierzowe, z ktorego otrzymuje si¢ amplitudy, czgsto-
tliwosci i1 fazy sktadowych oscylacji ([1]-[3]. Wprowadzenie do
metody LIDFT klasycznych okien danych i techniki uzupetniania
zerami jeszcze wyrazniej pokazuje, ze metoda LIDFT stanowi
polaczenie zalet dwoch grup metod stosowanych do analizy
amplitud, czgstotliwosci 1 faz sktadowych oscylacji w sygnale
wieloczgstotliwosciowym. Jedna grupa stosuje okno danych ([4]),
dyskretna transformat¢ Fouriera i interpolacje lokalnych
maksimow otrzymanego widma (dobre porownanie tych metod
znajduje si¢ np. w [5]-[7]). Druga grupa metod bazuje na
metodzie Prony-ego i metodach korelacyjnych wykorzystujacych
wlasciwosci macierzy autokorelacyjnej ([8]-[10]).

2. Model sygnatu i uzupetnianie zerami

Po sprobkowaniu sygnatu y(¢) (¢t > ¢,=nT, n=0,...,N-1),
zaktadamy, ze sygnat dyskretny y, = y(t = nT) ma postac:

P P
i2af:nT i2mA; | N
Yu=y(t=nT)=Y B/ =" pel>m (1)

i=1 i=1

gdzie: A; = f; - NT jest unormowang czgstotliwoscia (w [bins]),

j2mi; /N

B; —amplituda i -tej oscylacji zespolonej B;e ize celem

pomiaru jest wyznaczenie parametrow A; i B; . Dla modelu sygnatu:

M
y(0) =Y A sin(e;t + ;) @)
i=1

i 0 . i : * *
mamy: B;=4;e’% /2], z;=e’“l, P=2M, Bp_;.1=B;, zp_j11=%; -

Roéwnanie:

N-1
Fy=F(A)= Y yywye /2N 3)
n=0

wyznacza dyskretnoczasowa transformat¢ Fouriera (DtFT) dla
ciaglej warto§ci unormowanej czgstotliwosci A= f-NT (w
[bins]) i z zastosowaniem okna danych w, . Gdy 4 =0,...,N-1

réwn. (3) wyznacza dyskretna transformatg Fouriera (DFT), ktora
jest sprobkowanym DtFT. DtFT moze by¢ wyrazona zaleznoscia:

P
F(A)=_B;-W(A=1) )
i=1

gdzie W(A) jest DtFT okna danych w,, :

N-1
WA= w,e /24N 5)
n=0

Zwykle do obliczenia DFT stosujemy algorytm FFT:

N-1
Fy=F(A=n)= Y ywe 2™ N = FET, {ypwy  (6)
i=0
gdzie: n=0,1,...,N-1.

Zauwazmy, ze jesli mamy probki sygnatu oraz okna danych
numerowane w  zakresie i=-N/2,...,N/2-1  zamiast
i=0,...,N-1 (wzory na okna danych sa wowczas czgsto
prostsze - [4]), to mozemy skorzystac z zaleznosci:


Andrzej
Wiersz

Andrzej
Wiersz
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N/2-1
Fy= Y yowe 2PN = (<) FFT, {y;w;} ™
i=—N/2

Technika uzupelniania zerami oznacza obliczanie DFT ciagu
N -R -elementowego {yowq,..., ¥ y-iWn-1,0,...,0} (0znaczmy
{yiwi.0r})
{yowo,-.»ynawy b ={y;w;}.  Dla  takiego,
uzupetniania zerami zaleznos¢ (6) przyjmuje postac:

w skrocie przez zamiast ciagu

R -krotnego

N-l
Fyr=FA=n/R)=) yywe *™' = FFT, {yw;,0}  (8)
i=0

gdzie: n=0,,...,NR-1.
Jesli, podobnie jak we wzorze (7) zdefiniujemy zakres

numeracji  probek oraz okna i=-N/2,...,.N/2-1, to
otrzymujemy zalezno$¢ analogiczng do rownania (7):
N/2-1 o )
Fyg = Zyiwief'/zm'/NR =e/™ REFT, {y;w;.0} ©)
i=—N/2

3. Klasyczne okna danych w metodzie
LIDFT

Praca [1] wprowadza parametryczne okno danych — specjalne
okno dla metody LIDFT, ktérego zadaniem jest minimalizacja
bledu aproksymacji okna danych funkcjami liniowymi, a nie
samego przecieku widma, jak ma to miejsce w klasycznych
oknach danych. Stosowanie takiego specjalnego okna stwarza
jednak ograniczenia dokladnosci metody LIDFT ([3]), dlatego
w niniejszej pracy zmodyfikowano metod¢ LIDFT umozliwiajac
wykorzystanie w niej klasycznych okien danych i uzyskujac
poprawe doktadnosci estymacji. Szczegdélowe dane ilosciowe
przedstawiono dla okna trojkatnego zdefiniowanego dla zakresu

n=0,,...,N-1 zalezno$cia:
n/(N/4) for n=0,...,N/2
W, = (10)
wy_, for n=N/2,...,N-1
lub dla zakresu n=-N/2,...,N/2-1 zalezno$cia:
w, =2—|n|/(N/4) for n=-N/2,..,.N/2-1 (11)
Charakterystyke  czgstotliwosciowa  okna  otrzymujemy
z réwnan (5), (10):
4 _; A sin zA/2 2
W) =—e /" (———— 12
@ N (sin Al N (12)

Dla klasycznego okna danych i techniki uzupehiania zerami
metoda  LIDFT  zaklada  aproksymacje  charakterystyki
czgstotliwosciowej W(A) z rownania (5) funkcjami liniowymi
W(A)=a,A+b, dla A (n/R,(n+1)/R).

Zespolone wartoéci a; , b, otrzymujemy przez minimalizacjg
bledu s$redniokwadratowego Q, ktory si¢ rézni  od
zdefiniowanego w [1] tylko przez uwzglednienie wartosci R :

NR/2-1 (k+1)/R

0-'%

k=—NR/2 /R
gdzie Wi (1) =apA+b; dla Ae{k/R,(k+1)/R). Wartos¢ O
jest energia sygnatu biedu aproksymacji.

‘W(/l)—l/f/k (/1)‘2511 (13)

O T T T T T T
-10HW (W), ,
| [dB] N\~

Rys. 1. Wykres |W(A)|1 |W(A) 7VIA/(/1)\ dla okna tréjkatnego.
Fig. 1. Graph of |W(4)|and \W(/l)—Vf/(ﬂ)l for triangle window.

Postgpujac podobnie jak w [1], tj. minimalizujac warto$¢ Q
przez przyréwnanie pierwszych pochodnych do zera znajdujemy
zalezno$ci na liczby a; , b 1 otrzymujemy uogélnienie rownan
z [1] dla warto$ci R >1:

N/2-1
0=N >c,w (14)
n=—N/2
. 2 . 2
Cn:1_3(smxn/);nfcosxn) _(su;xn) (15)
x,=m/NR, n=-N/2,...,N/2—-1 (16)

Zwigkszenie R dwukrotnie zmniejsza warto$¢ ¢, 16 razy,

atym samym, na podstawie rownania (14) zmniejsza 16 razy
(o 10log;y 16 = 12dB) s$redniokwadratowy btad O aproksymacji
charakterystyki czgstotliwo$ciowej okna funkcjami liniowymi.

W klasycznych oknach danych najwazniejsza jest jego
charakterystyka  czgstotliwosciowa W) zdefiniowana
réwnaniem (5). W metodzie LIDFT ta charakterystyka moze by¢
uzupelniona przez wykres charakterystyki czgstotliwosciowej

btedu aproksymacji |W(/1)—VI>(/1)| (rys. 1). Dla R>2 mozna

przyja¢, ze obwiednia tego bledu jest ok. (2.4-R2)-krotnie
mniejsza niz obwiednia przecieku widma okna trdjkatnego (rys.
1). To oznacza, ze zwigkszenie R dwukrotnie zmniejsza btad
aproksymacji  okna funkcjami liniowymi 4-krotnie na
charakterystyce amplitudowej (czyli o 12dB).

4. Algorytm LIDFT z technika uzupetnia-
nia zerami

Algorytm metody LIDFT uzyskujemy podobnie jak w [1]
ztym, ze aproksymacj¢ widma stosujemy dla N-R wartosci
widma uzyskanych w wyniku obliczenia DFT z N probek
pomnozonych przez okno danych i uzupelionych N -(R-1)
zerami. Celem estymacji jest okreSlenie parametrow 2M
sktadowych sinusoidalnych. Wygodnie jest przyja¢, ze N-R jest
calkowita potgga liczby 2, poniewaz mozna wowczas stosowac
popularny algorytm radix-2 FFT. Szczegély wyprowadzenia
rownan koncowych metody LIDFT mozna znalezé w [2].
Uwzgledniajac w nim dodatkowo réwnania (9), (16) otrzymujemy
liniowe réwnanie macierzowe X-B=Y uwzgledniajace
technike uzupetniania zerami:

ri_ —S;_ B u;
|: i—k i k:| |: k :| :|: 1:| (17)
Sick tick lapaap LBkVk apa LVilopa

gdzie:
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F = /™ RERT, (w2 (3250)2 0y (18)

Xn

5, = 6jejzzm/RFFTm {Wg(cosxn—;ilnxn /%y )(sh;;cn 30z} (19)

t, =36e/™REET (42 (SO IS X )2 () 2} (20)

*n

u, = /™M REFT 1y 2 Sizﬁem O}t @D
n

v, =6je/™ REFT, {ynwﬁweﬁ‘" ,OR} (22)

xn
i,k,me<0,...,NR-1> (23)
Roéwnania (16-23) wyznaczaja algorytm LIDFT
z wykorzystaniem techniki uzupelniania zerami, ktdrego etapy sa

nastgpujace:

1. Probkujemy sygnat y(r) i otrzymujemy ciag y, (zgodnie

z rownaniem (16) numerowanych dla n=-N/2,...,N/2-1).

2. Wybieramy w, (okno danych), R i obliczamy r,,, s,,, ¢
Up > Vyy (m=0,1,..., NR—1) wg rownan (18-23).

m>»

3. Wybieramy zbior S={i,i,,...,iyy} co oznacza, ze sygnat
zawiera M  skladowych sinusoidalnych o unormowanych
czgstotliwosciach 4; e<(i,—1)/R,i, /R > w [bins]. Biorac pod

uwage sktadowe sprzgzone
i,k € Sl :{ll ,..,iP}:{il "‘7iM ,NR—il +1,..,NR—iM +1} .

przyjmujemy

4. Na podstawie wartosci i, k okreslonych w pkt. 3 obliczamy
B, Cp =By, z rownania (17). WartoSci y; otrzymujemy
nastgpnie czestotliwo$ci

zy,=C,/B, a unormowane

sktadowych sinusoidalnych z rownania A, = (k —% +Reyi)/R.
Amplitude 4, ifazg ¢, kazdej sktadowej oblicza si¢ z roOwnania

Akej‘”k = 2]Bk .

5.Badamy wartosci Imy,, Rey, 1, jesli to konieczne,

powtarzamy pkt. 3-5 dla lepiej dobranego zbioru S zmniejszajac
warto§ci Imy, oraz Rey, . W idealnym przypadku Imy, =0

oraz |Rey; [£0.5.

Wstepna lokalizacja sktadowych w widmie (wybor zbioru S)
1 zastosowane okno danych (wybor wartosci w, ) sa nazywane
warunkami poczatkowymi metody LIDFT ([1]). Jednakze przy
uwzglednieniu techniki uzupetniania zerami i klasycznych okien
danych nalezy wzia¢ pod uwage nastgpujace zmiany w stosunku
do metody przedstawionej w [1]. Po pierwsze wymagana jest R -
krotnie doktadniejsza wstgpna lokalizacja sktadowych w widmie
(Are<(k-1)/R,k/R > zamiast A, e<k -1k >), co dla duzych
wartosci R bedzie czgsto warunkiem niemozliwym do
spelnienia. Jednak w pkt. 5 pokazemy, ze nawet dla duzych
warto$ci R mozemy poprzesta¢ na dotychczasowym warunku
A €< (k-1),k >, a nawet jeszcze mniej wymagajacej lokalizacji
sktadowych w widmie. Po drugie nalezy odpowiedzie¢ na pytanie
w jaki sposob wybra¢ jedno z klasycznych okien danych oraz
wartos¢ R aby uzyska¢ =zalozona doktadnos¢ estymacji.
Wykorzysta¢ tu mozna charakterystyke btedu aproksymacji okien
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funkcjami liniowymi podobnie jak na rys. 1 dla okna trojkatnego.
To zagadnienie przedstawimy na przykltadzie w pkt. 5.

5. Przyktad zastosowania metody LIDFT z
oknem tréjkatnym i technika uzupetnia-
nia zerami

Dla pokazania mozliwos$ci zastosowania techniki uzupetniania
zerami 1 klasycznego okna danych w metodzie LIDFT
przeanalizujmy sygnat ztozony z M =3  skladowych
sinusoidalnych o parametrach zdefiniowanych w tabeli 1.

Tab. 1. Parametry sygnatu analizowanego w pkt. 5.
Tab. 1. Parameters of the signal analyzed in Section 5.

i Ak, = fr, - NT [bins] Ay, @y, [rad]
1 10.2 1 0.5
2 12.3 0.02 1.0
3 15.4 0.004 1.5

Y, =sin(2710.2n/ N +0.5)+0.02sin(2712.3n/ N +1.0) +

+0.004sin(2715.4n/ N+1.5) dla n=-32,...,31

Uzupehienie zerami 64 probek tego sygnatu do 512 probek,
zastosowanie okna trojkatnego i algorytmu FFT nie daje
mozliwoéci poprawnej estymacji sktadowych sinusoidalnych,
szczegodlnie drugiej i trzeciej (rys. 2).

07‘ B, ‘ ‘ FFT{yn ‘WII’OR}‘
-[dB]

N =64, R=8 1

\ IET{)/” Op}l

| IMMMMJ \Mﬂ

[V OA) =W 0| A [bins]]|
10 12 14 16

1
-80 6

Rys. 2. Sygnal wieloczgstotliwosciowy (3 sinusoidy) zdefiniowany w pkt. 5
i widmo uzyskane algorytmem FFT dla 64 probek sygnatu pomnozonych
przez okno trojkatne i uzupetnionych zerami do 512 probek.

Fig. 2. Multifrequency signal (3 sinusoids) defined in Section 5 and
spectrum given by FFT algorithm for 64 signal samples multiplied by
triangle window and zero padded to 512 samples.

Przy zastosowaniu dla tego sygnatu metody LIDFT zaktadamy
nieznajomo$¢ doktadnej lokalizacji sktadowych, a tylko
przyjmijmy na poczatek staty ich odstgp co 3 [bins] w zakresie od
10 do 16 bins. Wybor tych trzech wartosci (10, 13, 16 bins),
wybor okna trojkatnego oraz R =8 to okreSlenie warunkow
poczatkowych metody LIDFT, zgodnie z pkt. 3 algorytmu
przedstawionym po rownaniu (23). Po kolejnym zastosowaniu
algorytmu LIDFT korygujemy lokalizacj¢ sktadowych w widmie

o wartosci (round(Rey,))/R, az do momentu kiedy

|Rey, |<0.5 dla wszystkich skladowych. Wyniki czterech

kolejnych realizacji algorytmu LIDFT dla wszystkich trzech
sktadowych sinusoid sa przedstawione na rys. 3, wraz
z definicjami  biedow. Wstegpna lokalizacja sktadowych dla
pierwszej iteracji wynosi (w [bins]): {80/R, 104/R, 128/R },
dla drugiej: {82/R, 96/R, 125/R }, dla trzeciej: {82/R, 100/R,
124/R} 1 dla czwartej: {82/R, 99/R, 124/R}. Analiza
wynikow z rys. 3 pokazuje, ze zadawalajace wyniki mozna
uzyskac poprzestajac np. na dwoch lub trzech iteracjach, jednak

pelne mozliwosci metody LIDFT mozna uzyska¢ po wszystkich
iteracjach.
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Rys. 3. Wyniki czterech iteracji metody LIDFT dla sygnalu wieloczgstotliwosciowego (3 sinusoidy) zdefiniowanego w pkt. 5.
Fig. 3. Results of four iterations of LIDFT method for multifrequency signal (3 sinusoids) defined in Section 5.

6. Btedy metody LIDFT

Bledy metody LIDFT z uwzglednieniem techniki uzupetniania
zerami poré6wnamy z bledami w klasycznej metodzie
uzupetniania zerami stosowanej przy obliczaniu DFT (najczgsciej
algorytmem FFT). Dla metody tej maksymalny btad estymacji
amplitudy sktadowej oscylacji jest wyrazony zaleznos$cia ([11]):

max oz | By |~ 617 | By [+027 | By | (24)
gdzie:
517 | By |=0.206/ R? (25)
|B;| 1
07 | By | = — W (A = A; 26
27 | By | |Bk|N| (A =4 (26)

Sumaryczny btad wyrazony réwnaniem (24) jest suma biedu
metody uzupelniania zerami J7 |B;| spowodowanego

niedoktadnym wyznaczeniem lokalnego maksimum DFT (co jest
powodowane dyskretnym charakterem otrzymanego widma) oraz
bledu 6,7 | B, | spowodowanego zjawiskiem ,,przecieku”

widma, tj. znieksztalceniem tego lokalnego maksimum przez
listki boczne pochodzacego od innych sktadowych. Zwigkszenie
warto§ci R bedacego parametrem metody uzupelniania zerami
pozwala na zmniejszenie tylko sktadowej ;| B, | . Natomiast

sktadowa &, | By | jest zalezna od charakterystyki czgstotliwos-

ciowej okna danych i stanowi istotne ograniczenie doktadnosci
metody interpolacji DFT technika uzupelniania zerami. Podobna
sytuacja wystgpuje w innych metodach interpolacji widma
wymagajacych dobrej separacji sktadowych w widmie.

Badania symulacyjne przeprowadzone dla metody LIDFT dla
sktadowych w widmie wystarczajaco odlegtych od siebie (dla
ktorych pominaé mozna dodatkowe efekty wynikajace
z ograniczenia  rozdzielczosci  czgstotliwosciowej  metody)
wykazaty, ze maksymalny btad estymacji amplitudy jest rowniez
suma dwoch sktadowych (analogicznie jak dla klasycznej metody
uzupetniania zerami):

max & | By |= 6y | By |+6, | By | 27
gdzie:
51| By | ~0.0823/ R? (28)
5, | By |so.4@i|m7(,1k -2 (29)
| By | N
a AVIN/(/l) jest obwiednia bledu aproksymacji charakterystyki
czgstotliwosciowej okna  funkcjami liniowymi, ktdra jest

odwrotnie proporcjonalna do R? (rys. 1).

Wida¢ tu istotng roéznicg w stosunku do wynikow uzyskanych
dla klasycznej metody uzupelniania zerami z réwnan (24)-(26)
polegajaca na tym, ze nie tylko sktadowa J; | B, | jest odwrotnie

proporcjonalna do R?, ale rowniez sktadowa 8y | By |, a wige

i warto§¢ bledu sumarycznego z réwn (27) mozna znaczaco
zmniejszy¢ zwigkszajac warto$¢ R

7. Podsumowanie

Przedstawione rozwinigcie metody LIDFT wykorzystujace
technik¢ uzupetniania zerami i klasyczne okna danych znaczaco
poszerza mozliwosci analizy sygnatlu zawierajacego wiele
oscylacji sktadowych. Blgdy metody LIDFT mozna znaczaco
zmniejsza¢ przez zwigkszenie liczby uzupetlnianych zer.
Zastosowanie  klasycznych ~ okien  danych  umozliwia
wykorzystanie obszernej ich teorii uzupetionej o przedstawione
zalezno$ci dotyczace bledu aproksymacji przecieku widma
funkcjami liniowymi. To rozwiazanie jest korzystniejsze niz
dotychczasowe wymagajace specjalnego okna dla metody LIDFT
wprowadzonego w pierwszej wersji metody w [1]. Konieczno$é
znaczacego zwigkszenia liczby probek transformaty Fouriera jest
rekompensowana stosowaniem szybkiego algorytmu FFT.
Zachowujac takie same warunki jak w pierwotnej wersji metody
LIDFT dotyczace wstgpnej lokalizacji skladowych w widmie
konieczne sa obliczenia iteracyjne, jesli chce si¢ osiagnaé pelna
doktadno$¢ metody LIDFT. Jednakze przeprowadzone symulacje
pokazuja, ze wystarcza wowczas kilka iteracji.

8. Literatura

[1] J. Borkowski, “LIDFT — The DFT linear interpolation method,” IEEE
Trans. Instrum. Meas., vol. 49, pp. 741-745, Aug. 2000.

[2] J. Borkowski, J. Mroczka, ,Application of the discrete Fourier
transform linear interpolation method in the measurment of volume
scattering function at small angle,” Opt. Eng., vol. 39, no. 6, pp.
1576-1586, June 2000.

[3] J. Borkowski, J. Mroczka, “Metrological analysis of the LIDFT
method,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 51, pp. 67-71, Feb. 2002.

[4] E. J. Harris, “On the use of windows for harmonic analysis with the
discrete Fourier transform”. Proc. IEEE , vol. 66, pp. 51-83 (1978).

[5] J. Schoukens, R. Pintelon, H. V. Hamme, “The Interpolated Fast
Fourier Transform: A Comparative Study,” IEEE Trans. Instrum.
Meas., vol. 41, pp. 226-232, Apr. 1992.

[6] L. Zhu, H. Ding and K. Ding, “Phase regression approach for
estimating the parameters of a noisy multifrequency signal,” IEEE
Proc.-Vis. Image Signal Process., Vol. 151, No. 5, Oct. 2004.

[7] D. Agrez, “Weighted multipoint interpolated DFT to improve
amplitude estimation of multifrequency signal,” IEEE Trans. Instrum.
Meas., vol. 51, pp. 287-292, Apr. 2002.

[8] S. M. Kay, Modern Spectrum Analysis, Prentice-Hall, New York,
1987.

[9] L. Marple, Digital Spectrum Analysis with Applications. Prentice-
Hall, New York, 1987.

[10] S. K. Mitra, J. F. Kaiser (ed.), Handbook for Digital Signal
Processing, Wiley, New York, 1993.

[11] J. Borkowski, J. Mroczka, Analiza metrologiczna interpolacji DFT
metoda uzupetniania zerami, Kongres Metrologii 2007, AGH,
Krakow 2007.

Artykut recenzowany



	Tekst16: 
	Tekst17: 


