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ANALIZA KINEMATYCZNA ZELOZONYCH KONSTRUKCYJNIE
PRZEKLADNI OBIEGOWYCH DO ELEKTROMECHANICZNYCH
ZESPOLOW NAPEDOWYCH Z ZASTOSOWANIEM WZOROW
WILLISA

KINEMATIC ANALYSIS OF COMPLICATED PLANETARY GEARS
FOR ELECTROMECHANICAL DRIVES USING WILLIS MATHEMATICAL
FORMULAS

Streszczenie: Artykut prezentuje mozliwosci analizy kinematycznej przektadni planetarnych o dwoch stop-
niach swobody z uzyciem wzorow Willisa. W drugiej czgéci artykuhu, zaprezentowano mozliwosci wykorzy-
stania wyprowadzonych wzoré6w w analizie ztozonych konstrukcyjnie przektadni planetarnych, stosowanych
w elektromechanicznych uktadach napedowych samochodow elektrycznych.

Abstract: The article presents the possibilities of kinematic analysis of planetary gears with two degrees
of freedom using Willis mathematical formulas. In the second part of the article, the possibilities of using for-
mulated formulas in the analysis of complicated planetary gears used in electromechanical drives systems of

electric cars are presented.

Stowa kluczowe: przekladnia obiegowa, naped elektryczny, pojazd elektryczny, wzory Willisa
Keywords: planetary gear, electric drive, electric vehicle, Willis formulas

1. Wstep

Projektowanie ztozonych elektromechanicz-
nych uktadéow napedowych, wymaga komplek-
sowego podejs$cia nie tylko do kwestii wytwa-
rzania mocy mechanicznej przy uzyciu prze-
twornikow elektromechanicznych, ale rowniez
do kwestii przetwarzania i transmisji samej
mocy mechanicznej. W tym wzgledzie coraz
wiekszym uznaniem ciesza si¢ przekladnie
obiegowe, ze wzgledu na ich oczywiste,
niepodlegajace dyskusji zalety. Transmisja
mocy mechanicznej w ukltadach napedowych
wymaga przelozen gwarantujacych uzyskanie
znacznych wartosci momentow sity na watach
wyjsciowych przektadni. Klasyczne przektadnie
o osiach statych, spelniajace ten warunek sa
najczescie] wielostopniowe, co zwigksza ich
gabaryty, mas¢ a w konsekwencji zastosowania
wiekszej ilosci kot zebatych, rowniez obniza
sprawno$¢. Przektadnia obiegowa dzigki specy-
ficznej konstrukcji, zapewnia uzyskanie znacz-
nych przetozen momentowych przy jednocze-
$nie zwartej budowie i malej masie [1]. Roz-
wigzanie takie moze mie¢ szerokie zastoso-
wanie w ukladach napedowych pojazdoéw
elektrycznych. Z powodzeniem moze zastapic¢
rozwigzanie dotychczas najczesciej spotykane,

gdzie silnik elektryczny sprzggniety jest z kla-
syczng przekladnia z mechanizmem roznico-
wym [2-4]. Skionito to autora do skupienia
wiekszej uwagi na zagadnieniu transmisji mocy
mechanicznej przez przektadnie obiegowe w ra-
mach prac badawczo — rozwojowych prowa-
dzonych w Instytucie Napedow i Maszyn Elek-
trycznych KOMEL, aby w przysztosci modc
lepiej rozumiec i przewidywaé zjawiska w nich
zachodzace.

2. Charakterystyka przekladni obiego-
wych

Cechg charakterystyczng, wyrdzniajaca prze-
ktadnie obiegowe, jest brak ustalonej osi obrotu
przynajmniej jednego kota zebatego - zwanego
dalej kotem satelitarnym. W klasycznej kon-
strukcji przekladni obiegowej, koto satelitarne
wykonuje ruch obrotowy wokol wlasnej osi,
ktora to o$ wykonuje dodatkowo ruch obrotowy
wokot osi geometrycznej jarzma [1]. Kola
satelitarne pozostajg wowczas w jednoczesnym
zazgbieniu z kolem centralnym o uzebieniu
zewnetrznym 1 kotem koronowym o uzebieniu
wewnetrznym, przetaczajac si¢ po obu i sa jed-
noczesnie sprzegnigte przez jarzmo przektadni.
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Koto satelitarne wykonuje zatem ruch ztozony
— postepowy i obrotowy jednoczes$nie. Jarzmo
przenosi najczgsciej ruch obrotowy bezpo-
$rednio na zewnatrz przektadni.

3. Analiza kinematyczna przekladni obie-
gowej o dwoch stopniach swobody

Analizujac ogdlny schemat przektadni obiego-
wej, mozna wyr6zni¢ kilka przypadkow kine-
matycznych, wynikajgcych z faktu ruchu lub
spoczynku odpowiednich kot. Przektadnia pla-
netarna moze pracowa¢ z unieruchomionym
kotem koronowym lub z unieruchomionym
kolem centralnym. W tych dwoch przypadkach,
jarzmo przektadni porusza si¢ ruchem obroto-
wym, kota satelitarne wykonuja ruch obrotowy
wokot osi wlasnych, a ich osie wykonuja ruch
obrotowy wokoét osi jarzma. Sa to przypadki
kinematycznie proste i najczes$ciej wystepujace.
Bardziej skomplikowany przypadek wystepuje
w czasie jednoczesnego ruchu obrotowego kota
centralnego 1 kota koronowego. W sytuacji
zréwnania si¢ predkosci obwodowych kota
centralnego i kota koronowego, jarzmo nie
bedzie porusza¢ sie¢ ruchem obrotowym, czyli
transmisja mocy na wyjscie przekladni nie
zostanie przeprowadzona. Moc bedzie krazyc
wewnatrz przekladni. Przekladnia obiegowa
z ruchomym kotem centralnym oraz ruchomym
kotem koronowym nosi nazwe przektadni obie-
gowej o dwoch stopniach swobody. Analiza
kinematyczna takiej przekladni, stuzy wypro-
wadzeniu og6lnych i uniwersalnych wzoréw na
przelozenia kinematyczne, ktoére wykorzystaé
mozna na etapie analizy bardziej skomplikowa-
nych przypadkow.
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Rys. 1. Schemat kinematyczny przektadni obie-
gowej o dwoch stopniach swobody: I1-wat
glowny silnika, 2-wal sterujgcy silnika, 3-koto
centralne przektadni, 4-koto koronowe prze-
ktadni, 5-koto satelitarne  przektadni,
6-jarzmo przektadni, 7-wal wyjsciowy prze-
ktadni

Rys. 2. Predkosci kqgtowe kol zebatych
w przektadni planetarnej: w,— predkosé kqtowa
kota satelitarnego, wy — predkosc kgtowa kola
koronowego, w. — predkos¢ kqtowa kola cen-
tralnego, w; — predkos¢ kqtowa jarzma sateli-
tow, ry — promien podziatowy kota satelitar-
nego, ry — promien podziatowy kola korono-
wego, r. — promien podziatowy kota central-
nego, r;=r.try

we ]

Rys. 3. Punkty charakterystyczne kota satelitar-
nego do wyznaczania predkosci obwodowych.

w, — predkos¢ kgtowa kola satelitarnego,
w, — predkos¢ kqtowa kota koronowego,
w. — predkos¢ kqtowa kota centralnego,

w;— predkos¢ kqtowa jarzma satelitow, ry— pro-
mien podziatlowy kola satelitarnego, r, — pro-
mien podziatowy kota koronowego, r.— promien
podziatowy kota centralnego, r; = r. + 1,
V, — predkos¢ obwodowa kola satelitarnego
w punkcie a, V, — predkos¢ obwodowa kola
satelitarnego w punkcie b

Analizujac powyzsze rysunki oraz kinematyke
ruchu, mozna zapisa¢ rdwnania predkosci ob-
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wodowych w punktach charakterystycznych
kota satelitarnego. Sa to punkty stycznosci
okregu podzialowego kota satelitarnego
z okregami podzialowymi kota centralnego
i koronowego.
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Powstaje zatem nastepujacy uktad rownan,
ktére mozna doda¢ parami, otrzymujac osta-
tecznie jedno rownanie kinematyki przektadni
obiegowej o dwoch stopniach swobody:
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Wzér, ktéry wyprowadzono, na drodze analizy
kinematyki ruchu poszczegélnych kot prze-
ktadni obiegowej, nosi nazwe¢ wzoru Willisa
[5]. Mozna go stosowa¢ w analizie wszystkich
omoéwionych wczesniej przypadkow kinema-
tycznych przektadni obiegowej o dwoch stop-
niach swobody.

4. Przelozenia kinematyczne w zmodyfi-
kowanych konstrukcyjnie przekladniach
obiegowych

Zmodyfikowana przekladnia zebata jest wielo-
segmentowa. W pierwszym segmencie zasto-
sowano nieruchome koto koronowe oraz ru-
chome kolo centralne. Kota satelitarne wyko-
nuja ruch zlozony z ruchu postepowego
wzgledem obwodu kota koronowego oraz ruchu
obrotowego wzgledem wtasnych osi. Kola sa-
telitarne pierwszego segmentu zostaly bezpos-
rednio sprzezone z kotami satelitarnymi dru-
giego segmentu. Ich predkosci katowe sg zatem
identyczne, obwodowe natomiast zalezne od
wartosci promieni podzialowych. W drugim
segmencie nie wystepuje koto centralne, a je-
dynie ruchome koto koronowe. Wspdlne jarzmo
satelitow segmentu pierwszego i drugiego tozy-
skowane jest na wale glownym. W segmencie
drugim i trzecim wystgpuje sprzezone koto
koronowe o roéznych $rednicach podziatowych
dla poszczegdlnych segmentéw. Predkosci

obwodowe kot koronowych liczone na s$red-
nicach podziatlowych segmentu drugiego i trze-
ciego s3 zatem rézne. Segment trzeci realizuje
zadania klasycznej przekladni obiegowej
o dwobch stopniach swobody. Posiada wiec
ruchome koto centralne i ruchome koto koro-
nowe oraz ruchome jarzmo przenoszace ruch
obrotowy na zewnatrz przektadni.

e e

segment 1 segment 2 segment 3

Rys. 4. Zmodyfikowana konstrukcja przektadni
z podziatem na poszczegolne segmenty kot ze-
batych

Wobec powyzszego, dla poszczegdlnych seg-
mentow, zastosowa¢ mozna zmodyfikowane
wzory Willisa na przetozenia kierunkowe dla
omoéwionych wcze$niej przypadkdéw: unieru-
chomionego kota koronowego, ruchomego kota
koronowego z pewng modyfikacja, zaktadajaca,
ze koto centralne w tym segmencie nie wyste-
puje oraz dla przektadni o dwoch stopniach
swobody.

4.1. Obliczenia kinematyczne segmentu pier-
wszego

Koto koronowe w segmencie pierwszym nie
pracuje. Zastosowano wiec wzor dla wy=0.
Wzér Willisa przybiera wowczas nastepujaca
postaé:
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Poniewaz w segmencie pierwszym, koto koro-
nowe nie pracuje, zwroty wektorow predkosci
katowych kota centralnego i jarzma satelitow
beda ze soba zgodne. Predkos¢ katowa kot sa-
telitarnych policzona zostata rowniez przy uzy-
ciu zaleznoséci wynikajacej ze Wzoru Willisa.

17 = ey _ Wa TN
sk _ - .. =
g1 — Wy 1 Ta
Way "To = 1" T
Ot = 1 k1
s1 — T W1
Tz

Zwrot wektora predkosci katowej kot satelitar-
nych jest oczywiscie przeciwny do zwrotu
wektora predkosci jarzma satelitow.

4.2. Obliczenia kinematyczne segmentu dru-
giego

Wektory predkosci katowych jarzma satelitow
W segmencie pierwszym i segmencie drugim sa
identyczne co do warto$ci 1 kierunku ze
wzgledu na sprzezenie mechaniczne kot sateli-
tarnych.

W praktyce istnieje jedno wspolne jarzmo
dwodch segmentow kot satelitarnych, rozdzie-
lone jednak mys$lowo w omawianym przykta-
dzie ze wzgledu na wygode indeksowania.
Réwne sobie, co do wartosci i kierunku sa
oczywiscie rowniez wektory predkosci kato-
wych samych kot satelitarnych. Mozna wigc za-
pisac:

ey = gy

Przetozenie kierunkowe pomigdzy kotem sate-
litarnym oraz kotem koronowym w segmencie
drugim, policzone zostalo z nastepujacej zalez-
nosci, wynikajacej z Wzoru Willisa:

51l = Wy =Tkﬂ
=k
L Cr_ﬂ}--. L)
Weg "Tog = Wiy " Tyg — Wz " Tz
_ Wep " Top T Wiy " Ty
g

4.3. Obliczenia kinematyczne segmentu trze-
ciego

Dla segmentu trzeciego, zastosowano Wwzor
ogblny, stosowany w przypadku przektadni
obiegowej o dwoch stopniach swobody. Mamy
tutaj bowiem do czynienia z przypadkiem ru-
chomego kota koronowego oraz ruchomego
kota centralnego. Wzor Willisa przyjmuje po-
stac:
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W powyzszym wzorze, dokona¢ nalezy naste-
pujacego podstawienia z uwagi na sprzgzenie
mechaniczne kot koronowych w segmencie
drugim i trzecim.

Predkosci o, oraz ®.3, odpowiadajg warto$cia
predkosci katowych watow, odpowiednio sil-
nika sterujacego oraz gtdéwnego i powinny by¢
podstawione ze znakami uwzgledniajacymi
zwrot ich wektorow. Predko$¢ wj;, odpowiada
warto$ci predkosci walu wyjsciowego prze-
ktadni obiegowej, w oparciu o ktéra dokonuje
si¢ obliczenia stosownych przetozen kinema-
tycznych.

Celem wyznaczenia warto$ci momentu sity na
wale wyjSciowym przekltadni obiegowej
o dwoch stopniach swobody nalezy w pierwszej
kolejnosci dokona¢ bilansu mocy przekladni.
W praktyce oznacza to odjgcie wartosci strat
mocy przektadni od sumy warto$ci mocy me-
chanicznej uzyskiwanej na walach silnika
gléwnego i sterujacego. Moc mechaniczng uzy-
skiwang w ten sposob na wale wyjsciowym
przektadni dzieli sie¢ przez warto$¢ uzyskanej
predkosci katowej walu wyjsciowego wjs, uzy-
skujac w ten sposob warto$¢ momentu sity.
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5. Podsumowanie i wnioski

Zaprezentowany artykul, jest pierwszym z cy-
klu, podejmujacych problematyke przektadni
obiegowych w ramach prac badawczo - roz-
wojowych, prowadzonych przez autora w Insty-
tucie Napedow 1 Maszyn Elektrycznych
KOMEL. W artykule skupiono uwagg na zalez-
no$ciach kinematycznych ztozonych konstruk-
cyjnie przektadni obiegowych w elektromecha-
nicznych zespotach napedowych pojazdow
elektrycznych. Postugujac sie zalezno$ciami
wyprowadzonymi z wzoréw Willisa, wyzna-
czono wartosci przelozen kinematycznych
przyktadowej przekladni wielosegmentowe;.
Zwrdocono uwage na uniwersalno$¢ zaprezen-
towanych zaleznosci, pozwalajacych na analize
kinematyczna roznego typu modyfikacji kon-
strukcyjnych przektadni obiegowych.

Skupienie wigkszej uwagi na problematyce
przektadni obiegowych, wymusita koniecznos¢
prowadzenia badan kompletnych, zintegrowa-
nych z przektadnig zespotéw napgdowych po-
jazdoéw elektrycznych. Wynika z tego koniecz-
no$¢ dalszego podejmowania tej tematyki
w pracy badawczej autora.
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