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Matematyk w kosmosie, czyli ile kulek potrzeba do zlozenia
eskadry statkéw kosmicznych?

Streszczenie. Celem tego artykulu jest zaprezentowanie sposobu uzasadniania pewnych row-
nosci kombinatorycznych pod pretekstem zabawy z ukladaniem figur geometrycznych z kulek. Na
koricu umieszczono zestaw zadan wraz z rozwiazaniami dla zainteresowanych czytelnikow.

Stowa kluczowe: symbol Newtona, rownosci kombinatoryczne.

1. Wstep

Autor pragnie przeprosi¢ czytelnikow, ktorzy zwiedzeni tytutem spodziewaja sie znalezé w nim tresci
zwigzane z podrézami kosmicznymi, eksploracja kosmosu lub chociaz konstrukcja rakiet. Tak naprawde
prezentujemy w nim kombinatoryczne réwnosci oraz metody ich uzasadniania. Bedziemy ukladac¢ kulki
w rozne figury geometryczne i wyprowadzimy wzory pozwalajace obliczaé liczbe kulek potrzebnych do
stworzenia kazdej z figur. Rozpatrywane figury to trojkaty, piramidy, statki kosmiczne i ich eskadry. Na
konicu znajduje sie zestaw zadan wraz z rozwigzaniami.

Glownym polem zainteresowan starozytnych, greckich, matematykow bylta geometria. Stworzyli jej
podstawy oraz wypracowali szereg jej wlasnosci. Interesowali sie tez liczbami, ktére mozna tworzyé¢ z
obiektow (kulek, kwadratow itp.) ulozonych w struktury przypominajace figury geometryczne. Przykta-
dami sg liczby kwadratowe, ktére mozna ,utozyé” w kwadrat lub liczby sze$cienne ,utozone” w szescian.
Do dzis przetrwalo odpowiednie nazewnictwo dotyczace drugiej i trzeciej potegi: méwiac ,,n kwadrat”
i,,n szecian” mamy na my$li druga i trzecia potege liczby n. Nie ma odpowiedniego nazewnictwa dla
wyzszych poteg, bo wymagatoby to tworzenia figur o wiekszej liczbie wymiaréw, a Grecy nie podejmowali
rozwazan, dla ktorych nie widzieli wyraznych zastosowan.
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Kolejnym naturalnym przyktadem liczb, ktére mozna ,;utozy¢” w obiekty geometryczne sg liczby tréj-
katne, ktéorym poswiecony jest kolejny rozdzial.

2. Liczby tréjkatne

Wyobrazmy sobie, ze uktadamy kulki w rzedach w ten sposéb, ze w pierwszym rzedzie ktadziemy
jedna kulke, w nastepnym dwie, potem trzy i tak dalej, tworzac w ten sposéb uktad kul przypominajacy
trojkat rownoboczny. Jesli utozymy n takich rzedéw, to liczbe kulek zuzytych do stworzenia tego trojkata
nazywamy n-ta liczba tréjkatna. Bedziemy oznaczac przez T,, zaréwno sam trojkat, jak i liczbe kulek w
nim zawartych. Ile wynosi 7T,,7 Jak wida¢ na rysunku ponizej 71 =1, 75 = 3, T3 = 6, T, = 10.

o & &

n=1 n=2 n=3 n=4
Thn=1 T, =3 T3 =6 T, =10

Ogoélniej liczba kulek dla n-tej liczby tréjkatnej jest rowna sumie kolejnych liczb naturalnych od 1 do

n, a wiec
T,=14+24---+n.
Niektorzy z czytelnikéw wiedza zapewne, ze ta suma wynosi % Zatem
1
T,=14+24+ ---4+n= %

A jak wykazaé te ostatnia rowno$¢? Zrobimy to na dwa sposoby.

Pierwszy sposob zwigzany jest z anegdoty o jednym z najwiekszych matematykéw w historii, Carlu
Friedrichu Gaussie. Ot6z Gauss wykazywal niezwykte zdolno$ci matematyczne od najmtodszych lat. W
wieku 6 lat zaczat uczeszczaé¢ do szkolty. Podobno byt do§é niesfornym dzieckiem, wiec nauczyciel, chcac
go uspokoi¢ na jaki§ czas, kazal mu obliczyé¢ sume wszystkich liczb od 1 do 50. Nauczyciel zapewne uznal,
ze nawet temu zdolnemu mtodziencowi zajmie to troche czasu. Gauss podszedl sprytnie do tego zadania.
Napisal tg sume dwukrotnie raz od 1 do 50, a nastepnie w odwréconej kolejnosci i dodat wyniki stronami:

S= 1 + 2 + - + 49 + 50
S= 50 + 49 + - + 2 + 1
2§= 51 + 51 + -~ + 51 + 51

Nastepnie zauwazyt, ze w pionach otrzymat 50 razy 51, wiec 25 = 50 - 51. A zatem S = 2551 = 1275.
Ciekawa musiala by¢ mina nauczyciela, gdy Gauss przyniost mu, w krotkim czasie, swoje rozwiazanie.
Anegdota zapewne nie jest prawdziwa, ale pokazuje jak niezwyklym talentem byt obdarzony Gauss i jak
nieszablonowo potrafit podchodzi¢ do probleméw matematycznych.

Teraz mozemy zastosowac trik Gaussa do obliczenia ogoélnej sumy:

T, = 1 + 2 + - 4+ n-1 + n
T, = n + n—-1 4+ - + 2 + 1
2, = n+1 + n+1 + -+ + n+1l + n+1
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i otrzymujemy 27,, = n(n + 1), wiec T,, = w Wiadomo réwniez, ze ta ostatnia liczba jest réwna
warto$ci symbolu Newtona (";rl) O symbolu Newtona napiszemy w rozdziale 4., a w rozdziale 5. podamy
rozwiazanie wszystkich zagadnien zwigzanych z budowg obiektéw przy pomocy kulek.

Uzasadnimy teraz wzor na T, w inny sposéb. Rozwazmy (n+1)? kulek utozonych w kwadrat o wymiarach
(n+1) x (n+1):

n+1

Mozemy ten kwadrat podzieli¢ na trzy czesci: nad przekatna, pod przekatna i na przekatne;j:
T, @ 3

Liczba kulek na i pod przekatng jest taka sama i réowna sie 1 + 2 + --- +n = T, a na przekatnej jest
n + 1 kulek. Zatem spetniona jest rownoscé

(n+1)?=n+1+2T,. (1)

n(n2+1) _ (n+1) )

Z niej wynika, ze T;, = 5

Drzielac kwadrat na dwie czesci:

Thny1

Tn

¢

o

otrzymamy inng zalezno$é: (n +1)2 =T, + Tp41 = (”'2"1) + (”‘2"2)
7 otrzymanego wzoru wynika, ze jezeli do o$miokrotnosci dowolnej liczby tréjkatnej dodamy 1, to

otrzymamy kwadrat liczby calkowitej:

n(n+1)

To+1=8-
8T, +1=8 ——

+l=dnn+1)+1=4n> +4n+1= (2n+1)% (2)
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Okazuje sie, ze powyzsza rownos¢ w pelni charakteryzuje liczby trojkatne. To znaczy, ze jesli liczba
naturalna ¢ jest taka, ze 8¢ + 1 = k2, dla pewnej liczby calkowitej k, to t jest liczba trojkatna i t = T), dla
n= % Aby to udowodni¢ wystarczy zauwazy¢, ze k jest liczba nieparzysta i skorzysta¢ ze wzoru (2).

3. Piramidki, statki i eskadry

W kolejnych etapach tego rozdziatu bedziemy indukcyjnie budowaé nowe figury: piramidki z trojkatow,
statki z piramidek, eskadry ze statkéw.

Na poczatek budujemy piramidke o podstawie trojkatnej w ten sposéb, ze najpierw ktadziemy tréojkat
T,, na nim trojkat 7,1, potem T,_o i tak dalej az do Tj. Na ponizszym rysunku zaprezentowano

piramidke o n = 4 poziomach (czyli o podstawie Ty).

¥
+
¥
(X
> 4
y

n=4
Py=Ty +T2+ T3+ Ty =20

e

Bedziemy oznaczaé przez P, zaréwno piramidke zbudowang z n pozioméw, jak i liczbe kulek na nig
sie sktadajacych. Liczbe P, bedziemy nazywac n-ta liczba piramidkowa. Z definicji liczby P,, wynika wzor

Pn:T1+T2—|—~~-+Tn:<;>+(g>+-~~+(n;1). (3)

Mozemy podaé charakteryzacje liczby P,, podobng do tej, ktéra wypracowalismy dla liczby T,, we wzorze
(2). Obustronnie mnozymy wzoér (3) przez 8, dodajemy n + 1 i wykorzystujac (2) otrzymujemy

8P, +n+1=1+@T +1)+@8Tx+ 1)+ + 8T, +1) =12 +32+52+ .-+ (2n+ 1%  (4)

Zatem p jest liczba piramidkowsa jesli istnieje liczba naturalna n taka, ze 8p +n + 1 jest suma n + 1
kwadratéw kolejnych liczb nieparzystych.

Wrzér na liczbe P,, wyznaczymy w rozdziale 5.

Kontynuujmy nasze uktadanki. Potaczmy piramidki Py, Ps, ..., P,. Otrzymamy w ten sposob cztero-
wymiarowg piramidke, a poniewaz nie mamy mozliwosci widzenia w czterech wymiarach, to mozemy tak
otrzymang figure wyobrazaé¢ sobie jako statek kosmiczny lub choinke. Tak otrzymang figure oznaczamy
przez S,. Oto przyktadowy statek ztozony z czterech piramidek:

n=4

Sqg=P1+ P2+ P3s+Py=35
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Liczba kulek uzytych do stworzenia statku ztozonego z n piramidek wynosi
Sn=Pi+P+- -+ P,.
Korzystajac z charakteryzacji liczby P, otrzymujemy:
8Sp+1+2+--+(n+1)=1+8P1+2)+ 8P, +3)+ -+ (8P, +n+1),
a stad dostajemy charakteryzacje liczb S,,:
8Sn + Tny1 =12+ (12 +3%) + (12 +32 +5%) + ...+ (12 + 32+ -+ (2n + 1)?).
Mozemy ja réwniez zapisa¢ w postaci:
88y +Tpri=(Mn+1)-12+n-32+(n—-1)-5"+---+1-(2n+1)%

Na koniec stworzmy eskadre statkow kosmicznych E,,. Na przyktad:

&

n=4

Ey=851+S2+S3+854=35

Wtedy E, = S1 + S+ -+ 5,.

Oczywiscie mozemy te zabawe kontynuowac tworzac eskadre eskadr uktadéw planetarnych, galaktycz-
nych. Poniewaz jednak wieksze eskadry nie zmieszczg sie w zadnym planie budzetowym, to my, podobnie
jak starozytni Grecy, nie bedziemy prowadzili rozwazan donikad nieprowadzacych.

4. Symbol dwumianowy Newtona

Dany jest dowolny zbior ztozony z n elementow, na przyktad X,, = {1,2,...,n} i liczba catkowita
k. Zbiér X, interpretujemy jako zbiér obiektéw ponumerowanych liczbami od 1 do n. Liczbe wybordéw
k obiektow ze zbioru X,, oznaczamy przez (Z) i nazywamy symbolem dwumianowym Newtona (lub po
prostu symbolem Newtona). Poniewaz ze zbioru n-elementowego mozna wybra¢ maksymalnie n obiektow,
to () =0dlak >n.

Kazdy wyboér wyznacza pewien podzbior zbioru X,,, wiec ("

k) interpretujemy roéwniez jako liczbe

podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowym.
Wyznaczmy wartos¢ symbolu Newtona dla niektorych wartosci k. Niewybranie zadnego podzbioru
w kombinatoryce utozsamiamy z wybraniem podzbioru pustego. Liczba elementéw zbioru pustego to 0,
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wiec (3) =1 dla kazdego n. Wartosé¢ (Z) tez jest rowna 1, bo na jeden sposéb mozemy wybraé¢ wszystkie
obiekty. Jeden obiekt mozemy wybra¢ na n sposobéw, wiec (71‘) =n.
Oto wszystkie mozliwe wybory dwoch obiektow ze zbioru Xy = {1,2,3,4}:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}.

Jak widaé¢, wypisanych zostato sze$¢ mozliwosci, wiec (;1) = 6.

Zanim podamy wtasnosci symbolu Newtona przypomnijmy, ze permutacja zbioru X,, nazywamy usta-
wienie wszystkich elementéw tego zbioru w dowolnej kolejnosci. Liczba réznych permutacji zbioru X, jest
réowna n! (n silnia). W pracy bedziemy wykorzystywaé rownosci

e 0l=1,
enl=1-2.--ndlan>0,

enl=(mn-1)-ndan>0.

Wtlasnosci symbolu Newtona.

Podamy uzasadnienia tych rownosci. Wprawdzie do uzasadnienia wzoréw (i) i (ii) mogliby$my wyko-
rzysta¢ rownosé (iv), ale zrobimy to w sposob kombinatoryczny. A w kombinatoryce mozna uzasadniaé
réwnosci poprzez tworzenie opowiesci o wyborach i pokazujac jak mozna w rézny sposéb tych wyboréw
dokonywag.

Uzasadnienia.

(i) Chcemy wybraé k z n obiektéw. Mozemy to zrobi¢ na (Z) sposobow wskazujac obiekty wybrane

lub na (nﬁ k) sposob6w wskazujac te obiekty, ktorych nie wybieramy. Oba sposoby daja odpowiedni
wyboér, wiee (7) = (,,",)- Zaprezentujmy to na przykladzie wyboréw dwoch obiektéw ze zbioru
(1,2,3,4,5).
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(i)

(iii)

Obiekty wybrane | Obiekty niewybrane | Numer wyboru

1,2 3,4,5 1
1,3 2,4,5 2
1,4 2,3,5 3
1,5 2,3,4 4
2,3 1,4,5 5
2,4 1,3,5 6
2,5 1,3,4 7
3,4 1,2,5 8
3,5 1,2,4 9
4,5 1,2,3 10

Zbiér wyboréw k obiektow ze zbioru n-obiektowego dzielimy na dwa roztaczne podzbiory.

e Wybory, w ktorych wystepuje obiekt z numerem 1. Tych wyboréw jest (}~7), bo do pierwszego
obiektu musimy dobra¢ k — 1 obiektéw z pozostatych n — 1 obiektow.

e Wybory, w ktérych nie ma pierwszego obiektu. Wtedy mamy (";1) mozliwosci, bo musimy
wybra¢ k obiektow z pozostatych n — 1.

Kazdy wybor miesci sie w jednym z powyzszych, wiec liczba wyboréw (Z) jest suma liczby wyboréw
z plerwszego zbioru i liczby wyboréw z drugiego. Zatem (}) = (";') + (}~}). Dla wyboréw dwoch
obiektow ze zbioru {1,2, 3,4, 5}, podzial na powyzsze zbiory wyglada nastepujaco:

(3) =10
Wybrano 1 — (‘11) =4 || Nie wybrano 1 — (3) =6

1,2 2,3
1,3 2,4
1,4 2,5
1,5 3,4

3,5

4,5

Chcemy wyznaczy¢ wszystkie wybory pewnej liczby elementéw ze zbioru X = {1,2,...,n}. Mamy

tu na mysli wybory dowolnej liczby elementéw. Z jednej strony mozemy wybraé¢ zero elementow
na () = 1 sposobow, jeden element na () sposobow i tak dalej az do () wyboréw wszystkich
elementéw. Tak wiec liczba wyboréw jest réwna

(g)+(’;)+...+(g).

Teraz policzmy wybory w inny sposob. Jesli chcemy wybraé elementy ze zbioru {1}, to mamy dwie
mozliwo$ci: nie wybieramy nic lub wybieramy 1. Przypu$émy, ze dokonaliémy wszystkich wyboréw
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(iv)

ze zbioru {1,2,...,n — 1} i ze ich liczba jest réwna 2"~ !, Zauwazmy, ze wybor elementéw ze zbioru
{1,...,n — 1} jest tez wyborem elementéw ze zbioru {1,...,n}. Te wybory nie zawieraja elementu
n. Aby otrzymac, te do ktérych nalezy n trzeba do kazdego wyboru z mniejszego zbioru dotaczyé n.
W ten sposob otrzymamy wszystkie wybory. To oznacza, ze liczba wyboréw sie podwaja i wynosi
2.2n1 =2n,

W ponizszej tabeli prezentujemy zasade podwajania wyboréw przy przejsciu od trzech wybranych
elementéw do czterech.

Wybory ze zbiorow
1,2,3 1,2,3,4

10/ 1.
1.| @

4 2.

1 3.
2. 1

1,4 4.

2 5.
3.| 2

2,4 6.

3 7.
4.| 3

3,4 8.

1,2 9.
5. 1,2

1,2,4 10.

1,3 11.
6.| 1,3 ’

1,3,4 | 12.

2.3 13.
7.1 2,3 :

2,3,4 14.

1,2,3 15.
8.| 1,2,3}—

1,2,3,4 | 16.

Poniewaz oba zaprezentowane sposoby zliczaja liczbe wszystkich wyboréw, wiec spetniona jest row-

(0) = () e ()=

Chcemy obliczy¢ liczbe wyboréw k réznych obiektéw ze zbioru ztozonego z n obiektow. Najpierw

nos¢

ustawimy wszystkie obiekty w dowolnej kolejnosci. Mozemy to zrobi¢ na n! sposobow. Nastepnie
z kazdego ustawienia wybieramy k pierwszych obiektéw. Zauwazmy, ze otrzymamy dokladnie te
same wybory jesli k pierwszych elementéw w danym ustawieniu pozamieniamy w dowolny sposéb
pomiedzy soba i to samo zrobimy 7 pozostatymi obiektami, ktorych jest (n—k). Poniewaz k obiektow
mozna przemiescié na k! sposobow, a pozostale obiekty na (n—k)!, to liczba takich samych wyborow
bedzie rowna k!(n — k)!. Zatem na liscie wszystkich ustawienn kazdy wybor pojawi sie dokladnie
kl(n — k)! razy. Wynika stad, ze liczba wyborow jest rowna WLW

Przesledzmy tok powyzszego rozumowania na przyktadzie wyboréw dwoch elementéw z czterech.
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Ustawienie | Wybér | Numer wyboru

1234

12

2134

1243

2143

1

1324

13

3124

1342

3142

1423

14

4123

1432

4132

2314

23

3214

2341

3241

2413

24

4213

2431

4231

3412

34

4312

3421

4321

Powyzej uzyliSmy typowych w kombinatoryce uzasadnien réwnosci. Najpierw opisujemy zadanie pole-

gajace na pewnym wyborze obiektéw, a nastepnie pokazujemy jak mozna w rézny sposéb dokonywaé tych

wyboréw. Czasem zadanie wyraza sie przy pomocy historii z zycia wzietej. Przyktadami sg twierdzenie

Halla o matzenstwach (patrz [1], rozdzial 3) lub zasada szufladkowa Dirichleta, ktérej angielska nazwa

,bigeonhole principle” nawigzuje do anegdoty o spacerze podczas, ktérego niemiecki matematyk Peter

Gustav Lejeune Dirichlet odkryt ta zasade obserwujac golebie zmierzajace do golebnikow ( [1], rozdzial

4).



110 W. Tomaszewski

Teraz mozemy, korzystajac z wlasnosci (ii) oraz (Z) = 1, obliczyé¢ liczbe piramidkowa Ps:
Ps= T+ To+T3+T,+T5 =

B+ +E+E+E =G+ +E+E)+G) =

B)+G)ra+0+0-(5)+

4 5

D) 0=0r@=0=f=-==57-%
(5)

Ogolniej, spelniona jest réwnosé:

)+ () () =("3"): B

Uzasadnimy ja dwiema metodami.

m

m—41

Metoda 1. Tak jak powyzej, w kolejnych krokach sume (g”) + ( 3

ostatnim kroku otrzymujemy

@%@%n+0ﬁ%ﬁ><9%90?>

Czytelnicy, ktorzy znaja metode indukcji matematycznej pewnie zauwazyli jej zastosowanie w powyzszej

) zastepujemy przez ( ), a w przed-

argumentacji.

Metoda II. Metoda kombinatoryczna. Wybieramy trzy spo$réd n + 1 elementéw. Mozemy to zrobié¢ na
(";1) sposobow. Teraz ponumerujmy elementy liczbami od 1 do n + 1. Jesli najmniejszym wybranym
elementem jest k, to z pozostatych n —k wiekszych elementéw wybieramy dwa na (";k) sposoboéw. Zatem
dzielac wybory ze wzgledu na najmniejszy wybrany stwierdzamy, ze ich liczba wynosi

() () ++ ().

Zobrazujmy ten tok rozumowania dla (3) = g% = 20 w ponizszej tabelce:
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Najmniejsza wybrana liczba | Wybory | Liczba wyborow

1 123 (5) =10
124
125
126
134
135
136
145
146
156
2 234 (5) =6
235
236
245
246
256
3 345 (G)=3
346
356
4 456 (G =1

5. Liczby kulek w T,,, P,, Sy, E,,

W tym rozdziale podajemy wzory na liczbe kulek w tréjkatach, piramidkach, statkach i eskadrach.
Ze wzoru (iv) wynika, ze

n+1\  (n+1)!  ((m-DhHh+1) nn+1)
( 2 >_2!(n—1)!_ 2n—1)! 2

Zatem T,, = @ = (n';l) Zauwazmy, ze réwnos§¢ 1+2+---+n = (n'QH) mozemy uzasadni¢ w podobny

sposob jak (5), dzielac wybory dwoch elementow z n + 1 ze wzgledu na najmniejszy wybrany element.
Korzystajac z (5) mozemy obliczy¢ liczbe kulek w piramidzie:

2 3 n+1 n—+ 2
P’I’L:T T . e Tn: e = .
L E Tyt (2)+(2)+ +(2) (3)

Wzor (5) ma uogoélnienie
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Uzasadnia sie go w analogiczny sposéb jak (5), dzielac wybory k + 1 elementéw ze zbioru n + 1-
elementowego ze wzgledu na najmniejszy wybrany element.

7 tej ostatniej zaleznosci wynikaja wzory pozwalajace obliczy¢ liczby kulek sktadajacych sie na statek
kosmiczny oraz eskadre statkow:

So=Pi+ Pt Po= )+ )+ + ("5 = (")
Ep=51+8+ 48 =)+ )+ + (") = ("1
Zestawmy otrzymane wyniki w tabeli:
Nazwa liczby | Oznaczenie | Ilosé kulek

Liczba trojkatna T, ("3

Liczba piramidkowa P, ("5

Statek Sh (nf’)

Eskadra E, (")

6. Zadania dla zainteresowanych

W tym rozdziale proponujemy zainteresowanym czytelnikom kilkanascie zadan, a w nastepnym pre-
zentujemy ich rozwigzania. Niektoére z ponizszych zadan to kolejne uktadanki z kulek.
Bedziemy uzywa¢ tak zwanej notacji sigma:

n
Zai:a1+a2+a3+o~+an.
i=1

n n
Na przyklad > 1 oznacza sume n jedynek, wiec > 1 = n. Zauwazmy, ze liczby T,,, P,,, S, i E,, mozemy

i=1 i=1
zapisaé jako

To=> i, Pa=> T Sp=> P, E,=)» S
=1 =1 =1 1=1

1. Na ile sposobow mozna wybraé cztery osoby z grupy o$mioosobowej?

2. W pewnej firmie, w ktorej pracowalo n oséb, odbywaly sie wybory k-osobowego zarzadu oraz
prezesa, ktory wchodzit w sktad zarzadu. Obliczajac na dwa sposoby liczbe mozliwych wyborow

uzasadni¢ réwnosé k(7)) =n(7}).

3. Niech n = 2m + 1 bedzie liczba nieparzysta. Udowodnié, ze

(00 (0) e
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4. Wobec zagrozenia nadciagajacego z Proximy Centauri, Wielka Rada Uktadu Stonecznego postano-
wila utworzy¢ eskadre eskadr EE,, bojowych statkéw kosmicznych. Planeta o numerze n w ukladzie
musiata wystawi¢ eskadre F,,. Tak wiec Merkury wystawit eskadre F;, Wenus F, itd. Z ilu kulek
zbudowano eskadre eskadr zakladajac, ze wlaczone zostaly takze planety kartowate Ceres i Pluton?

5. Dawno temu panowal w Egipcie mlody faraon, ktéry bardzo chcial, zeby po $mierci o nim nie
zapomniano. Niestety panowal pokoj i wladca nie mogt sie zapisa¢ na kartach historii jako wielki
wodz. Nadarzyta sie jednak okazja, gdy do Egiptu przybyt tajemniczy medrzec ze wschodnich krain
i zaoferowal, ze moze wybudowaé faraonowi cztery piramidy z wielkich ztotych kul. Piramidy mialy
mie¢ podstawy tréjkatne, najwyzsza z nich miata mie¢ podstawe Ty, a kazda nastepna miata by¢ o
jeden poziom nizsza od poprzedniej. Faraon chcial wiedzie¢ ile bedzie kosztowalo postawienie tych
piramid. Akurat byla promocja i jedna zlota kula kosztowata 100 debenéw!. Ile faraon zaptaci za
postawienie wszystkich piramid jesli za ulozenie jednej kuli zaptaci (oprocz jej kosztu) dodatkowe

5 debenéw?
y&igb B Do

Tak piramidy beda wygladaly z lotu ptaka

6. Niestety w trakcie budowy piramid doszlo do tragicznego wypadku. Jedna z kul stoczyla sie i przy-
gniotla mtodego faraona (niektorzy dopatrywali sie celowego dziatania oséb niezyczliwych miodemu
wladcy). Poniewaz faraon nie zostawil potomstwa, nowym wladcg zostal najwyzszy kaptan. Nowy
faraon postanowil, ze zbuduje jedna piramide o podstawie kwadratowej. Okazalo sie, ze cena za
jedna kule wzrosta do 140 debenéw, a cena za jej utozenie do 10 debenéw. Faraon nakazal medr-
cowi obliczy¢ liczbe kul w piramidzie o n poziomach, a nastepnie obliczy¢ dla jakiego n cena nie
przekroczy 9000 debendéw. Jaka warto$é n wyszta medrcowi?

Piramida o czterech poziomach z lotu ptaka

7. Obliczy¢ sumy > (2i+1)2 =12 +32+ .-+ (2n+1)? oraz >, (2i)? =22 +42 + ... + (2n)2
i=0 1=0

8. Obliczy¢ > > (25 + 1)
i=05=0

1O systemach pienigznych starozytnego Egiptu mozna przeczytaé na stronie internetowej [3]. Zgodnie z wyliczeniami z
tej strony jeden deben wart byl okoto 27 dzisiejszych zlotych.
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n 1 7
9. Obliczyé¢ > > Y (2k +1)%
i=05=0 k=0

10. Ukladamy kulki w szesciokaty. Ile kulek trzeba zuzy¢ na utozenie szesciokata jesli bok tego szescio-
kata sklada sie z n kulek? Na rysunku prezentujemy szesciokat dla n = 4.

11. Tworzymy platek $niegu jak na ponizszym rysunku. Z ilu kulek sklada sie platek $niegu, jesli

srodkowy szesciokat ma bok ztozony z n kulek?

12. Wyobrazmy sobie, ze laczymy osiem trojkatow T, otrzymujac oSmioscian foremny w taki sposob,
ze krawedzie dwoch sasiednich §cian pokrywaja sie. Z ilu kulek bedzie sktadata sie ta figura? Z ilu

kulek bedzie sie sktadal podobnie utworzony dwudziesto$cian foremny?

Siatka dwudziesto§cianu foremnego

Og$mioécian foremny

5 k J
13. Obliczy¢ > > > 1.
k=1j=14i=1

14. Obliczy¢ sume wszystkich liczb w ponizszym trdojkacie ztozonym z n poziomow.
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1
1 2
1 2 3
1 2 3 4
1 2 3 5 n

15. Wyznaczy¢ sume

En:i-(n—i—kl):1~n+2-(n—1)+3-(n—2)+---+(n—2)~3+(n—1)~2+n-1.
i=1

16. Obliczy¢ sume wszystkich liczb na kazdym poziomie i sume wszystkich liczb w ponizszym tréjkacie

zlozonym z n poziomoéw.

1-2
1-2 2.3
1-2 2.3 3.4
1-2 2.3 3.4 4.5
1-2 2-3 3.4 4.5 n-(n+1)

17. Tworzymy trojkat Pascala ukladajac w nim liczby (}) poziomami (ktére tym razem numerujemy
od 0).

G ) (3) (3) ()
Wyznaczy¢ pie¢ pierwszych pozioméw trojkata Pascala oraz obliczyé sume wszystkich liczb tego
trojkata od poziomu zerowego do n-tego.

7. Rozwigzania zadan

1. Liczba wyboréw jest réwna (5). Wykorzystujac rownosé 8! = 4!- 56 - 7 - 8 otrzymujemy:

=5-7-2=170.

T 4141 T 2.3.4

(8) 8 41-5.6-7-8 5.6-7-8
4
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2. Pierwszy sposob, to wyboér zarzadu, ktory ze swojego grona wyloni prezesa. Zarzad mozemy wybrac
na (Z) sposobéw, a potem prezes jest wybierany na (]f) = k sposobéw. Zatem wybér zarzadu i
prezesa odbywa si¢ na (})k sposobow.

W drugim sposobie najpierw wybrano prezesa na (’f) = n sposobow, a potem prezes wybral pozo-

stale osoby do zarzadu. Moze to zrobi¢ na (}'~}) sposobow. Ten sposob postepowania daje n(}”})
mozliwosci. Poniewaz obie metody rozwiazuja to samo zadanie, to réwnoscé (Z)k = n(Zj) jest

spelniona.

Innym sposobem uzasadnienia rownosci jest uzycie wzoru (iv):

n\ n! _kn-(n-1)! (n—1)! _ (n—=1
k(k)_k'k!(nk)!_k(k1)!(nk)!_”'(k1)!(n1(k1))1_”(k1)'

3. Z wtasnosci (iii) symbolu Newtona wynika, ze

() (e () G )+ () o )+ () -

Wykorzystujac (i) dla n = 2m + 1 otrzymujemy

n _(2m+1\ 2m+1 _ n
m+s) \m+s) 2m+1—-(m+s)) \m—-s+1)’
a stad

()= (o) # o () + 0= G+ G+ () + )

Zatem

V@) () G G+ Galka) +0 G2) + () =
)+ () )+ () + )+ ) et () + ) =
(@ + )+ () + () =2

Po podzieleniu przez 2 otrzymamy zadany wzor.

o) (1) +
o) + (1) +

(
(
2

4. Liczba planet wraz z Ceres i Plutonem jest rowna 10. Zatem wykorzystujac wzor (6) otrzymujemy

) 6 14 15 15!
EEng 1+ E>+ -+ Eqg <5) + (5> + -t (5> <6) G101 5005

5. Liczba kulek zuzytych do budowy piramid wynosi

443 7
P1+P2+P3+P4:S4=( 4 >=(4)=35.

Zatem faraon musi zaptaci¢ 35 - 105 = 3675 debendw.
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6. Na kolejnych poziomach mamy n?, (n—1)2,...,22 12 kulek. Ze wzoru (1) wynika, ze n? = n+2T,,_1.
Przyjmujemy dodatkowo T = 0. Zatem liczba kulek w piramidzie jest réwna

n2+mn—-172%4 - +22412=n+2T, 1 +(n—1)+2T, o+ +2+271 + 14 2T =

nt =1+ 14+ 2T+ + T+ Tp) = Ty + 2Py = (") +2("F) =

(n+1)! (n+1)! _ (n+1)!3 (n+1)!(n—1) _ (n+D!(34+2n—2) _ n(n+1)(2n+1)
-1 T 23!(n—2)! = 3I(n—1)! +2 3 n—1)! 3l(n—1)! = 6 :
Koszt piramidy wyniesie 150 - %. Musimy, wiec rozwigza¢ nieréwnoscé

nn+1)(2n+1)

150 - < 9000.

Po wymnozeniu przez 6 i podzieleniu przez 150 otrzymujemy n(n + 1)(2n 4+ 1) < 360. Dlan =5
otrzymujemy 5-6-11 = 330, a dla n = 6 mamy 6 - 7- 13 = 546. Zatem rozwigzaniem jest n = 5.
7. Dodajac te dwie sumy do siebie otrzymujemy

D Ri+1)7+> (20 =1+3 4+ 20+ 12422+ 474 (20)P = 12427+ 20+ 1)°
i=0 =0

Teraz mozemy zastosowa¢ wzor wypracowany w poprzednim zadaniu (wstawiamy w nim 2n + 1

zamiast n):
l;(m' F1)2 4 ;(22.)2 _ (@n+ 1)(2n(;0— 2)4n+3) _ (n+ 1)(2n;r (dn+3)

Ze wrzoru (4) wynika, 7e

" 2
Z(2i+1)2=12+32+~--+(2n+1)2:8Pn+n+1=8(n; )+n+1.
1=0

Obliczmy ta ostatnig liczbe

8(n—20—2) +n+1=8- sgzzn-&fi’)' +n+1= 8n(n+é)(n+2) +n+1= 4n(n+1)(n—§2)+3(n+1) _

(n+1)(An(n+2)43) _ (n+1)(4n’+8n+3) _ (n+1)(2n+1)(2n+3)
3 - 3 - 3 .

Zatem > (2i +1)%2 = ("+1)(2”§1)(2n+3). Teraz obliczamy druga sume
i=0

i(%)g _ (n+1)(2n;1)(4n+3) _ 2":(22. L1 = (n+1)(2n;1)(4n+3) _ (n+1)(2n;1)(2n+3) _

i=0 i=0

2n(n+1)(2n+1)
3

8. Wykorzystujac wzor (4) obliczamy

7
S @j+1)2=12 4224 4 (20 +1)2 =8P +i+1.
=0
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10.

11.

12.

Stad

n [ n n " 5 )
Z (2j+1)2:Z(S'H+i+l):823+Z(i+1):8~5n+Tn+1:8<nz >+(n—2|— )
i=0 j=0 i=0 i—0 =0

Korzystajac ze wzoru (iv) mamy

n+3 n+2\ __ n+3)! n+2)! _ 2n(n4+1)(n+2)(n+3)+3(n+1)(n+2)
8(4)+(2)_8.4(!(nfi)!+(2!n!)_ ( ) (6) ( } =

_ (n+D)(n4+2)(2n(n+3)4+3) _ (n4+1)(n+2)(2n2+6n+3)
- 6 - 6 .

Zatem ‘
n ?

YD @i+1)?= (n+ 1)(n+2)6(2n2 +6n+3)

i=0 j=0

. Korzystajac z poprzedniego zadania otrzymujemy

i n

J n n
+4 n+3
2k+1)% = 8S; +T; =38 Si Tiy1=8E,+ Phy1 =38 " :
§(+>Z(++1> Y S+ T + Pt (5)+(3)

n
i=0 j=0 k=0 =0 =0 =0

Zliczamy kulki w kolejnych sze$ciokatnych obramowaniach tworzacych caty szesciokat, zgodnie z
kolorami na ponizszym rysunku.

Liczba kulek na n-tym obramowaniu wynosi 6(n — 2) + 6 = 6(n — 1), bo do 6(n — 2) kulek we-
wnatrz kazdej krawedzi dodajemy 6 kulek potozonych w wierzchotkach. Stad liczba kulek w calym
szesciokacie jest réwna

—1
1+6~1+6-2+-~-+6-(n—1):1+6~(1+-~-+(n—1)):1+6n(nz):1+6(Z>.

Ptlatek $niegu sklada sie z jednego szesciokata o krawedzi n i szesciu szeSciokatéow o krawedzi n — 1.
Korzystajac z poprzedniego zadania otrzymujemy liczbe kulek:

weofs) e (o) mreet) el ) oo (1)

Whetrze kazdej $ciany osmiokata jest trojkatem 7),_;. Zatem wewnatrz wszystkich $cian znajduje
sie 87,1 kulek. Policzmy teraz liczbe kulek na krawedziach. O$mioScian ma 12 krawedzi. We-
wnatrz kazdej krawedzi jest n — 2 kulek. Do liczby kulek wewnatrz krawedzi dodamy sze$¢ kulek
znajdujacych sie w wierzchotkach. Zatem na krawedziach znajduje sie

12(n—2) +6 = 12n — 18
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13.

14.

15.

16.

kulek.

Liczba wszystkich kulek w o$miokacie jest rowna

8Tph—1 +12n - 18 = 8(2) +12n — 18 = 4n” 4 8n — 18.

Gdyby$my o$mioscian stworzyli z dwoch piramid o podstawach kwadratowych, taczac ich podstawy,
to otrzymaliby$my
nn—1)2n—-1) nn+1)2n+1) n2n2+1)

2(12 4922 ... —1)2 2 = =
(T2 4+ (n—1)")+n G + 6 3

kulek.

Dwudziesto$cian foremny ma 20 trojkatnych Scian, 12 wierzchotkéw i 30 krawedzi. Kulki na krawe-
dziach zliczamy podobnie jak dla o$miokata:

30(n —2) + 12 = 30n — 48.
Dodajemy do tego 207,,—; kulek wewnatrz kazdej Sciany. Liczba kulek w dwudziestoScianie wynosi,
wiec

20T, 1 + 30n — 48 = 10n2 + 20n — 48.

Obliczamy sumy od prawej strony do lewej, wykorzystujac wzory z ostatniej tabeli

5 k J 5 k 5 k
X1=>Y > A+14---+1)= i=>Q+24---+k)=
k=1j=1i=1 k=1j=1 " k=1j=1 k=1
J

5k(k+1)_5 k+1y _ (2 3 4 5 6y — () = 7L _ 35

kz;l 2 _kzl(z)_(2)‘"(2)"‘(2)"‘(2)‘"(2)_(3)_ﬁ_ :
uma na poziomie k-tym wynosi 1 +2 4 --- 4+ k = = . y obliczy¢ sume wszystkic
S iomie k i1+2 ke = BERD — (K1) Aby obli e kich

liczb w trojkacie sumujemy najpierw liczby w poziomie, a potem dodajemy wyniki i wykorzystujac

B Qe ()03

Sumujemy liczby w tréjkacie z zadania 14. skosami idacymi od géry w lewo. Na pierwszym skosie

wzor (5) otrzymujemy

mamy 7 jedynek, na drugim n—1 dwojek itd. Zatem poszukiwana suma jest réwna sumie wszystkich

n+2) .

liczb w trojkacie, a wiec wynosi tak jak w poprzednim zadaniu ( 3

Suma liczb na k-tym poziomie jest réwna
124234 h(k+1) =2 (524 334 4 BEHD)
2Ty +To + -+ Ty) = 2P

Zatem suma liczb w trojkacie wynosi

2P1+2P2+-~-+2Pn—QSn—2<n13>.
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17. Kazdy wiersz zaczyna sie i konczy jedynka, bo (8) = (

n

") = 1. Ponadto z wlasnosci (i) wynika,

ze kazda liczba na danym poziomie stojaca pomiedzy dwiema liczbami na wyzszym poziomie jest
réwna ich sumie. Wykorzystujac te wlasnosci otrzymujemy

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Zgodnie z wlasnoscig (iii), suma liczb na k-tym poziomie jest réwna 2%, Zatem suma wszystkich

liczb wynosi
2ntt — 1

1+2+22+--~+2"_ﬁ:2n+1_1.

Ten ostatni wynik mozemy tez otrzymaé sumujac elementy tréjkata Pascala skosami i wykorzystujac
wzor (6). W pierwszym skosie mamy sume

0+ )-
(B
B0+

Sumujac liczby w trojkacie skosami otrzymamy

n+1 n n+1 T n+1\ (n+1 n n+1 n n+1 T n+1 C{gntl_g
1 2 n+1) U 0 1 2 n+1 N '

w drugim

a trzecim

Czytelnikom, ktérzy chcieliby poszerzy¢ swoja wiedze w tej tematyce polecamy dwie §wietne ksiazki

[1], [2] oraz niewymienione tu inne ksiazki z kombinatoryki.
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