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Od krzywej btedu do menzurandu

dr Pawel Fotowicz (Redaktor dziatu Technika i Pomiary)

Metodyka opracowania danych pomiarowych ma juz swoja dtuga historie. Zaczyna sie wraz z wykonywaniem
pomiaréw w sposéb naukowy i rozwojem mysli matematycznej. Wspotczesnie kojarzona jest z pojeciem
niepewnosci pomiaru, jako matematycznego parametru zwigzanego ze zmienng losowa. Pierwotnie
odnosita sie do zagadnienia zmiennosci btedu pomiaru w postaci krzywej jego rozktadu. Obecnie odnosi
sie do pojecia menzurandu jako matematycznego opisu kazdego pomiaru, niezaleznie od stopnia jego
ztozonosci. To podejscie pozwala na przedstawienie wyniku pomiaru w postaci zbioru mozliwych
wartosci dla wielkosci mierzonej, obliczanej na postawie modelu pomiaru, ktérego sktadowymi sg
zmienne losowe o okreslonych rozktadach prawdopodobieristwa.

Evaluation of measurement data in metrology is associated with term of measurement uncertainty. The
measurement uncertainty is a parameter characterizing the dispersion of the quantity values being
attributed to a measurand. The measurand is a quantity intended to be measured and is expressed as
an output quantity in a measurement model. This quantity is treated as a set of possible values expressing
a measurement result. Mathematically the measurand is a random variable calculated by the propagation
of distributions through the measurement model. Usually, the measurement model is the form of
measurement equation consists of many components. Any component is also a random variable with
a prescribed probability distribution. One component is associated with a series of observations as
a random effect, but another components are an systematic effect. Historically, the first of this components

was associated with curve of error.

Wstep

Metodyka opracowania danych pomiarowych
w metrologii kojarzy si¢ z pojeciem niepewnosci po-
miaru. Ona za$ rozumiana jest jako parametr cha-
rakteryzujacy rozproszenie wartosci zwigzanych z men-
zurandem. Termin ten oznacza wielko$¢, ktéra ma
by¢ zmierzona. Wielkos¢ ta przedstawiana jest w po-
staci matematycznego modelu, ktory najczesciej przy-
biera posta¢ rownania pomiaru. Réwnanie to okre-
$la zbor mozliwych wartoéci zwigzanych z wielkoscia
mierzong, a niepewno$¢ pomiaru stanowi miare je-
go rozproszenia. We wspodlczesnej metrologii zbior
ten kojarzony jest z wynikiem pomiaru. Matematycznie
wyobrazany jest w postaci zmiennej losowej o okre-
slonym rozkladzie prawdopodobienstwa, obliczanym
na podstawie przyjetego modelu pomiaru. Réwnanie
pomiaru zawiera szereg skfadowych, ktdre tez s zmien-
nymi losowymi, lecz w przeciwienstwie do menzu-
randu, o apriorycznie przyjmowanych rozkladach
prawdopodobienstwa. Jedna z takich skladowych jest

zawsze sktadowa losowa zwigzana bezposrednio z se-
rig obserwacji. Natomiast pozostale, nazywane od-
dzialywaniami systematycznymi, wynikaja z wiedzy
o samym pomiarze. Dotyczy to zaréwno pomiaru
bezposredniego, jak i posredniego.

Jednakze zanim doszto do traktowania wielko$ci
mierzonej jak menzurandu, w odleglej przeszlosci
koncentrowano sie¢ tylko na zagadnieniu skladowej
losowej i jej rozkladzie w postaci krzywej bledu. Krzywa
bledu stala sie celem poszukiwan dla wielu wybitnych
przedstawicieli nauk $cistych i zwigzana byta z teorig
warto$ci prawdziwej w pomiarze.

Poczatki

Juz w XVII w. Galileusz uwazal, ze istnieje tylko
jedna warto$¢ prawdziwa zwigzana z wielkoscia mie-
rzong, a wszystkie obserwacje obcigzone sg btedami
spowodowanymi przez obserwatora, przyrzad po-
miarowy i warunki, w ktérych s3 wykonywane. Sadzit
on réwniez, ze wyniki obserwacji rozlozone sg syme-
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trycznie wokol wartosdci prawdziwej, a wartosci wy-
razajace blad pomiaru rozlozone sg symetrycznie wo-
kot zera. Wloski uczony twierdzit tez, Ze mate
warto$ci bleddw powtarzaja sie czesciej niz duze.
Spostrzezenia te dobrze okreslaja specyfike wyniku
pomiaru i w nastepnym stuleciu doprowadzity do
sformufowania podstawowych rozwigzan w dziedzi-
nie opracowania danych pomiarowych, idacych w kie-
runku okreslenia tzw. krzywej bledu.

W potowie XVIII stulecia zdawano sobie sprawe,
ze powtarzajac pomiary w ten sam sposéb i tym sa-
mym przyrzadem pomiarowym nie uzyskujemy tych
samych wynikéw - rdznig si¢ one od siebie nieznacz-
nie, tworzac pewien przedzial zmiennosci. Dodatkowo
czesto$¢ powtarzania wynikéw w tym przedziale jest
rézna i na ogot wieksza dla wartosci srodkowych niz
dla skrajnych. Ta obserwacja nasunela angielskiemu
matematykowi Thomasowi Simpsonowi mysl o przy-
jeciu krzywej dla obwiedni czestosci powtarzanych
wynikow w postaci trojkata rOwnoramiennego, kto-
rego wierzcholek ulokowany jest posrodku przedzia-
tu, a zbocza opadajg do zera dla wartosci skrajnych.
Simpson uwazal, ze o ile rzeczywista wartos¢ wiel-
kosci nie jest znana, to rozklad jej bledu pomiaru juz
tak, i jest symetryczny z czestoscig powtarzania pro-
porcjonalng do ciagu liczb 1, 2, ..., n, ..., 2, 1.

Inny wybitny matematyk francuski Pierre Simon
Laplace sformutowat trzy warunki dotyczace krzy-
wej bledu. Pierwszy, ze ma by¢ symetryczna wzgle-
dem wartosci prawdziwej, gdyz obserwacje jednako-
wo odchylaja si¢ od niej w kierunku warto$ci wiekszych
i mniejszych. Drugi, Ze musi zdaza¢ do zera, oddala-
jac si¢ od wartosci prawdziwej, gdyz prawdopodo-
bienistwo, ze warto$¢ obserwacji moze by¢ nieskon-
czenie rozna od wartos$ci prawdziwej, jest rowne zeru.
Trzeci warunek jest taki, ze obszar (pole powierzch-
ni pod krzywa btedu) musi by¢ liczbowo réwny je-
den, gdyz pewne jest zdarzenie, ze kazda obserwacja
zawarta jest pod tg krzywa. Warunki Laplace’a mo-
ze spelnia¢ wiele krzywych, lecz dwie sposrod nich
zasluguja na szczeg6lng uwage.

Krzywe btedu

Najwazniejsze rozwigzania w dziedzinie wyboru
krzywej bledu przynosi przetom XVIII i XIX w., a szcze-
gblnie pierwsze dziesieciolecie XIX w. Podstawowym
zagadnieniem staje si¢ wybdr metody opracowania
danych pomiarowych. Zagadnienie to sprowadza si¢
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do odpowiedzi na pytanie, w jaki sposéb matema-
tycznie zbudowa¢ model pomiaru, dysponujac jedy-
nie rozproszonymi danymi eksperymentalnymi.
Przykladem moze by¢ wyznaczenie parametréw tra-
jektorii ruchu obiektu astronomicznego, np. planeto-
idy lub komety, na podstawie wykonanych obserwa-
cji potozen tego obiektu. Pomiary astronomiczne
absorbowaly bowiem uwage twércéw podstawowych
rozwigzan w dziedzinie opracowania danych pomia-
rowych: Laplace’a, Legendre’a i Gaussa. Laplace po-
czatkowo uwazal, ze efektywng moze by¢ metoda mi-
nimalizacji sumy moduléw bledéw pomiaru. Juz
w 1774 r. wnioskowat [1], ze krzywa btedu moze by¢
podwdjna funkcja ekspotencjalna w postaci:
M -
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Pod koniec XVIII w., w dobie Rewolucji Francuskiej
Laplace i Legendre, dwaj profesorowie matematyki
w Ecole Militaire, angazuja si¢ w dzieto tworzenia no-
wego metrycznego sytemu miar. Laplace proponuje
definicje podstawowej jednostki dtugosci, metra,
opartg na diugosci potudnika przechodzacego przez
Paryz. Legendre wykonuje prace majace na celu moz-
liwie jak najdoktadniejsze wyznaczenie szerokosci
geograficznych punktow kluczowych dla tego polu-
dnika. Stosuje przy tym nowa metodg, oparta o naj-
mniejsza sume kwadratow bledow i w 1805 r. przed-
stawia jej opis [2]. Tg samg droga podaza niemiecki
matematyk Carl Friedrich Gauss, ktdry stosuje te me-
tode przy obliczaniu trajektorii cial niebieskich, lecz
stawia krok dalej i w 1809 r. postuluje krzywa dzwo-
nowy [3] dla btedu pomiaru w postaci:

h —h2x*

#(x)= ﬁe )

Przystowiowa kropke nad i ostatecznie stawia Laplace,
potwierdzajac stusznos¢ wyboru Gaussa i w 1810 r. for-
mulujac centralne twierdzenie graniczne [4], ktdrego
istota jest zaleznos¢ catkowa w postaci:

2 |k k
\/E\/jk,jexp{— YT r }dr 3)

Zalezno$¢ powyzsza okresla prawdopodobien-
stwo bledu sredniej obserwacji, w sytuacji gdy btad
kazdej z nich okreslony jest takim samym rozkfadem.
Mozna powiedzie¢, ze Gauss okreslil funkcje gesto-
$ci prawdopodobienstwa bledu, a Laplace jego dys-
trybuante.
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Rys. 1. Krzywe bfedu: a) Laplace’a, b) Gaussa

Warto poréwna¢ proponowane funkcje opisujg-
ce krzywe bledu. Obie zbudowane s3 na bazie liczby
e. Pierwsza, bedaca rozkladem Laplace’a, ma postaé
exp(— |x
stac exp(— x* ) Obie funkcje, mimo podobienstw w za-
pisie, roznig sie, co do ksztaltu (rys. 1).

Krzywa bledu wynikajaca z przyjecia, przy opra-
cowaniu danych pomiarowych, kryterium najmniej-

), a druga bedaca rozkladem Gaussa, ma po-

szej sumy modulow bledow jest, mozna tak powie-
dzie¢, bardziej rozlozysta w stosunku do krzywej
dzwonowej, wynikajacej z zastosowania metody naj-
mniejszej sumy kwadratéw bledow. Powoduje to po-
wstanie znacznie wigkszego przedziatu zmiennosci
dla btedu pomiaru. Krzywa dzwonowa, nazywana
rozkladem normalnym, zyskala uznanie w oczach
dziewigtnastowiecznych uczonych i stala si¢ standar-
dem przy analizie wynikéw pomiaréw. Mozna tez do-
da¢, ze krzywa ta stata si¢ kluczowym odkryciem
w obszarze nauk $cistych XIX w., gdyz przedstawia
rozktad wynikéw powtarzania tych samych dziatan,
niezaleznie od zrédta ich pochodzenia.

Niepewnos$¢ pomiaru

Uzywanie pojecia ,niepewno$¢” w miejsce poje-
cia ,,blad” postulowal juz w 1875 r. George Biddell
Airy [5]. Twierdzil on, ze tak pojmowany btad moze
przyjmowac wartosci facznie z zerem, a czgstos¢ je-
go powtarzania jest proporcjonalna do funkcji:

opr. wlasne
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Jak nie trudno si¢ domysle¢ wzoér powyzszy za-
wiera rownanie krzywej dzwonowej. W powyzszym
wzorze wystepuje parametr ¢, ktéry autor nazywa
modulem (modulus) i definiuje go jako:

¢ = Error of Mean Square x 1,414214 (5)

I tu nie trudno si¢ domysle¢, ze modul Airy’ego
jest rowny iloczynowi biedu $redniego kwadratowe-
go i pierwiastka z dwdch. Dodatkowo, w konkluzji,
autor nazywa wzor (4) prawem cze¢stosci bledu (Law
of Frequency of Error), ktére wyraza prawdopodo-
bienstwo okreslonej wartosci bledu zawartej w prze-
dziale pomigdzy x i x+ dx. Jednoczesnie stwierdza,
ze modul jest staty dla okreslonego pomiaru, lecz in-
ny dla réznych pomiardéw. Z dzisiejszego punktu wi-
dzenia jest to oczywiste, gdyz dla kazdej serii pomia-
rowej uzyskujemy okreslong warto$¢ odchylenia
standardowego eksperymentalnego, ale mozliwe sa
rézne jego wartosci dla kazdej innej serii obserwacji.

Istotnym wnioskowaniem Airy’ego jest rowniez
twierdzenie, ze w przypadku taczenia bledéw pomia-
ru wielkosci X i Y ich wspdlny modut, dla wielkosci
zagregowanej Z, podlega prawu:

square of modulus for Z = square of modulus for X +

(6)>

+ square of modulus for Y
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co jest rOwnoznaczne z zapisem wspolczesnego row-
nania niepewnosci pomiaru (sumowania wariancji)
W postaci:

u*(Z)=u(X)+u*(Y) 7)

Dzielo Airy’ego uswiadamia, iz mimo przyjecia
zalozenia o rozkladzie normalnym dla populacji wy-
nikéw pomiaru, kazda seria obserwacji moze miec in-
ng warto$¢ Sredniej i odchylenia standardowego eks-
perymentalnego (btedu sredniego kwadratowego).

Rozkfad Studenta

Nad problemem rozktadu dla malej liczby obser-
wacji w probie losowej pracowat Gosset, ktory publi-
kowat swoje rozwazania pod pseudonimem Student.
Wyniki swoich dociekan przedstawit w 1908 r. w cza-
sopi$mie ,,Biometrika” [6]. Zakladal, Ze wyniki po-
miaru wywodzg si¢ z populacji o rozktadzie normal-
nym, a sam pomiar polega na losowaniu z tej
populacji ograniczonej liczebnie serii obserwacji,
jako proby losowej. Gosset rozwazal serie obserwacji
o liczebnosci od 4 do 10. Stworzy! nowa zmienng lo-
sowa bedacy ilorazem wartosci $redniej serii obser-
wagcji i odchylenia standardowego eksperymentalne-
go tej sredniej. O ile sama $rednia, zgodnie z wnio-
skowaniem Laplace’a, podlega rozkladowi normalne-
mu, to kwadrat odchylenia standardowego juz rozkta-
dowi chi kwadrat. Podzielenie zatem tych dwdch zmien-

0
0

Rys. 2. Rozklad zmiennej losowej t-Studenta
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nych przez siebie tworzy nowy rozklad. Jest to rozktad
wartosci §redniej standaryzowany jego odchyleniem
standardowym eksperymentalnym. Zostal nazwany
rozkladem Studenta. Rozklad ten w swoim charakte-
rze podobny jest do rozktadu normalnego i do niego
zbiezny wraz z rosnacg liczbg obserwacji w probie lo-
sowej, lecz o rosnacej rozpietosci (szerokosci) wraz
z malejaca liczba obserwacji w probie (rys. 2).

W publikacji [6] Gosset definiuje zmienng loso-
w3 z = x/s, gdzie x to $rednia proby losowej (the me-
an of the sample), a s to odchylenie standardowe tej
proby (the standard deviation of the sample). Wspotczesnie
do zdefiniowania rozkltadu Studenta uzywa sie zmien-
nej losowej ¢ o postaci:

_X—Hu
s(¥)

W powyzszym wzorze zmienna X centrowana
jest wartoscig oczekiwang y populacji o rozkladzie
normalnym (z ktérej losowana jest proba o liczno-
$ci n) i standaryzowana odchyleniem standardowym
eksperymentalnym $redniej s(x). Rozktad charakte-
ryzuje sie liczba stopni swobody v = n-1.

t 8

Uogolnienie Welcha i Satterthwaitea

Ogodlniejsze zastosowanie rozkladu Studenta, niz
tylko w odniesieniu do pojedynczej zmiennej loso-
wej, zaproponowali w swoich publikacjach Welch [7]
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i Satterthwaite [8]. Obaj, niezaleznie, rozwazali prob-
lem rozkiadu dla zmiennej losowej bedacej suma wie-
lu zmiennych losowych, z ktérych kazda opisywana
jest jej wtasnym rozkladem Studenta o okreslonej licz-
bie stopni swobody. Wykorzystali fakt, iz wariancja
V wariancji eksperymentalnej s* (kwadrat odchyle-
nia standardowego eksperymentalnego) jest propor-
cjonalna do ilorazu:
4
pls?)ee ©)
v
gdzie o jest odchyleniem standardowym populacji o roz-
ktadzie normalnym, a v liczba stopni swobody. Korzystajac
Z prawa propagacji niepewnosci w postaci:

= guiz(y)

mozna latwo wykazac, zastepujac o ztozong niepew-
noscig standardowg u (y), ze:

(10)

uc4(y) — ZN: ui4(y) (11)
Vet = Vi
Zatem ze zmienng losowsa, bedgcg sumg zmien-
nych losowych, z ktérych kazda opisana jest rozkla-
dem Studenta o okreslonej liczbie stopni swobody v,
mozna, w przyblizeniu, zwigza¢ réwniez rozklad
Studenta o wypadkowej liczbie stopni swobody v,
obliczanej na podstawie wzoru (11). Satterthwaite
w publikacji [8] stwierdza, Ze przyblizenie rozktadem
Studenta o wypadkowej liczbie stopni swobody gene-
ruje kilkuprocentowy bfad obliczeniowy. Przyblizenie
powyzsze przywoluje Dietrich w swojej pracy, for-
mulujacej teori¢ niepewnosci pomiaru [9].

Teoria niepewnosci Dietricha

Praca Dietricha jest jednym z podstawowych dziet
zroédlowych, na ktdére powolujq sie tworcy Przewodnika
[10]. Autor ksigzki [9], w rozdziale poswigconym ogdl-
nej teorii niepewnosci, przedstawia nastgpujace
zaloZenia:
> niepewno$¢ wyniku pomiaru wywolana jest su-

ma oddziatywan (przypadkowego i systematycz-

nych) na wielko$¢ mierzong, z ktérych kazde moz-
na opisa¢ przy uzyciu rozkladu prawdopodo-
bienstwa,

» sumowanie oddzialywan odbywa si¢ na drodze
operacji splotu matematycznego rozkladéw przy-
pisanych tym oddzialywaniom,

» oddzialywaniu przypadkowemu przypisuje si¢
rozkltad Studenta,

» oddzialywaniu systematycznemu przypisuje sie
rozklad prostokatny,

> wanalizie niepewnosci uwzglednia sie jedno od-
dzialywanie przypadkowe i m>1 oddziatywan
systematycznych.

Problemem pozostaje zagadnienie obliczenia splo-
tu wielu sktadowych o przyjetych rozktadach praw-
dopodobienstwa. Autor stwierdza, ze czynnosc jest
zbyt czasochlonna i proponuje zastosowanie rozwig-
zania przyblizonego w postaci wzoru na niepew-
nos¢:

2 M .2

U:\/t Sy (12)
n i=1 3

gdzie: s — odchylenie standardowe eksperymentalne,
t — kwantyl rozktadu Studenta o liczbie stopni swo-
body v = n-1, n - liczba obserwaciji, k — kwantyl roz-
ktadu prostokatnego, a, - szerokos¢ potéwkowa roz-
kfadu prostokatnego zwigzana i-tym oddzialywaniem
systematycznym. Zalezno$¢ (12), jak stwierdza autor,
nie pozwala na dokladne wyznaczenie niepewnosci
obliczanej na podstawie splotu rozkladu Studenta
z wieloma rozkladami prostokatnymi. Dietrich zale-
ca w zwigzku z tym przyblizone rozwigzanie wyni-
kajace z zastosowania wzoru Welcha-Satterth-
waite’a (11). Wzdr ten pozwala na obliczanie wypad-
kowej liczby stopni swobody, co po przeksztalceniach
mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

T( )

Na podstawie obliczonej wypadkowej liczby swo-
body wyznacza si¢ kwantyl ¢ . rozkladu Studenta. Zgodnie
z zaleceniami Przewodnika [10], jezeli wartos¢ wypad-
kowej liczby stopni swobody nie jest liczbg catkowita,
to jako v . nalezy przyjac liczbe catkowitg najblizsza
wartosci obliczonej i od niej mniejsza. Wzor na nie-
pewnos¢ rozszerzong ma wowczas postac:

Szl

wfons

(14)

Wspdtczesne podejscie

Wspolczesne podejscie w dziedzinie wyrazania
i obliczania niepewnosci pomiaru ksztaltuje pakiet
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dokumentéw, wydawanych pod egida Miedzynarodo-
wego Biura Miar przez Wspolny Komitet ds.
Przewodnikéow w Metrologii (JCGM - Joint Committee
for Guides in Metrology). W pakiecie tym kluczowa
role odgrywaja trzy dokumenty. Naczelnym z nich
jest Przewodnik dotyczacy wyrazania niepewnosci
pomiaru [10]. Zawiera bazowe rozwigzania niezbed-
ne do obliczania niepewnosci przy zastosowaniu pra-
wa jej propagacji. Przewodnik definiuje podstawowe
pojecia stosowane w tym obszarze, takie jak niepew-
nos¢ standardowa, zlozona niepewno$¢ standardowa
czy niepewnos¢ rozszerzona. Wyodrebnia on dwie
metody obliczania niepewnosci standardowej, typu
A i B. Metoda typu A polega na analizie statystycz-
nej serii pojedynczych obserwacji, a w metodzie ty-
pu B postugujemy si¢ innymi sposobami niz analiza
serii obserwacji. Przewodnik przedstawia sposoby za-
pisu niepewnosci pomiaru i zawiera wskazowki prak-
tyczne, co do sposobu obliczania jej sktadowych.

Drugim z opracowan jest Suplement 1 do Przewod-
nika [11]. Dokument zawiera wytyczne, co do nowe-
go podejscia w dziedzinie wyrazania niepewnosci po-
miaru. Podstawowg jego ideg jest zasada propagacji
rozkladow, realizowana poprzez model matematycz-
ny pomiaru przy uzyciu metody Monte Carlo. Miara
wyniku pomiaru jest rozklad prawdopodobienstwa,
zwiazany z wielko$cig wyjsciows, wyznaczany na
podstawie rozkladow wielko$ci wejsciowych. Wynik
pomiaru przestawiany jest w postaci parametrow te-
go rozkladu: wartosci oczekiwanej, odchylenia stan-
dardowego i kwantyli rozkladu dla okreslonego praw-
dopodobienstwa, jako granic przedziatu rozszerzenia.
Dokument przedstawia zalecang procedure Monte
Carlo, umozliwiajacg obliczanie wszystkich tych pa-
rametrow. Warto$¢ oczekiwana traktowana jest jak
najlepsza estymata wielkosci wyjsciowej, a odchyle-
nie standardowe jako niepewnos¢ standardowa zwia-
zana z t3 estymatg. Omowiony zostal algorytm po-
stepowania z uwzglednieniem liczby probkowan,
umozliwiajacy osiggniecie zalozonej doktadnosci ob-
liczeniowej przedziatu rozszerzenia. Dokument przyj-
muje dwie koncepcje przedziatu rozszerzenia: syme-
trycznego probabilistycznie i najkrétszego dla
zalozonego prawdopodobienstwa. Ponadto opisuje
on procedure walidacyjng wyznaczania niepewnosci
pomiaru metodami analitycznymi przy uzyciu sy-
mulacji Monte Carlo.

Trzecim z opracowan jest Suplement 2 do Przewod-
nika [12]. Dokument dotyczy wielowymiarowego mo-
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delu pomiaru, czyli takiego, w ktérym wystepuje do-
wolna liczba wielkosci wyjsciowych. Wielkosci te sa
wzajemnie skorelowane, gdyz zaleza od tych samych
wielkosci wejsciowych. Dokument przedstawia prawo
propagacji niepewnosci w postaci macierzowej. Uogélnia
tez zastosowanie metody Monte Carlo w celu nume-
rycznego wyznaczania wspolnego rozktadu prawdo-
podobienstwa dla wielkosci wyjsciowej wielowymia-
rowego modelu pomiaru. Na ich podstawie mozna
wyznaczy¢ obszar rozszerzenia, bedacy odpowiedni-
kiem przedziatu rozszerzenia dla jednowymiarowego
modelu pomiaru, ktéry odpowiada okreslonemu praw-
dopodobienstwu. Obszar ten moze przybierac postaé
hiperelipsy lub hiperprostokata. Dokument przedsta-
wia réwniez procedure obliczeniowa wyznaczania naj-
mniejszego obszaru rozszerzenia.

Powyzsze dokumenty okreslaja podstawowy ka-
non opracowania danych pomiarowych, w mysl ksztal-
tujacej si¢ wspolczesnie koncepcji metrologicznej i dla-
tego nosza wspdlny tytut ,,Evaluation of measurement
data”. Celem ich jest bowiem wyznaczenie wspolnej
metodyki opracowania wyniku pomiaru, jednolitej
dla catego obszaru zastosowan metrologicznych.

Wyrazanie niepewnos$ci pomiaru

Jak wspomniano we wstepie, niepewnos$¢ pomia-
ru to parametr charakteryzujacy rozproszenie war-
tosci wielkosci zwigzanych z menzurandem. Menzurand
to wielkos¢, ktéra ma by¢ zmierzona i zdefiniowana
jest przy uzyciu okreslonego modelu pomiaru. Modelem
pomiaru moze by¢ dowolna jawna lub niejawna funk-
cja pomiaru. Na ogoét przedstawiana jest w ogdlnej
postaci jako:

Y =f(X,,...X,) (15)

gdzie Y oznacza wielko$¢ wyjsciows, a X ,..., X ozna-
czajg wielkosci wejsciowe. Sg one traktowane jak zmien-
ne losowe opisane okreslonymi rozkladami prawdo-
podobienstwa. Parametry tych rozkladéw wyznacza
sie w postaci wartos$ci oczekiwanej i odchylenia stan-
dardowego. Miara warto$ci oczekiwanej jest estyma-
ta x, wielkosci, a miarg odchylenia standardowego jej
niepewno$¢ standardowa u(x). Na ogdt przyjmuje sie
do opisu tych wielkosci nastepujace rozklady praw-
dopodobienstwa: normalny lub Studenta dla niepew-
nosci obliczanej metoda typu A i prostokatny, troj-
katny lub trapezowy dla niepewnosci obliczanej
metoda typu B.
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W klasycznym podejsciu GUF (Guide Uncertainty
Framework), wynikajacym z wykladni dokumentu
(10], dla wielkosci wyjsciowej przyjmuje sie rozktad
normalny lub Studenta z wypadkowa liczba stopni
swobody. W tym podejsciu kluczowym parametrem
jest niepewno$¢ rozszerzona obliczana jako:

U= k~uc(y) (16)

gdzie k jest wspotczynnikiem rozszerzenia, a u (y) to
zlozona niepewnos¢ standardowa, zwigzana z esty-
matg y wielkosci wyjsciowej Y reprezentujacej men-
zurand. Przyjmuje si¢ zalozenie o liniowej lub linea-
ryzowanej funkcji pomiaru, dlatego do obliczania
odchylenia standardowego wielkosci wyjsciowej sto-
suje si¢ metode sumowania par kowariancji wielko-
$ci wejsciowych, jako miary zloZonej niepewnosci
standardowej:

)= 3L Lafsx,)

co dla wielkosci wejsciowych nieskorelowanych daje
prostszg jej postac:

0)=3[ Lt

i=1 a.x .

1

(17)

(18)

Obie powyzsze zalezno$ci w Przewodniku nazy-
wane s3 prawem propagacji niepewnosci.

Wspolczynnik k przyjmuje wartos¢ zblizong do
warto$ci kwantyla rozkladu przyjetego dla wielkosci
wyjéciowej. Gdy rozkladem wielko$ci wyjsciowe;j jest
rozklad Studenta, to kwantyl tego rozkladu wyzna-
cza si¢ dla wypadkowej liczby stopni swobody, obli-
czanej ze wzoru Welcha-Satterthwaitea:

Verr = Nu:(Afy )
Z U (y )

i=1 V;

(19)

Przy prawdopodobienstwie p = 95 % dla rozkla-
du normalnego w przyblizeniu k = 2, a dla rozktadu
Studenta na ogdt k > 2.

W podejsciu reprezentowanym przez suplemen-
ty do Przewodnika rozktad prawdopodobienstwa
zwigzany z wielkoscig wyjsciowg Y wyznaczany jest
poprzez model lub funkcje pomiaru. Dzialanie to na-
zywane jest propagacja rozkladéw. Polega ona na wy-
znaczeniu dystrybuanty G dla wielkos$ci wyjsciowej
i moze by¢ realizowana:

a) metodamianalitycznymi poprzez matematyczne
przedstawienie funkeji gestosci prawdopodobien-
stwadlay,

b) metoda propagacji niepewnosci oparta na przy-
blizeniu funkcji pomiaru pierwszymi wyrazami
szeregu Taylora,

c) przez wlgczenie dodatkowych czlonéw wyzszych
rzedéw wyrazow szeregu Taylora,

d) metodami numerycznymi, szczegdlnie z zastoso-
waniem metody Monte Carlo.

Metoda Monte Carlo prowadzi do uzyskania nu-
merycznej aproksymacji dystrybuanty G dla wielko-
$ci wyjsciowej. Procedura realizowana jest w kolej-
nych krokach postepowania:

a) wybor liczby prébkowania M,

b) wygenerowanie M préb N elementowego zbioru
wielkosci wejsciowych,

c) dla kazdej proby obliczenie, na podstawie funk-
cji pomiaru, odpowiadajgcej jej wartosci y_ wiel-
kosci wyjsciowej,

d) posortowanie wartosci wielkosci wyjsciowych
w niemalejacym porzadku, uzywajac posortowa-
nych wartosci y, do przyblizenia dystrybuanty
wielko$ci wyjsciowej G,

e) wyznaczenie z dystrybuanty G estymaty wielko-
$ci wyjSciowej i zwigzanej z nig niepewnosci stan-
dardowej,

f) wyznaczenie z dystrybuanty G odpowiedniego
przedziatu rozszerzenia dla okreslonego prawdo-
podobienstwa p.

Ogolnie, przy opracowaniu danych pomiarowych
postepowanie sklada sie z trzech etapéw: opisu wiel-
kosci, obliczen i zapisu wyniku. Zgodnie z zalecenia-
mi opis wielko$ci powinien zawierac:

a) definicje wielkosci wyjsciowej jako menzurandu,

b) okresdlenie wielko$ci wejsciowych X, od ktérych
zalezy wielko$¢ wyjsciowa Y,

¢) model matematyczny okreslajacy relacje pomie-
dzy wielko$ciami wejsciowymi a wielko$cig wyj-
$ciowa,

d) przyjecie rozkladow prawdopodobienstwa dla
wielkosci wejsciowych.

Etap obliczen polega na realizacji zasady propa-
gacji rozkladow wielkosci wejsciowych poprzez mo-
del pomiaru w celu otrzymania rozkltadu dla wielko-
$ci wyjsciowej, a zapis wyniku polega na przedsta-
wieniu:

a) wartosci oczekiwanej jako estymaty y wielkosci
wyjsciowej,
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b) odchylenia standardowego jako niepewnosci stan-
dardowej u(y), zwigzanej z estymatg y,

c) przedzialu rozszerzenia dla wielkosci wyjsciowej
przy okreslonym prawdopodobienstwie, w posta-
ci jego dolnej i gornej granicy y, 1y,
Poniewaz wyniki obliczen metodg propagacji roz-

ktadéw mogga si¢ rézni¢ od wynikéw obliczen przy

zastosowaniu prawa propagacji niepewnosci, to zale-
ca si¢ ich walidacje. Polega ona na:

a) zastosowaniu prawa propagacji niepewnosci w ce-
lu wyznaczenia przedzialu rozszerzenia o war-
to$ciach granicznych: y + U dla wielkosci wyj-
$ciowej Y,

b) zastosowaniu zalecanej procedury obliczeniowej
dla metody Monte Carlo w celu otrzymania war-
tosci niepewnosci standardowej u(y) oraz granic
Yiow 1 Vuign Przedziatu rozszerzenia dla wielkosci
wyj$ciowej Y.

Nastepnie nalezy sprawdzi¢, czy otrzymane prze-
dzialy rozszerzenia zgadzaja si¢ co do ustalonej tole-
rancji numerycznej § = 10%/2, gdy u(y) = A-10*. W tym
celu oblicza sie:

dlow = |y -U- Viow (20)

dyign = ‘y+U—yhigh‘ 21

jako bezwzgledne wartosci odpowiadajace granicom
przedzialu. Jezeli wartosci te sg nie wigksze niz d, to
mozna uznac obliczenia wykonane na podstawie pra-
wa propagacji niepewnosci za zwalidowane.

W przypadku wielowymiarowych modeli pomia-
ru, dla ktérych wielkos$¢ wyjsciowa jest menzuran-
dem wektorowym, mozna zastosowaé metode¢ propa-
gacji niepewnosci, ktora jest uogoélnieniem prawa
propagacji niepewnosci stosowanego w dziedzinie
jednowymiarowych modeli pomiaru lub metode pro-
pagacji rozkladow. Pierwsza metoda opiera si¢ na ra-
chunku macierzowym, a druga na obliczeniach nu-
merycznych z wykorzystaniem procedury Monte Carlo.
Obie prowadza do wyznaczenia obszaru rozszerze-
nia, jako miary niepewnosci pomiaru dla wielkosci
wielowymiarowych. Szczegéty postepowania omo-
wiono w publikacji [13].

Podsumowanie
Przedstawione podejscie w dziedzinie opracowa-

nia danych pomiarowych stosowane we wspotczes-
nej metrologii czerpie bogato z tradycji mysli mate-
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matycznej, ktora ksztaltowala sie na przestrzeni
ostatnich stuleci. Jego prekursorami byli najwybit-
niejsi tworcy w dziedzinie nauk $cistych. Podejscie to
wyrasta z klasycznej teorii bledu pomiaru, opierajac
sie o rachunek zmiennych losowych, wspodlczesnie re-
alizowany juz przy uzyciu numerycznych metod ob-
liczeniowych wspieranych przez powszechnie dostep-
ne techniki komputerowe. Przeszlo droge ewolucyjna
od wyobrazenia krzywej bledu, jako pierwotnej po-
staci zmiennej losowej, do dojrzalej, w postaci men-
zurandu formowanego poprzez model pomiaru. Jest
uniwersalng propozycja w dziedzinie opracowania
danych, mogacych mie¢ zastosowanie we wszystkich
obszarach nauk technicznych. Stanowi istotny wklad
metrologii do rozwoju tych nauk.
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