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ANDRZEJ BURGHARDT

TEORIA DYFUZJI WIELOSK ADNIKOWEJ 
W O RODKACH P YNNYCH

CZ  II. ZASTOSOWANIE KONSTYTUTYWNYCH RÓWNA
DYFUZJI WIELOSK ADNIKOWEJ

Instytut In ynierii Chemicznej PAN Gliwice, ul. Ba tycka 5, 44-100 Gliwice 

Konstytutywne równania dyfuzji wielosk adnikowej wyprowadzone w cz ci pierwszej opracowania 
[1] w oparciu o mechaniczn  teori  dyfuzji mog  by  stosowane do dowolnych mieszanin izotropowych, 
takich jak gazy pod niskim i wysokim ci nieniem, ciecze, roztwory elektrolitów i polimerów oraz plazma. 
Dlatego w tej cz ci (drugiej) opracowania przedstawiono przyk ady zastosowa  zale no ci 
teoretycznych wyprowadzonych w cz ci pierwszej do izotropowych uk adów p ynnych wymienionych 
powy ej. 

Słowa kluczowe: mechaniczna teoria dyfuzji, równania konstytutywne, si y nap dowe dyfuzji 

The constitutive equations of multicomponent diffusion derived in the first part of the study [1] 
basing of the mechanical theory of diffusion are applicable to any isotropic fluid mixture like gases under 
low and high pressure, liquids, electrolyte and polymeric solutions as well as plasma. Therefore in this 
(second) part of the study examples of application of the theoretical expressions derived in the first part 
are presented with respect to the fluid systems mentioned above. 

Keywords: mechanical theory of diffusion, constitutive equations, driving forces of diffusion 

1. WPROWADZENIE 

W pierwszej cz ci opracowania pt. „Teoria dyfuzji wielosk adnikowej 
w  o rodkach p ynnych” [1] przedstawiono analiz  i porównanie metod 
wyprowadzania konstytutywnych równa  dyfuzji wielosk adnikowej 
wykorzystuj cych podstawy i postulaty jednej z nast puj cych teorii: kinetycznej 
teorii gazów (mechaniki statystycznej), termodynamiki procesów nieodwracalnych 
(termodynamiki nierównowagowej) i teorii mieszanin zwanej równie  mechaniczn
teori  dyfuzji wielosk adnikowej w o rodkach p ynnych. Poniewa  ostatnia z teorii 
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bazuj ca na zasadzie zachowania p du sk adnika dyfunduj cego charakteryzuje si
jasno sprecyzowanymi podstawami i za o eniami jak i przejrzyst  metodyk
rozwi zywania problemów z zakresu dyfuzji, przedstawiono kompletne i szczegó owe 
wyprowadzenie konstytutywnych równa  dyfuzji wielosk adnikowej przy 
wykorzystaniu tej teorii. 

Podstaw  rozwa a  w tej teorii stanowi zasada zachowania p du sk adnika 
dyfunduj cego o pr dko ci translacji b d cej u rednion  warto ci  funkcji rozk adu 
pr dko ci molekularnych sk adnika w mieszaninie przep ywaj cej ze redni  masow
pr dko ci , jak i wynikaj ca z niego uogólniona si a nap dowa definiuj ca dyfuzj
st eniow  i dyfuzj  termiczn , jak równie  oddzia ywanie ró nych si  masowych na 
sk adniki (dyfuzja wymuszona) oraz sprz enie mi dzy strumieniem dyfuzji 
a tensorem napr e cinaj cych. W wyniku po czenia zale no ci okre laj cych 
wewn trzn  si  oddzia uj c  na sk adnik i przez wszystkie inne sk adniki mieszaniny 
z uogólnion  si  nap dow  dyfuzji uzyskuje si  w prosty sposób uogólnione 
równanie dyfuzji w sformu owaniu Maxwella-Stefana oraz Ficka-Onsagera 
wzajemnie przekszta calnych przy wykorzystaniu metod algebry liniowej. 
Wyprowadzona alternatywna posta  uogólnionej si y nap dowej dyfuzji pozwala na 
wyci gni cie ciekawych wniosków charakteryzuj cych proces dyfuzji 
wielosk adnikowej. Wynika z niej, i  dyfuzja ci nieniowa mo e zachodzi  jedynie 
w uk adach, w których masowe, parcjalne obj to ci w a ciwe sk adników s  ró ne. 
Podobnie wskazuje wyra nie, i  dyfuzja wymuszona mo liwa jest jedynie wówczas, 
gdy w a ciwe si y masowe oddzia ywuj ce na sk adniki s  ró ne. W zwi zku z tym 
si y grawitacyjne i od rodkowe nie generuj  dyfuzji w sposób bezpo redni. 

W zale no ci od badanego systemu i jego w a ciwo ci fizycznych stosowane s
ró ne warto ci u rednionych pr dko ci mieszaniny (masowa, obj to ciowa czy 
molowa). 

Wyprowadzona uogólniona zale no  mi dzy centrowan  pr dko ci  mieszaniny 
a parametrem zale nym od w a ciwo ci fizycznych uk adu pozwoli a na jednoznaczne 
zdefiniowanie uogólnionych pr dko ci i strumieni dyfuzyjnych wprowadzonych do 
równania Maxwella-Stefana. 

Uzyskane w oparciu o mechaniczn  teori  dyfuzji wielosk adnikowej równania 
dyfuzji mog  by  stosowane do dowolnej, izotropowej mieszaniny p ynnej, jak gazy 
pod wysokim ci nieniem, ciecze, roztwory elektrolitów i polimerów oraz plazma. 

Dlatego w niniejszej cz ci opracowania przedstawiono przyk ady zastosowa
zale no ci teoretycznych wprowadzonych w cz ci pierwszej w uk adach 
wymienionych wy ej. 
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2. PRZYK ADY ZASTOSOWA  RÓWNA  DYFUZJI 

2.1. SI Y MASOWE 

Zazwyczaj uwzgl dniane si y masowe w bilansach p du to grawitacja, si a 
od rodkowa i si a wywierana przez pole elektryczne E  na na adowan  elektrycznie 
cz stk  o adunku zi [2]. Oprócz wspomnianych wy ej mechanizmów transportu 
masy, zazwyczaj rozpatrywanych w termodynamice nierównowagowej, istniej
jeszcze inne si y masowe, które okaza y si  znacz ce w specjalnych przypadkach. 
Bird i wsp. [2] omawia przyk ad si y masowej dzia aj cej na na adowan  cz stk
poruszaj c  si  w polu elektrycznym lub magnetycznym, w czaj c si y elektrycznej 
i magnetycznej indukcji wynikaj ce z relacji Lorentza. Uwzgl dnienie tych si  
prowadzi do nast puj cej sumy si  masowych: 

( )[ ] ( ) ( ){ }BBEEBvErgf ∇⋅+∇⋅+×+++= magieliii MF 1
isi

i
M
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gdzie B jest indukcj  magnetyczn , a eli  i magi  s  elektryczn  i magnetyczn

podatno ci  sk adnika. Podatno  to stosunek nat enia pola elektrycznego 
i magnetycznego do si y wywieranej na cz steczk  przez te pola, F- sta a Faradaya. 
Si y tego rodzaju odgrywaj  wa n  rol  np. w spektrometrii, dynamice plazmy [4, 5] 
dielektroforezie czy magnetoforezie, metodach eksperymentalnych stosowanych 
w biologii, nauce o materia ach cznie z nanotechnologi . 

Wi kszo  tych si  ma charakter nieliniowy, a zatem nie s ci le zgodne 
z formalizmem termodynamiki procesów nieodwracalnych [6]. Problem ten nie 
wyst puje w mechanicznej teorii dyfuzji, gdzie w czanie ró nego rodzaju fizycznie 
zdefiniowanych si  jest teoretycznie uzasadnione; chocia  przekszta cenie tych 
zale no ci do struktury GFO nie jest dla wszystkich przypadków mo liwe. 

Nie wszystkie z tych si  generuj  w sposób bezpo redni dyfuzj  wymuszon  (Patrz 
Równ. (2.71 [1]), niemniej wp ywaj c na przep yw mieszaniny powoduj  powstanie 
gradientu ci nienia i dywergencj  tensora napr e , które tworz  si y nap dowe 
dyfuzji. Jak bowiem wynika z równania (2.71 [1]), grawitacja g i si a od rodkowa 

( )r
2  nie wp ywaj  bezpo rednio na dyfuzj , poniewa  si y te s  identyczne dla 

wszystkich sk adników i w zale no ciach równania (2.71 [1]) ulegaj  zerowaniu jako 
si y nap dowe. 

Reasumuj c, wszystkie fizycznie uzasadnione si y masowe mog  by
wprowadzone do struktury mechanicznego continuum dyfuzji wielosk adnikowej. 

2.2. RÓWNOWAGA MECHANICZNA 

Wyprowadzone wyra enia definiuj ce si  nap dow id  s  bardzo ogólne i nie 

wszystkie ich cz ony s  zawsze istotne. W rzeczywisto ci prowadzi to do 
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uzasadnionych uproszcze  w wielu praktycznych sytuacjach. Na przyk ad 
w mechanicznym stanie stacjonarnym, gdy substancja nie doznaje przyspieszenia 
( 0=ia , Równ. 2.18 [1]). Wówczas, przy dodatkowym za o eniu 0=i  równanie 

(2.73 [1]) przyjmuje posta : 
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Analiza rz du wielko ci cz onów w wyra eniu definiuj cym dyfuzj  (Równ. 2.18 
[1]) przeprowadzona przez Whitakera [7] i Bearmana [8] wykazuje, e wp yw 
przyspieszenia sk adnika ia  jest prawie zawsze zaniedbywalnie ma y tak dla gazów 

jak i cieczy, za wyj tkiem przypadków szybko oscyluj cych pól elektrycznych [9]. 

Ponadto, poniewa  w przypadku równowagi mechanicznej 0=
Dt

D
i

v
, równie

dodatkowe cz ony w równaniu (2.2) mog  by  pomini te w wyniku zastosowania 
równania bilansu p du mieszaniny (2.25 [1]), daj c w rezultacie: 
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Równanie to mog o by  równie  bezpo rednio otrzymane z relacji (2.72 [1]). 
Z drugiej strony te dodatkowe cz ony mog  by  równie  zachowane, co jest zwykle 
praktykowane, poniewa  przy powy szych za o eniach sumuj  si  do zera; wynika to 
z równania bilansu p du mieszaniny (Równ. 2.25 [1]) dla tych warunków: 
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Je li dodatkowo do za o enia zerowej warto ci przyspieszenia znikaj  gradienty 
pr dko ci, a wi c  równie  tensor napr e  [8, 9] dla przypadku mechanicznej 
równowagi, (jak np. w wirówce, gdzie mieszanina p ynu podlega rotacji cia a 
sztywnego), wówczas z równania (2.2) wynika zale no : 
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Jest to najcz ciej przedstawiana posta  równania definiuj cego dyfuzj
wielosk adnikow  wynikaj cego z Termodynamiki Procesów Nieodwracalnych 
[2, 10]. Dla tych warunków oczywi cie bilans p du w stanie równowagi jest 
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2.3. GAZY I PLAZMA 

Stosuj c dla mieszaniny gazowej równanie (2.70 [1]), okre laj ce si  nap dow
dyfuzji, przy wykorzystaniu wzorów (2.48 i 2.49 [1]) na tensor napr e  oraz 
za o eniu 0=i  dla gazów, otrzymujemy równanie: 
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które posiada posta  przedstawion  w teorii Grada i Zhdanova [11, 12, 13]. 
Przy zaniedbaniu cz onów okre laj cych napr enia, to znaczy dla mechanicznej 

równowagi, ma ono posta : 
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która jest identyczna z wyra eniem wynikaj cym z teorii kinetycznej gazów [14]. 
Wy szego rz du aproksymacje funkcji rozk adu pr dko ci molekularnej 

Chapmana-Cowlinga s  konieczne, aby przewidzie  dyfuzj  generowan
napr eniami [15]. 

Dla przypadku izotermicznego i wykorzystaniu równania (2.6) otrzymujemy: 
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Równania te mog  by  równie  zastosowane do plazmy [4, 5]. Np. stosuj c 
zale no ci okre laj ce si y masowe z równania (2.1) i uwzgl dniaj c jedynie si y 
elektryczne i magnetyczne przy za o eniu warto ci elektrycznej i magnetycznej 
podatno ci równe zero, równanie powy sze mo na zapisa  nast puj co: 
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W dalszym ci gu, przy eliminacji obydwu zewn trznych pól, równanie (2.10) 
redukuje si  do klasycznego równania Maxwella-Stefana [7]: 
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2.4. ROZTWORY ELEKTROLITÓW 

Dla pola elektrycznego o nat eniu Φ−∇=E  ( Φ − potencja  pola) si a masowa 
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poniewa i
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ze wzgl du na warunki elektrycznej neutralno ci roztworu 0
1

=
=

n

j

jj zC , która jest 

powszechnie zak adana, za wyj tkiem s siedztwa na adowanych powierzchni 
(elektrod). 

Je li jednak istniej  takie si y jak grawitacja czy si a od rodkowa, to 0≠∇P
(Równ. 2.6) i równanie GMS dla elektrolitów jest:  
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a dla przypadku izotermicznego, wyra one przez strumie  ca kowity Ni: 
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Dla roztworów rozcie czonych, 1→nx  dla rozpuszczalnika, a 0→ix  dla 

pozosta ych sk adników, oraz w nieobecno ci innych si  masowych prócz pola 
elektrycznego otrzymujemy 

( ) niiiiP,Tiini xFCzCRT NN +Φ∇+∇−=  (2.16)

2.5. DYFUZJA POLIMERÓW WYWO ANA GRADIENTEM NAPR E

Mimo i  klasyczna termodynamika procesów nieodwracalnych nie dopuszcza 
relacji strumie − si a nap dowa pomi dzy strumieniem dyfuzji a napr eniem 
lepko ciowym (zasada Curie), zjawisko to zosta o zaobserwowane eksperymentalnie 
w roztworach polimerów [16] i wyja nienie tego zjawiska jest zawarte w rozszerzonej 
nierównowagowej termodynamice [17], jak i w bardziej aktualnej teorii kinetycznej 
[3], prezentuj cej sformu owanie równa  dyfuzji.  

Aby zilustrowa  dyfuzj  wywo an  gradientem napr e  lepko ciowych 
rozpatrzmy przypadek izotermicznej mieszaniny dwusk adnikowej – polimer 1 
w rozpuszczalniku 2 w nieobecno ci si  zewn trznych, jak równie  gradientu 
ci nienia.  

Ilustracj  tego przep ywu mo e by  przep yw Couette’a w wiskozymetrze p yta-
sto ek w warunkach mechanicznej równowagi, ale w obecno ci napr e
lepko ciowych.  

St d z równa  (2.69 i 2.64 [1]) strumie  dyfuzyjny polimeru w stosunku do 
redniej pr dko ci molowej jest: 

( )tiiP,TiCRT ⋅∇−∇−= 12
1J  (2.17)

z której wyra nie wynika sprz enie pomi dzy dywergencj  parcjalnego tensora 

napr e  i strumieniem dyfuzyjnym polimeru. W równaniu tym ti  jest parcjalnym 

napr eniem cinaj cym polimeru. W przypadku mieszaniny idealnej równanie: 
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t
ii

RT
C ⋅∇+∇−= 12

121J  (2.18)

pozwala na wyci gni cie wniosku, i  niejednolite napr enie cinaj ce b dzie 
wywo ywa  strumie  dyfuzyjny, lub w stanie stacjonarnym, gdy strumie  dyfuzji jest 
równy zero w systemie zamkni tym, gradient koncentracji polimeru (jak np. 
w wiskozymetrze rotacyjnym [16]). 

Nale y jednak zaznaczy , i  pe ne wyja nienie ilo ciowe zjawiska dyfuzji 
polimerów indukowanej dywergencj  tensora napr e  stanowi nadal cel obecnych 
bada . Jest to bowiem problem nie tylko o znaczeniu teoretycznym, ale równie
praktycznym w chromatografii i rozdzielaniu bia ek i DNA. 

2.6. SEDYMENTACJA I WIROWANIE 

Rozpatrzmy ogólny przypadek sedymentacji w obecno ci pól grawitacji i si y 
od rodkowej oraz pola elektrycznego [6, 18, 19]. 

Cz on okre laj cy napr enia cinaj ce ulega zerowaniu, ze wzgl du na rotacj
uk adu jako cia a sztywnego [2]. Z równania (2.71 [1]) wynika, e si a grawitacji i si a 
od rodkowa nie wywo uj  dyfuzyjnej segregacji. Jednak si y te powoduj  powstanie 
gradientu ci nienia, jak wynika z równania (2.6) dla mieszaniny, który dla 
rozpatrywanego przypadku jest równy: 

rg
2P +=∇  (2.19) 

a zatem generuj  segregacj , jako wynik dyfuzji ci nieniowej. W równaniu bilansu 
p du mieszaniny si y pola elektrycznego znikaj  ze wzgl du na elektroneutralno
uk adu. Stosuj c zale no  (2.19) w równaniu (2.71 [1]), aby zast pi  gradient 
ci nienia zgodnie z równowag  mechaniczn  dla rozpatrywanego przypadku, 
otrzymujemy: 
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Jak wynika ze wzoru (2.20), separacja sk adników mieszaniny w wyniku 
wirowania jest spowodowana silnym gradientem ci nienia wytworzonym przez si
od rodkow . 

2.7. DYFUZJA I REAKCJA CHEMICZNA W POROWATYM ZIARNIE KATALIZATORA 

Za ó my, i  w ziarnie katalizatora zachodzi R liniowo niezale nych reakcji 
chemicznych okre lonych przez nast puj ce równania stechiometryczne: 
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Bilans masy sk adnika i w ziarnie, wi cy transport masy na drodze dyfuzji 
i reakcje chemiczne, przedstawia si  nast puj co: 
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Do rozwi zania powy szych równa  konieczna jest znajomo  relacji 
uzale niaj cych g sto  strumienia dyfuzyjnego iJ  oraz szybko ci reakcji rr  od 

zmiennych stanu, to jest sk adu mieszaniny, temperatury i ci nienia. 
Proces dyfuzji w p ynach mieszanin wielosk adnikowych opisywany jest 

zazwyczaj za pomoc  jednego z dwóch alternatywnych sformu owa  – uogólnionego 
równania Ficka-Onsagera lub uogólnionego równania Maxwella-Stefana. 

Równanie dyfuzji Ficka-Onsagera jest: 
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Wspó czynniki dyfuzji Ficka-Onsagera dla mieszaniny wielosk adnikowej s
elementami macierzy odwrotnej do [B], której elementy dane s  zale no ciami: 
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i zale  od binarnych wspó czynników dyfuzji Maxwella-Stefana ij . 

Podstawienie zale no ci (2.23) do (2.22) prowadzi do zbioru równa
ró niczkowych w postaci: 
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W porach ziaren wi kszo ci katalizatorów ma miejsce jedynie dyfuzja st eniowa 
przy braku dyfuzji ci nieniowej i wymuszonej oraz pomini ciu wp ywu 
lepko ciowych napr e cinaj cych w p ynie na strumie  dyfuzji, st d (patrz równ. 
2.73 [1]) 
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gdzie ai jest aktywno ci  st eniow  sk adnika  

iii xa ⋅=  (2.28) 

Wprowadzaj c zale no  (2.27) do (2.26) otrzymujemy ogóln  form  równania 
dyfuzji i reakcji chemicznej w porach ziarna w sformu owaniu Ficka-Onsagera: 
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Równanie to dla idealnych mieszanin gazowych oraz przy za o eniu s abej 

zmienno ci C i ef
ijD  redukuje si  do postaci: 
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Dla sferycznej symetrii ziarna otrzymujemy zbiór równa  ró niczkowych drugiego 
rz du: 
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o warunkach brzegowych: 

dla r = R ,  xj = xjz

dla j = 1,2,.…n-1  (2.32) 

dla r = 0 ,  0=
dr

dx j

Rozwi zania zbioru równa  (2.31) okre laj  profile st e  sk adników w ziarnie 
( )rxx ii = , które s  nast pnie wykorzystywane do obliczania strumieni dyfuzyjnych 

iJ . ef
ijD  jest efektywnym wspó czynnikiem dyfuzji w porach ziaren katalizatora 

okre lonym zale no ci : 
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gdzie  to porowato  ziarna, a wspó czynnik kr to ci porów. 
Stosuj c sformu owanie równa  dyfuzji Maxwella-Stefana przy uwzgl dnieniu 

jedynie dyfuzji st eniowej (jak w poprzednim przypadku) otrzymujemy dla procesu 
izotermicznego: 
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wraz z równaniem bilansu masy sk adnika i: 

r
R

r
rii r.

=

=∇
1

J   i = 1,2,….n  (2.35) 

Równanie (2.34) mo e by  przedstawione w postaci: 

j
n

j
ijii Hax J

=

=∇−
1

ln  (2.36) 

gdzie elementy ijH  zdefiniowane s  nast puj co: 
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Otrzymujemy zatem nast puj cy zbiór równa  ró niczkowych : 

r
R

r
rii r.

=

=∇
1

J   i,j = 1,2,.…n  (2.39) 

j
n

j
ijii Hax J

=

−=∇
1

ln    r = 1,2,.…R  (2.40) 

w których niewiadomymi funkcjami s  strumienie iJ  i st enia ix . 

Dla idealnych mieszanin gazowych równania te przekszta caj  si  do postaci: 
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a dla ziarna o sferycznej symetrii: 
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o warunkach brzegowych: 

dla  r = R ,  xi = xiz   i = 1,2,.…n  (2.45) 

 dla   r = 0 ,  0=iJ

Otrzymujemy zatem zbiór równa  ró niczkowych zwyczajnych pierwszego rz du, 
których rozwi zania okre laj  profile st e  i strumieni w ziarnie katalizatora. 

Reasumuj c, w sformu owaniu Ficka-Onsagera proces dyfuzji i reakcji chemicznej 
w ziarnie katalizatora opisany jest przez uk ad (n-1) równa  ró niczkowych 
zwyczajnych drugiego rz du, natomiast w sformu owaniach Maxwella-Stefana przez 
2n równa  ró niczkowych zwyczajnych pierwszego rz du. Wskazywa oby to na fakt, 
i  nak ad obliczeniowy rozwi zania uk adu pierwszego jest oko o dwukrotnie 
mniejszy ni  drugiego. 

Nale y jednak wzi  pod uwag , e metody ca kowania równa  rz du drugiego 
transformuj  zazwyczaj taki uk ad do zbioru równa  rz du pierwszego. Ponadto, aby 

uwzgl dni  zmienno  macierzy ef
ijD  w trakcie ca kowania pierwszego uk adu, 

konieczne jest wyznaczanie odwrotno ci macierzy ijB  na ka dym kroku ca kowania. 

Nale y równie  podkre li , i  dla wyznaczenia wspó czynnika efektywno ci 
ziarna katalizatora musz  by  obliczone warto ci strumieni sk adnika dyfunduj cego 
na zewn trznej powierzchni ziarna katalizatora. Wielko ci te, w przypadku 
sformu owania Ficka-Onsagera, obliczane s  w oparciu o uzyskane w wyniku 
ca kowania rozk ady st e ( )rxi , natomiast ca kowanie równa  Maxwella-Stefana 

prowadzi bezpo rednio do warto ci tych równa . 
St d wybór sformu owania równa  opisuj cych proces dyfuzji i reakcji 

chemicznych w ziarnie katalizatora zale y przede wszystkim od rodzaju badanego 
systemu, jego warunków i w asno ci fizykochemicznych. 
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OZNACZENIA − SYMBOLS 

ia − aktywno  sk adnika i
activity of component i

ai − przyspieszenie sk adnika i, m s-2

acceleration of component i
B − indukcja magnetyczna, kg s-3A-1 

magnetic induction 
 C − g sto  molowa mieszaniny, kmol m-3

mixture molar density 
 Ci − g sto  molowa sk adnika i, kmol m-3

molar density of component i
di − si a nap dowa dyfuzji sk adnika i, m-1

diffusion driving force of component i
ij − binarny wspó czynnik dyfuzji Maxwella, m2 s-1

Maxwell binary diffusion coefficient 

ijD − wielosk adnikowy wspó czynnik dyfuzji, m2 s-1

multicomponent diffusion coefficient 
TiD − wielosk adnikowy termiczny wspó czynnik dyfuzji, kg m-1 s-1

multicomponent thermal diffusion coefficient 
E − pole elektryczne, −∇Φ, V m-1

electric field 
 F − sta a Faradaya, 96485 C mol-1

Faraday constant 
fia − si a masowa rodzaju  na jednostk  masy sk adnika i, N kg-1

body force of type  per unit mass of component i  
g − przyspieszenie grawitacyjne  

gravitational acceleration 
Ji − dyfuzyjny strumie  molowy sk adnika i w odniesieniu do pr dko ci redniej molowej,  

kmol m-2 s-1

diffusive molar flux of species i with respect to molar average velocity 
Mi − masa molowa sk adnika i, kg mol-1

molar mass of component i
Ni − ca kowity strumie  sk adnika i, kmol m-2 s-1

absolute flux of component i
 P − ci nienie, N m-2

pressure 
 pi − ci nienie cz stkowe sk adnika i, N m-2

partial pressure of component i
r − wektor pozycji, m 

position vector 
rr − szybko  reakcji, kmol m-3 s-1

reaction rate 
R − sta a gazowa, J kmol-1 K-1 

gas constant 
T − temperatura, K 

temperature 

iv~ − parcjalna specyficzna obj to  sk adnika i, m3 kg-1
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partial specific volume of component i  

isv − u redniona pr dko  sk adnika i po rozk adzie pr dko ci, m s-1

averaged velocity of component i over the velocity distribution 
xi − udzia  molowy  

mole fraction 
 zi − adunek sk adnika i

charge number of component i  

LITERY GRECKIE − GREEK LETTERS 

i − wspó czynnik aktywno ci sk adnika i

activity coefficient of component i
− wspó czynnik lepko ci mieszaniny, Pa s 

mixture viscosity coefficient 

i − parcjalny wspó czynnik lepko ci sk adnika  i, Pa s 

partial viscosity coefficient of component i  
− wspó czynnik kr to ci 

tortuosity factor 

i − lepko  dylatacyjna, Pa s  

dilatational viscosity 

i − potencja  chemiczny, J kmol-1

chemical potential 

i − parcjalna g sto  masowa sk adnika i, kg m-3 

partial mass density of component i

i − parcjalny molekularny tensor napr e cinaj cych sk adnika i, N m-2

partial molecular shear stress tensor of component i
t
i − ca kowity parcjalny tensor napr e cinaj cych sk adnika i, N m-2

total partial shear stress tensor of component i
Φ − potencja  pola elektrycznego, V

electric field potential 

iΦ − udzia  obj to ciowy sk adnika i

volume fraction of component i
− pr dko  k towa wirowania, radian s-1

angular velocity of rotation 

i − udzia  masowy sk adnika i

mass fraction of component i
el
i − elektryczna podatno  sk adnika i  

electric susceptibility of component i  
mag
i − magnetyczna podatno  sk adnika i  

magnetic susceptibility of component i

INDEKSY DOLNE − SUBSCRIPTS 

 i, j, k − sk adnik 
component 
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 T, P − przy sta ej temperaturze i ci nieniu 
at constant temperature and pressure 

 s − wielko  u redniona po rozk adzie pr dko ci sk adnika 
quantity averaged over the velocity distribution of the species 

− rodzaj si y masowej 
type of body force 
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ANDRZEJ BURGHARDT

THEORY OF MULTICOMPONENT DIFFUSION IN FLUID SYSTEMS

PART II. APPLICATIONS OF THE CONSTITUTIVE EQUATIONS OF MULTICOMPONENT  
DIFFUSION 

The constitutive equations of multicomponent diffusion derived in the first part of the study [1] 
basing on the mechanical theory of diffusion are applicable to any isotropic fluid mixture, like gases 
under low and high pressure, liquids, electrolyte, polymeric solutions and plasma. Therefore in this 
second part of the study some examples of application of the theoretical expressions have been presented 
with respect to the fluid systems mentioned above. 

The body forces normally considered in the momentum balance of a diffusing species are: the 
gravitational and centrifugal force and the force exerted by the electric field on a charged particle, which 
plays an important role in the spectrometry, plasma dynamics and electrophoresis [4, 5]. The sum of the 
body forces is presented by Eq. (2.1). Not all of these forces generate in an explicit way the forced 
diffusion (Eq. 2.71 [1]), nevertheless influencing the mixture flow lead to the rise of the pressure gradient 
and divergence of the stress tensor, which are components of the diffusion driving force. Similarly, the 
forced diffusion can take place only in those cases, when the specific body forces are different. The 
derived equations defining the diffusion driving force are very general and not all their terms are 
important in many practical situations. Analysis of the order of magnitude of the terms appearing in the 
expression defining diffusion (Eq. 2.18 [1]) performed by Whitaker [7] and Bearman [8] indicates that 
the effect of the acceleration of the diffusing species ai can be neglected in the majority of practical 
diffusion processes, both for gases and liquids, except in the case of rapidly oscillating electric fields [9]. 
Moreover , because in the case of mechanical equilibrium additional terms can be omitted in Eq. (2.2), 
as a result of applying the mixture momentum balance (Eq. 2.25 [1]), leading finally to Eq. (2.3). 

Eq. (2.70 [1]) which defines the diffusion driving force is usually used for gases. Grad and Zhdanov 
expressed the stress tensor by Eq. (2.48 [1]) and (2.49 [1]), presenting the generalized Maxwell-Stefan 
equations in the form (2.7). Further approximations of this equation lead finally to Eq. (2.9) which can be 
applied for plasma [4, 5] by taking into account only the electric and magnetic fields Eq. (2.10). In the 
electric field of electrolyte solutions the body force Φ−∇=E  ( Φ - field potential) acting on the 
component is given by Eq. (2.12). However, if there appear such body forces like gravitation 
and centrifugal force, which generate the pressure gradient, the generalized Maxwell-Stefan equation for 
electrolyte solutions is given by Eq. (2.14).  

Although, the classical thermodynamics of irreversible processes does not permit the relation flux-
driving force between the diffusion flux and the viscous stress tensor (Curie’s postulate) this phenomenon 
has been observed experimentally in polymeric solutions [16] and its explanation is now comprised in 
new editions of monographs about irreversible thermodynamics [17] as well as in more recent kinetic 
theory [3] which present the formulation of diffusion equations.  

Exploiting equations (2.69 [1]) and (2.64 [1]) the diffusion flux of polymer with respect to the molar 
average velocity is given by Eq. (2.17) which clearly illustrates the coupling between the divergence 
of the shear stress tensor and polymer diffusion flux. However, it has to be stressed that full quantitative 
explanation of the phenomenon of polymer diffusion induced by the divergence of the shear stress tensor 
is still the goal of current research. This phenomenon is important not only from the theoretical point 
of view but it has also practical applications in chromatography and separation of proteins. Considering 
the general case of sedimentation caused by the gravitational, centrifugal and electric fields [18, 19, 6] it 
has been assumed that the term which determines the viscous stress tensor is equal to zero because of the 
rotation of the system as a rigid body [2]. But from Eq. (2.71 [1]) it results that the gravitational and 
centrifugal forces do not  induce diffusion in an explicit way. However, these forces cause the rise of the 
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pressure gradient according to Eq. (2.6) of the mixture momentum balance, which for the case considered 
is given by (2.19) and so causes separation as a result of pressure diffusion. Introducing Eq. (2.19) into 
(2.71 [1]) in order to replace the pressure gradient according to the mechanical equilibrium one obtains 
Eq. (2.20). This expression indicates that the separation of mixture components is caused by a strong 
pressure gradient generated by the centrifugal force.  

The process of diffusion and chemical reaction in a porous catalyst pellet is described by the set 
of differential mass balance (2.22). 

In order to solve these differential equations one needs the dependences which express the diffusional
mass flux Ji and the reaction rate as functions of the state variables i.e. mixture composition, temperature, 
and pressure. The process of diffusion and chemical reaction in a porous catalyst pellet is usually 
described by the one of the two alternative formulations – the generalized Fick-Onsager equations or the 
generalized equations of Maxwell-Stefan. The Fick-Onsager diffusion equation is given by (2.23). 

The Fick-Onsanger multicomponent diffusion coefficients are the elements of the reciprocal matrix 
[B], the elements of which are given by the relations (2.24, 2.25). 

As can be seen from the relations (2.24, 2.25) they depend on the binary Maxwell diffusion 
coefficients. Introducing (2.23) into (2.22) leads to a set of differential equations in the form (2.26). In the 
pores of the catalyst particle only a concentration diffusion is taking place at the absence of the pressure 
and forced diffusion as well as neglecting the effect of the viscous shear stress in the fluid on the 
diffusion flux (see Eq. 2.18 [1]). Therefore the driving force for this diffusion is Eq. (2.27). 

Introducing Eq. (2.27) into (2.26) the general form of the equations of diffusion and chemical 
reaction in a porous catalyst pellet, expressed by the Fick-Onsager formulation, is obtained (2.29). 

This equation for ideal gas mixture and the assumption of constant values of C and 
efijD  is reduced 

to the form (2.31), which is valid for the spherical symmetry of the catalyst pellet.  
The solution of this set of differential equations determines the concentration profiles in the catalyst 

pellet xi = xi(r) which are subsequently exploited for the computation of the diffusion fluxes Ji.  
efijD is the effective diffusion coefficient in the pores of the catalyst pellet given by (2.33), where  is 

the porosity of the pellet and  is the tortuosity factor. 
Applying the Maxwell-Stefan formulation of the diffusion equations, by taking into account only the 

concentration diffusion (like in the previous case) one obtains the relation (2.34) and the mass balance 
equations of the components i = 1,2….n (2.35). 

Eq. (2.34) can be transformed into the differential equation (2.36) where the elements Hij are defined 
by (2.37 and 2.38). 

Finally, one obtains the following set of differential equations (2.39, 2.40). 
In this way the set of first order differential equations has been obtained the solution of which 

determines the concentration profiles of components xi(r) and the diffusion fluxes Ji(r) in the catalyst 
pellet.  

Summing up, the process of diffusion and chemical reaction in the catalyst pellet described by the 
Fick-Onsager formulation is comprised of (n-1) differential equations of the second order, while in the 
Maxwell-Stefan formulation the set contains 2n first order differential equations. So, it could be 
concluded that expenditure of computations is twice higher applying the Maxwell-Stefan formulation. 
However it has to be taken into account that a set of second order differential equations is usually 
integrated by transforming it into a set of first order differential equations. Moreover, the multicomponent 
diffusion coefficients Dij must be computed by reversing the matrix [B] at each numerical integration step 
as these values are functions of the mixture composition. It has also to be stressed that in order to 
determine the effectiveness factor of the catalyst pellet the fluxes of the diffusing species have to be 
established at a outer surface of the catalyst pellet. These values in the Fick-Onsager formulation are 
calculated basing on the concentration profiles xi(r) obtained in the integration procedure while the 
integration of Maxwell-Stefan equations leads directly to these values. Therefore, the choice of the 
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appropriate formulation describing the process diffusion and chemical reaction in the catalyst pellet 
depends above all on the kind of the system investigated as well as its physicochemical conditions and 
properties. 
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