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Konstytutywne rownania dyfuzji wielosktadnikowej wyprowadzone w czgsci pierwszej opracowania
[1] w oparciu o mechaniczng teorig dyfuzji moga by¢ stosowane do dowolnych mieszanin izotropowych,
takich jak gazy pod niskim i wysokim ci$nieniem, ciecze, roztwory elektrolitow i polimeréw oraz plazma.
Dlatego w tej cze$ci (drugiej) opracowania przedstawiono przyktady zastosowan zaleznoSci
teoretycznych wyprowadzonych w czesci pierwszej do izotropowych uktadéow ptynnych wymienionych
powyzej.

Stowa kluczowe: mechaniczna teoria dyfuzji, rownania konstytutywne, sity napgdowe dyfuzji

The constitutive equations of multicomponent diffusion derived in the first part of the study [1]
basing of the mechanical theory of diffusion are applicable to any isotropic fluid mixture like gases under
low and high pressure, liquids, electrolyte and polymeric solutions as well as plasma. Therefore in this
(second) part of the study examples of application of the theoretical expressions derived in the first part
are presented with respect to the fluid systems mentioned above.

Keywords: mechanical theory of diffusion, constitutive equations, driving forces of diffusion

1. WPROWADZENIE

W  pierwszej czgsci opracowania pt. ,,Teoria dyfuzji wielosktadnikowej
w osrodkach plynnych” [1] przedstawiono analiz¢ 1 poroOwnanie metod
wyprowadzania konstytutywnych roOwnan dyfuzji wielosktadnikowej
wykorzystujacych podstawy 1 postulaty jednej z nastgpujacych teorii: kinetycznej
teorii gazé6w (mechaniki statystycznej), termodynamiki proceséw nieodwracalnych
(termodynamiki nierownowagowej) 1 teorii mieszanin zwanej rOwniez mechaniczna
teoria dyfuzji wielosktadnikowej w osrodkach pltynnych. Poniewaz ostatnia z teorii



16 A. BURGHARDT

bazujaca na zasadzie zachowania pedu sktadnika dyfundujacego charakteryzuje si¢
jasno sprecyzowanymi podstawami 1 zalozeniami jak 1 przejrzysta metodyka
rozwiazywania problemow z zakresu dyfuzji, przedstawiono kompletne 1 szczegotowe
wyprowadzenie  konstytutywnych rownan dyfuzji  wielosktadnikowe;  przy
wykorzystaniu tej teorii.

Podstawg rozwazan w tej teorii stanowi zasada zachowania pgdu sktadnika
dyfundujacego o predkosci translacji bedacej usredniona wartoscia funkcji rozktadu
predkosci molekularnych sktadnika w mieszaninie przeptywajacej ze srednia masowa
predkoscia, jak 1 wynikajaca z niego uogdlniona sita napedowa definiujaca dyfuzje
stgzeniowq 1 dyfuzje termiczna, jak réwniez oddziatywanie roznych sit masowych na
sktadniki (dyfuzja wymuszona) oraz sprzg¢zenie migdzy strumieniem dyfuzji
a tensorem naprgzen $cinajacych. W wyniku potaczenia zaleznosci okreslajacych
wewnetrzng sit¢ oddzialujaca na sktadnik i przez wszystkie inne sktadniki mieszaniny
z uogolniona sita napedowa dyfuzji uzyskuje si¢ w prosty sposdb uogolnione
rownanie dyfuzji w sformulowaniu Maxwella-Stefana oraz Ficka-Onsagera
wzajemnie przeksztatcalnych przy wykorzystaniu metod algebry liniowe;.
Wyprowadzona alternatywna posta¢ uogolnionej sity napedowej dyfuzji pozwala na
wyciagnigcie  ciekawych ~ wnioskoéw  charakteryzujacych  proces  dyfuzji
wielosktadnikowej. Wynika z niej, iz dyfuzja cisnieniowa moze zachodzi¢ jedynie
w uktadach, w ktérych masowe, parcjalne objetosci wiasciwe sktadnikdéw sa rozne.
Podobnie wskazuje wyraznie, iz dyfuzja wymuszona mozliwa jest jedynie wowczas,
gdy wihasciwe sily masowe oddzialywujace na sktadniki sa ro6zne. W zwiazku z tym
sity grawitacyjne 1 odsrodkowe nie generuja dyfuzji w sposéb bezposredni.

W zaleznos$ci od badanego systemu i jego wlasciwosci fizycznych stosowane sa
rozne warto$ci usrednionych predkosci mieszaniny (masowa, objetosciowa czy
molowa).

Wyprowadzona uogdlniona zalezno$¢ migdzy centrowana pr¢dkos$cia mieszaniny
a parametrem zaleznym od wtasciwosci fizycznych uktadu pozwolita na jednoznaczne
zdefiniowanie uogolnionych predkosci 1 strumieni dyfuzyjnych wprowadzonych do
réwnania Maxwella-Stefana.

Uzyskane w oparciu o mechaniczng teori¢ dyfuzji wieloskladnikowej rownania
dyfuzji moga by¢ stosowane do dowolnej, izotropowej mieszaniny plynnej, jak gazy
pod wysokim ci$nieniem, ciecze, roztwory elektrolitow 1 polimeréw oraz plazma.

Dlatego w niniejszej czgSci opracowania przedstawiono przyktady zastosowan
zalezno$ci teoretycznych wprowadzonych w czgsci pierwszej w ukladach
wymienionych wyzej.
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2. PRZYKLADY ZASTOSOWAN ROWNAN DYFUZJI

2.1. SILY MASOWE

Zazwyczaj uwzgledniane sity masowe w bilansach pedu to grawitacja, sila
odsrodkowa 1 sita wywierana przez pole elektryczne E na natadowana elektrycznie
czastke o tadunku z; [2]. Oprocz wspomnianych wyzej mechanizmdéw transportu
masy, zazwyczaj rozpatrywanych w termodynamice nierdwnowagowej, istnieja
jeszcze inne sily masowe, ktore okazatly si¢ znaczace w specjalnych przypadkach.
Bird 1 wsp. [2] omawia przyklad sity masowej dziatajacej na natadowana czastke
poruszajaca si¢ w polu elektrycznym lub magnetycznym, wlaczajac sity elektrycznej
1 magnetycznej indukcji wynikajace z relacji Lorentza. Uwzglednienie tych sit
prowadzi do nast¢pujacej sumy sit masowych:

Z;

2
L =g+or+
Ea Jiu=8 v

F[E + (vis xB)]+ML{X{~‘1 (E-VE)+ x™8 (B-VB)} (2.1)

i i

gdzie B jest indukcja magnetyczna, a y; L i 8 sa elektryczng i magnetyczna
podatnoscia sktadnika. Podatno$¢ to stosunek natezenia pola elektrycznego
i magnetycznego do sity wywieranej na czasteczke przez te pola, F- stata Faradaya.
Sity tego rodzaju odgrywaja wazna rolg np. w spektrometrii, dynamice plazmy [4, 5]
dielektroforezie czy magnetoforezie, metodach eksperymentalnych stosowanych
w biologii, nauce o materiatach facznie z nanotechnologia.

Wigkszos¢ tych sit ma charakter nieliniowy, a zatem nie sa SciSle zgodne
z formalizmem termodynamiki proceséw nieodwracalnych [6]. Problem ten nie
wystepuje w mechanicznej teorii dyfuzji, gdzie wlaczanie réznego rodzaju fizycznie
zdefiniowanych sit jest teoretycznie uzasadnione; chociaz przeksztalcenie tych
zaleznosci do struktury GFO nie jest dla wszystkich przypadkoéw mozliwe.

Nie wszystkie z tych sit generuja w sposdb bezposredni dyfuzje wymuszona (Patrz
Réwn. (2.71 [1]), niemniej wplywajac na przeptyw mieszaniny powoduja powstanie
gradientu ci$nienia 1 dywergencj¢ tensora naprezen, ktore tworza sity napedowe
dyfuzji. Jak bowiem wynika z réwnania (2.71 [1]), grawitacja g 1 sila odsrodkowa

w’r) nie wplywaja bezposrednio na dyfuzjg, poniewaz sily te sa identyczne dla
wszystkich sktadnikoéw 1 w zalezno$ciach rownania (2.71 [1]) ulegaja zerowaniu jako
sity napedowe.

Reasumujac, wszystkie fizycznie uzasadnione sity masowe moga by¢
wprowadzone do struktury mechanicznego continuum dyfuzji wielosktadnikowe;.

2.2. ROWNOWAGA MECHANICZNA

Wyprowadzone wyrazenia definiujace sitl¢ napedowa d; sa bardzo ogélne i nie

wszystkie ich czlony sa zawsze istotne. W rzeczywisto$ci prowadzi to do
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uzasadnionych uproszczeh w wielu praktycznych sytuacjach. Na przyktad
w mechanicznym stanie stacjonarnym, gdy substancja nie doznaje przyspieszenia

(a; =0, Rown. 2.18 [1]). Woéweczas, przy dodatkowym zatozeniu & =0 réownanie

(2.73 [1]) przyjmuje postac:

n n T
Z%( is _"js)*'z)gj {DZT - ]VIHT

j=1 < j=t <\ Pi Py

1 n
=-x;Ving, " CRT (@, —a’i)vp—(v"f ~o;V-1' )_Z[pifia _wijz_;pjfja} (2.2)

a

Analiza rzedu wielko$ci cztondw w wyrazeniu definiujacym dyfuzje (Rown. 2.18
[1]) przeprowadzona przez Whitakera [7] 1 Bearmana [8] wykazuje, ze wplyw

przyspieszenia skiadnika a; jest prawie zawsze zaniedbywalnie maly tak dla gazow

jak 1 cieczy, za wyjatkiem przypadkoéw szybko oscylujacych pol elektrycznych [9].
v
Ponadto, poniewaz w przypadku rownowagi mechanicznej piE =0, roéwniez

dodatkowe cztony w rownaniu (2.2) moga by¢ pominigte w wyniku zastosowania
rownania bilansu pedu mieszaniny (2.25 [1]), dajac w rezultacie:

nX.X XX T pT
55+ S 22
P =AY
1 t
CRT[ -

Réwnanie to moglo by¢ rowniez bezposrednio otrzymane z relacji (2.72 [1]).
Z drugiej strony te dodatkowe cztony moga by¢ rowniez zachowane, co jest zwykle
praktykowane, poniewaz przy powyzszych zalozeniach sumuja si¢ do zera; wynika to
z rébwnania bilansu pedu mieszaniny (Réwn. 2.25 [1]) dla tych warunkow:

vP=v. +Y 3, (2.4)
j=1

o

Jesli dodatkowo do zalozenia zerowej wartosci przyspieszenia znikaja gradienty
predkosci, a wigc rowniez tensor naprgzen [8, 9] dla przypadku mechanicznej
rownowagi, (jak np. w wirdwce, gdzie mieszanina ptynu podlega rotacji ciala
sztywnego), wowczas z rownania (2.2) wynika zalezno$¢:



Teoria dyfuzji wielosktadnikowej... Cz. 11 19

DoX.X, n xx. (pI DY
Z i}jj (ViS—VjS)+Z ;ZSU-J { Pli - JVInT

j=1 j=1 P

1 n
=—XVIna “CRT (@, _wi)VP_Z{pi fig _wizpj fjaJ (2.5)

o j=1

Jest to najczgSciej przedstawiana posta¢ rownania definiujacego dyfuzje
wielosktadnikowa wynikajacego z Termodynamiki Procesoéw Nieodwracalnych
[2, 10]. Dla tych warunkéw oczywiscie bilans pedu w stanie rownowagi jest

VP=> > pify, (2.6)
“ ]

2.3. GAZY I PLAZMA

Stosujac dla mieszaniny gazowej rownanie (2.70 [1]), okreslajace sil¢ napedowa
dyfuzji, przy wykorzystaniu wzorow (2.48 i 2.49 [1]) na tensor naprezen oraz

zatozeniu A =0 dla gazow, otrzymujemy rownanie:

i)g]( ) ZXXOCVIHT

=

1 1 .
) Vp; — VP (1 —wiﬂ)(sz +§V(V'V)j—2{/)i fiu = ) p fjaJ (2.7)

a j=1

ktore posiada posta¢ przedstawiong w teorii Grada i Zhdanova [11, 12, 13].
Przy zaniedbaniu cztonow okres$lajacych napregzenia, to znaczy dla mechanicznej
réwnowagi, ma ono postac:

XX

ZQ}J(IS ) ZxxaVlnT =—— Vp1 ;,VP — Z[pl . prJ Ja}

j=1 j=1

(2.8)

ktora jest identyczna z wyrazeniem wynikajacym z teorii kinetycznej gazow [14].
Wyzszego rzedu aproksymacje funkcji rozkladu predkosci molekularnej
Chapmana-Cowlinga sa konieczne, aby przewidzie¢ dyfuzje generowana
napre¢zeniami [15].
Dla przypadku izotermicznego 1 wykorzystaniu rownania (2.6) otrzymujemy:
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nox

i*
.

b (vis _vjs): _%[Vpi _ZpifiaJ (2.9)

J=1

Réwnania te moga by¢ rodwniez zastosowane do plazmy [4, 5]. Np. stosujac
zalezno$ci okre$lajace sity masowe z rownania (2.1) 1 uwzgledniajac jedynie sity
elektryczne 1 magnetyczne przy zalozeniu wartoSci elektrycznej 1 magnetyczne]
podatnosci rOwne zero, rOwnanie powyzsze mozna zapisac nast¢pujaco:

XX 1
j=1 =74
W dalszym ciagu, przy eliminacji obydwu zewngtrznych pol, rownanie (2.10)
redukuje si¢ do klasycznego rownania Maxwella-Stefana [7]:

n

> 2y - v)=-Vp, @10
j=11 =

2.4.ROZTWORY ELEKTROLITOW

Dla pola elektrycznego o nat¢zeniu E =-V® (@ — potencjat pola) sita masowa

. o -z, FVO
dziatajaca na sktadnik i jest f;, = Z’T , zatem:
i
n
pifia=®; ) pif i =—CiziFV® (2.12)
j=1
poniewaz ——— = C;, a suma:
i
n n
Y pifia=—FV®Y C;z;=0 (2.13)
j=1 j=1

n
ze wzgledu na warunki elektrycznej neutralno$ci roztworu ZC iZ; = 0, ktora jest
j=1
powszechnie zakladana, za wyjatkiem sasiedztwa naladowanych powierzchni
(elektrod).
Jesli jednak istnieja takie sily jak grawitacja czy sita od$rodkowa, to VP #0
(Rown. 2.6) i r6wnanie GMS dla elektrolitow jest:
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Ny x. x. (T DY
> I vy —v )+ X‘XJ£D1 - JlenT
j=1 2 Dyl oo
1

a dla przypadku izotermicznego, wyrazone przez strumien catkowity N;:

.ZH;C;Z)I, (XjNi —XiNj ):_C%[QVT’P H +(CI)i —a)i)VP+ z,C,F V(I)] (2.15)
J:

Dla roztworow rozcienczonych, X, —1 dla rozpuszczalnika, a x; -0 dla

pozostatych sktadnikéw, oraz w nieobecnosci innych sit masowych procz pola
elektrycznego otrzymujemy

N, =_%(civwﬂi +2,C,F V®)+xN | (2.16)

2.5. DYFUZJA POLIMEROW WYWOLANA GRADIENTEM NAPREZEN

Mimo iz klasyczna termodynamika proceséw nieodwracalnych nie dopuszcza
relacji strumien — sita napedowa pomiedzy strumieniem dyfuzji a naprg¢zeniem
lepkosciowym (zasada Curie), zjawisko to zostato zaobserwowane eksperymentalnie
w roztworach polimerow [16] 1 wyjasnienie tego zjawiska jest zawarte w rozszerzonej
nierownowagowej termodynamice [17], jak 1 w bardziej aktualnej teorii kinetycznej
[3], prezentujacej sformutowanie rownan dyfuz;i.

Aby zilustrowa¢ dyfuzje wywotana gradientem naprg¢zen lepkosciowych
rozpatrzmy przypadek izotermicznej mieszaniny dwusktadnikowej — polimer 1
w rozpuszczalniku 2 w nieobecnosci sit zewngtrznych, jak rowniez gradientu
ci$nienia.

Ilustracja tego przeplywu moze by¢ przepltyw Couette’a w wiskozymetrze plyta-
stozek w warunkach mechanicznej réwnowagi, ale w obecno$ci naprezen
lepkosciowych.

Stad z réwnan (2.69 i 2.64 [1]) strumien dyfuzyjny polimeru w stosunku do
sredniej predkosci molowej jest:

J] :_%(Civ’["la/li —V’Tit) (217)

z ktorej wyraznie wynika sprzezenie pomiedzy dywergencja parcjalnego tensora
naprezen i strumieniem dyfuzyjnym polimeru. W réwnaniu tym rit jest parcjalnym
naprezeniem $cinajacym polimeru. W przypadku mieszaniny idealnej rownanie:
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J, =-2,VC, +%V-‘rf (2.18)

pozwala na wyciagnigcie wniosku, iz niejednolite napr¢zenie S$cinajace bedzie
wywolywac¢ strumien dyfuzyjny, lub w stanie stacjonarnym, gdy strumien dyfuz;ji jest
rowny zero w systemie zamknigtym, gradient koncentracji polimeru (jak np.
w wiskozymetrze rotacyjnym [16]).

Nalezy jednak zaznaczyC, i1z pelne wyjasnienie ilosciowe zjawiska dyfuzji
polimerow indukowanej dywergencja tensora naprg¢zen stanowi nadal cel obecnych
badan. Jest to bowiem problem nie tylko o znaczeniu teoretycznym, ale rowniez
praktycznym w chromatografii i rozdzielaniu biatek i DNA.

2.6. SEDYMENTACJA I WIROWANIE

Rozpatrzmy ogdlny przypadek sedymentacji w obecnosci pol grawitacji 1 sily
odsrodkowej oraz pola elektrycznego [6, 18, 19].

Czlon okre$lajacy naprezenia $cinajace ulega zerowaniu, ze wzgledu na rotacjg
uktadu jako ciala sztywnego [2]. Z rownania (2.71 [1]) wynika, ze sita grawitacji 1 sita
odsrodkowa nie wywotuja dyfuzyjnej segregacji. Jednak sity te powoduja powstanie
gradientu cis$nienia, jak wynika z rownania (2.6) dla mieszaniny, ktéry dla
rozpatrywanego przypadku jest rowny:

VP=pg+pw'r (2.19)

a zatem generuja segregacjg, jako wynik dyfuzji cisnieniowej. W rownaniu bilansu
pedu mieszaniny sity pola elektrycznego znikaja ze wzgledu na elektroneutralnosé¢
uktadu. Stosujac zalezno$¢ (2.19) w rownaniu (2.71 [1]), aby zastapi¢ gradient
ci$nienia zgodnie z rdéwnowaga mechaniczng dla rozpatrywanego przypadku,
otrzymujemy:

n
Z Vis =Vjs

j=1 =7y

= _x,-Ving, —ﬁ Za) | (7, =7, Npg+po?r)+ qu{%_%ﬂ (2.20)
j=1

i J

Jak wynika ze wzoru (2.20), separacja skladnikow mieszaniny w wyniku
wirowania jest spowodowana silnym gradientem ci$nienia wytworzonym przez sitg
odsrodkowa.

2.7. DYFUZJA I REAKCJA CHEMICZNA W POROWATYM ZIARNIE KATALIZATORA

Zatozmy, 1z w ziarnie katalizatora zachodzi R liniowo niezaleznych reakcji
chemicznych okreslonych przez nastgpujace rOwnania stechiometryczne:
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R
D oy A=0 r=12,....Rreakcji, n=12,.. . .n-skladnikéowi  (2.21)
r=I
Bilans masy sktadnika i w ziarnie, wiazacy transport masy na drodze dyfuz;ji
i reakcje chemiczne, przedstawia si¢ nastepujaco:

R
V.Ji=) vt i=12,...n (2.22)

Do rozwiazania powyzszych réwnan konieczna jest znajomo$¢ relacji
uzalezniajacych gesto$¢ strumienia dyfuzyjnego J; oraz szybkosci reakcji r, od
zmiennych stanu, to jest skladu mieszaniny, temperatury 1 ci$nienia.

Proces dyfuzji w plynach mieszanin wielosktadnikowych opisywany jest
zazwyczaj za pomoca jednego z dwoch alternatywnych sformutowan — uogdlnionego
rownania Ficka-Onsagera lub uogolnionego rownania Maxwella-Stefana.

Roéwnanie dyfuzji Ficka-Onsagera jest:

n-1
Ji=-CY D{'d, i=12,...n1 (2.23)

Wspodlczynniki dyfuzji Ficka-Onsagera dla mieszaniny wielosktadnikowej sa
elementami macierzy odwrotnej do [B], ktérej elementy dane sa zalezno$ciami:

n

X 2.24
% kZ o (2.24)
k#i
B. = x. o ji=1.2,...n-1 (2.25)
! 1 2§1n ‘:Z)IJ o

1 zaleza od binarnych wspotczynnikoéw dyfuzji Maxwella-Stefana Qﬁlj :

Podstawienie zalezno$ci (2.23) do (2.22) prowadzi do zbioru réwnan
rozniczkowych w postaci:

R
—V[CZDef ]:Z 0 T, i=1.2,....n-1 (2.26)
r=1
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W porach ziaren wigkszo$ci katalizator6w ma miejsce jedynie dyfuzja stezeniowa
przy braku dyfuzji ci$nieniowej 1 wymuszonej oraz pominigciu  wplywu
lepkosciowych naprezen $cinajacych w plynie na strumien dyfuzji, stad (patrz réwn.
2.73[1))

d :EVT pi; =x;Vina; (2.27)
gdzie a; jest aktywnoscia stezeniowa sktadnika
a;=7; X (2.28)

1

Wprowadzajac zalezno$¢ (2.27) do (2.26) otrzymujemy ogo6lna forme réwnania
dyfuzji i reakcji chemicznej w porach ziarna w sformutowaniu Ficka-Onsagera:

n-1 R
V.[CZD;ijVIHaj}+Zoﬂ r.=0 i=12,..n-1 (2.29)
j=l1 r=1

Réwnanie to dla idealnych mieszanin gazowych oraz przy zalozeniu stabej

zmiennosci C i D;-f redukuje sie do postaci:

n-1 R
CZDgf Vx4 0,5,=0 (2.30)

Dla sferycznej symetrii ziarna otrzymujemy zbior rownan rézniczkowych drugiego
rzedu:

1 d
Y pf VT i=1.2,...n-1 231
z ) YR @3
o warunkach brzegowych:
dla r=R, X; = X
dla j=1.2,....n1 (2.32)
dx ;
dla r=0, —L =0
dr

Rozwiazania zbioru réwnan (2.31) okreslaja profile stezen sktadnikow w ziarnie
X; =X; (r), ktére sa nastgpnie wykorzystywane do obliczania strumieni dyfuzyjnych
J;. Dl-]ef jest efektywnym wspotczynnikiem dyfuzji w porach ziaren katalizatora
okreslonym zaleznoscia:
D¢

DY =— (2.33)
K
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gdzie € to porowatos$¢ ziarna, a x wspotczynnik kretosci porow.

Stosujac sformulowanie réwnan dyfuzji Maxwella-Stefana przy uwzglednieniu
jedynie dyfuzji stezeniowej (Jak w poprzednim przypadku) otrzymujemy dla procesu
1zotermicznego:

n
1 .
ZF(XJJi—XiJJ):—XiVInai i=12,..n (2.34)
j=1 =
wraz z rbwnaniem bilansu masy sktadnika i:

R
V.= vt i=12,...n (2.35)

r=1

Roéwnanie (2.34) moze by¢ przedstawione w postaci:

n
—x;Vina; =» Hy J; (2.36)
j=1

gdzie elementy Hij zdefiniowane sa nastgpujaco:

X
Hj =- c 1?f (2.37)
J]
n
X
H, = k- (2.38)
i1 Dk
k#i
Otrzymujemy zatem nastgpujacy zbidr rownan rozniczkowych:
R
V.= vt ij=12,...n (2.39)
r=I
n
j=1

w ktorych niewiadomymi funkcjami sa strumienie J; i st¢zenia x; .
Dla idealnych mieszanin gazowych roéwnania te przeksztalcaja si¢ do postaci:

R
V.= vt ij=12,...n (2.41)
r=1
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n
Vx,==> H;J, r=12,..R (2.42)
j=1

a dla ziarna o sferycznej symetrii:

1L d (s, <
——\rJ; =) v, r 243
AR .43)
dx; L
i=-N"H.J. 2.44
. ; i (2.44)
o warunkach brzegowych:
dla r=R, X; = Xi i=1,2,....n (2.45)
dla r=0, J; =0

Otrzymujemy zatem zbidr rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu,
ktorych rozwiazania okres$laja profile stgzen i strumieni w ziarnie katalizatora.

Reasumujac, w sformutowaniu Ficka-Onsagera proces dyfuzji i reakcji chemiczne;j
w ziarnie katalizatora opisany jest przez uktad (n-1) réwnan roézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzgdu, natomiast w sformutowaniach Maxwella-Stefana przez
2n roéwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Wskazywaloby to na fakt,
iz naklad obliczeniowy rozwiazania ukladu pierwszego jest okoto dwukrotnie
mniejszy niz drugiego.

Nalezy jednak wzia¢ pod uwage, ze metody catkowania rownan rzedu drugiego
transformuja zazwyczaj taki uktad do zbioru rownan rzedu pierwszego. Ponadto, aby

uwzgledni¢ zmienno$¢ macierzy D;f w trakcie calkowania pierwszego ukladu,

konieczne jest wyznaczanie odwrotnosci macierzy B;; na kazdym kroku catkowania.

Nalezy roéwniez podkresli¢, 1z dla wyznaczenia wspotczynnika efektywnosci
ziarna katalizatora musza by¢ obliczone wartosci strumieni sktadnika dyfundujacego
na zewnetrznej powierzchni ziarna katalizatora. Wielkosci te, w przypadku
sformulowania Ficka-Onsagera, obliczane sa w oparciu o uzyskane w wyniku
catkowania rozklady stezen x,(r), natomiast catkowanie réwnan Maxwella-Stefana

prowadzi bezposrednio do warto$ci tych rownan.

Stad wybor sformutowania rdéwnan opisujacych proces dyfuzji 1 reakcji
chemicznych w ziarnie katalizatora zalezy przede wszystkim od rodzaju badanego
systemu, jego warunkow i wlasnosci fizykochemicznych.
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OZNACZENIA - SYMBOLS

— aktywnos¢ sktadnika i
activity of component i

— przyspieszenie skladnika i, m s>
acceleration of component i

— indukcja magnetyczna, kg s°A™!
magnetic induction

— gestos¢ molowa mieszaniny, kmol m>
mixture molar density

— gestos¢ molowa sktadnika i, kmol m>
molar density of component i

— sita napedowa dyfuzji sktadnika i, m™
diffusion driving force of component i

— binarny wspotczynnik dyfuzji Maxwella, m? s™!

Maxwell binary diffusion coefficient

— wielosktadnikowy wspotczynnik dyfuzji, m? s™
multicomponent diffusion coefficient

— wielosktadnikowy termiczny wspotczynnik dyfuzji, kg m™ s™
multicomponent thermal diffusion coefficient

— pole elektryczne, -V®, V m’
electric field

— stata Faradaya, 96485 C mol™
Faraday constant

— sita masowa rodzaju a na jednostke masy sktadnika i, N kg™
body force of type o per unit mass of component i

— przyspieszenie grawitacyjne
gravitational acceleration

— dyfuzyjny strumien molowy sktadnika i w odniesieniu do predkosci sredniej molowe;j,

kmol m™ s™!
diffusive molar flux of species i with respect to molar average velocity
— masa molowa sktadnika i, kg mol™
molar mass of component i
— catkowity strumien sktadnika i, kmol m™ s™
absolute flux of component i
— ci$nienie, N m™
pressure
— cisnienie czastkowe sktadnika i, N m’
partial pressure of component i
— wektor pozycji, m
position vector
— szybko$é reakcji, kmol m™ s™!
reaction rate
— stata gazowa, J kmol™! K!
gas constant
— temperatura, K
temperature
— parcjalna specyficzna objetos¢ sktadnika i, m® kg™

2
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Hi

Pi

Xi

mag

Ai

LJj, k

partial specific volume of component i
— usredniona predkos¢ sktadnika i po rozktadzie predkosci, m s

averaged velocity of component i over the velocity distribution
—udzial molowy

mole fraction
— tadunek sktadnika i

charge number of component i

LITERY GRECKIE — GREEK LETTERS

— wspodlezynnik aktywnosci sktadnika i

activity coefficient of component i
— wspotczynnik lepkosci mieszaniny, Pa s
mixture viscosity coefficient
— parcjalny wspotczynnik lepkos$ci sktadnika i, Pa s
partial viscosity coefficient of component i
— wspoélezynnik kretosci
tortuosity factor
— lepkos¢ dylatacyjna, Pa s
dilatational viscosity
— potencjat chemiczny, J kmol™

chemical potential
— parcjalna gestos¢ masowa sktadnika 7, kg m™

partial mass density of component i
— parcjalny molekularny tensor naprezen $cinajacych sktadnika i, N m™

partial molecular shear stress tensor of component ;
— calkowity parcjalny tensor naprezen $cinajacych sktadnika i, N m™

total partial shear stress tensor of component i
— potencjat pola elektrycznego, V'

electric field potential
— udzial objetosciowy sktadnika i

volume fraction of component i

— predkos$é katowa wirowania, radian s
angular velocity of rotation

— udzial masowy sktadnika i

mass fraction of component i
— elektryczna podatno$¢ sktadnika i
electric susceptibility of component i
— magnetyczna podatno$¢ sktadnika i

magnetic susceptibility of component i

INDEKSY DOLNE — SUBSCRIPTS

— sktadnik
component
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THEORY OF MULTICOMPONENT DIFFUSION IN FLUID SYSTEMS

PART II. APPLICATIONS OF THE CONSTITUTIVE EQUATIONS OF MULTICOMPONENT
DIFFUSION

The constitutive equations of multicomponent diffusion derived in the first part of the study [1]
basing on the mechanical theory of diffusion are applicable to any isotropic fluid mixture, like gases
under low and high pressure, liquids, electrolyte, polymeric solutions and plasma. Therefore in this
second part of the study some examples of application of the theoretical expressions have been presented
with respect to the fluid systems mentioned above.

The body forces normally considered in the momentum balance of a diffusing species are: the
gravitational and centrifugal force and the force exerted by the electric field on a charged particle, which
plays an important role in the spectrometry, plasma dynamics and electrophoresis [4, 5]. The sum of the
body forces is presented by Eq. (2.1). Not all of these forces generate in an explicit way the forced
diffusion (Eq. 2.71 [1]), nevertheless influencing the mixture flow lead to the rise of the pressure gradient
and divergence of the stress tensor, which are components of the diffusion driving force. Similarly, the
forced diffusion can take place only in those cases, when the specific body forces are different. The
derived equations defining the diffusion driving force are very general and not all their terms are
important in many practical situations. Analysis of the order of magnitude of the terms appearing in the
expression defining diffusion (Eq. 2.18 [1]) performed by Whitaker [7] and Bearman [8] indicates that
the effect of the acceleration of the diffusing species a; can be neglected in the majority of practical
diffusion processes, both for gases and liquids, except in the case of rapidly oscillating electric fields [9].
Moreover , because in the case of mechanical equilibrium additional terms can be omitted in Eq. (2.2),
as a result of applying the mixture momentum balance (Eq. 2.25 [1]), leading finally to Eq. (2.3).

Eq. (2.70 [1]) which defines the diffusion driving force is usually used for gases. Grad and Zhdanov
expressed the stress tensor by Eq. (2.48 [1]) and (2.49 [1]), presenting the generalized Maxwell-Stefan
equations in the form (2.7). Further approximations of this equation lead finally to Eq. (2.9) which can be
applied for plasma [4, 5] by taking into account only the electric and magnetic fields Eq. (2.10). In the
electric field of electrolyte solutions the body force E=-V® (@ - field potential) acting on the
component is given by Eq. (2.12). However, if there appear such body forces like gravitation
and centrifugal force, which generate the pressure gradient, the generalized Maxwell-Stefan equation for
electrolyte solutions is given by Eq. (2.14).

Although, the classical thermodynamics of irreversible processes does not permit the relation flux-
driving force between the diffusion flux and the viscous stress tensor (Curie’s postulate) this phenomenon
has been observed experimentally in polymeric solutions [16] and its explanation is now comprised in
new editions of monographs about irreversible thermodynamics [17] as well as in more recent kinetic
theory [3] which present the formulation of diffusion equations.

Exploiting equations (2.69 [1]) and (2.64 [1]) the diffusion flux of polymer with respect to the molar
average velocity is given by Eq. (2.17) which clearly illustrates the coupling between the divergence
of the shear stress tensor and polymer diffusion flux. However, it has to be stressed that full quantitative
explanation of the phenomenon of polymer diffusion induced by the divergence of the shear stress tensor
is still the goal of current research. This phenomenon is important not only from the theoretical point
of view but it has also practical applications in chromatography and separation of proteins. Considering
the general case of sedimentation caused by the gravitational, centrifugal and electric fields [18, 19, 6] it
has been assumed that the term which determines the viscous stress tensor is equal to zero because of the
rotation of the system as a rigid body [2]. But from Eq. (2.71 [1]) it results that the gravitational and
centrifugal forces do not induce diffusion in an explicit way. However, these forces cause the rise of the
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pressure gradient according to Eq. (2.6) of the mixture momentum balance, which for the case considered
is given by (2.19) and so causes separation as a result of pressure diffusion. Introducing Eq. (2.19) into
(2.71 [1]) in order to replace the pressure gradient according to the mechanical equilibrium one obtains
Eq. (2.20). This expression indicates that the separation of mixture components is caused by a strong
pressure gradient generated by the centrifugal force.

The process of diffusion and chemical reaction in a porous catalyst pellet is described by the set
of differential mass balance (2.22).

In order to solve these differential equations one needs the dependences which express the diffusional
mass flux J; and the reaction rate as functions of the state variables i.e. mixture composition, temperature,
and pressure. The process of diffusion and chemical reaction in a porous catalyst pellet is usually
described by the one of the two alternative formulations — the generalized Fick-Onsager equations or the
generalized equations of Maxwell-Stefan. The Fick-Onsager diffusion equation is given by (2.23).

The Fick-Onsanger multicomponent diffusion coefficients are the elements of the reciprocal matrix
[B], the elements of which are given by the relations (2.24, 2.25).

As can be seen from the relations (2.24, 2.25) they depend on the binary Maxwell diffusion
coefficients. Introducing (2.23) into (2.22) leads to a set of differential equations in the form (2.26). In the
pores of the catalyst particle only a concentration diffusion is taking place at the absence of the pressure
and forced diffusion as well as neglecting the effect of the viscous shear stress in the fluid on the
diffusion flux (see Eq. 2.18 [1]). Therefore the driving force for this diffusion is Eq. (2.27).

Introducing Eq. (2.27) into (2.26) the general form of the equations of diffusion and chemical
reaction in a porous catalyst pellet, expressed by the Fick-Onsager formulation, is obtained (2.29).

This equation for ideal gas mixture and the assumption of constant values of C and Dgf is reduced

to the form (2.31), which is valid for the spherical symmetry of the catalyst pellet.
The solution of this set of differential equations determines the concentration profiles in the catalyst

pellet x; = x(r) which are subsequently exploited for the computation of the diffusion fluxes J;.

Diﬁf is the effective diffusion coefficient in the pores of the catalyst pellet given by (2.33), where ¢ is
the porosity of the pellet and « is the tortuosity factor.

Applying the Maxwell-Stefan formulation of the diffusion equations, by taking into account only the
concentration diffusion (like in the previous case) one obtains the relation (2.34) and the mass balance
equations of the components i = 1,2....n (2.35).

Eq. (2.34) can be transformed into the differential equation (2.36) where the elements Hj; are defined
by (2.37 and 2.38).

Finally, one obtains the following set of differential equations (2.39, 2.40).

In this way the set of first order differential equations has been obtained the solution of which
determines the concentration profiles of components x;(r) and the diffusion fluxes Ji(r) in the catalyst
pellet.

Summing up, the process of diffusion and chemical reaction in the catalyst pellet described by the
Fick-Onsager formulation is comprised of (n-1) differential equations of the second order, while in the
Maxwell-Stefan formulation the set contains 2n first order differential equations. So, it could be
concluded that expenditure of computations is twice higher applying the Maxwell-Stefan formulation.
However it has to be taken into account that a set of second order differential equations is usually
integrated by transforming it into a set of first order differential equations. Moreover, the multicomponent
diffusion coefficients Dy must be computed by reversing the matrix [B] at each numerical integration step
as these values are functions of the mixture composition. It has also to be stressed that in order to
determine the effectiveness factor of the catalyst pellet the fluxes of the diffusing species have to be
established at a outer surface of the catalyst pellet. These values in the Fick-Onsager formulation are
calculated basing on the concentration profiles x;(r) obtained in the integration procedure while the
integration of Maxwell-Stefan equations leads directly to these values. Therefore, the choice of the
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appropriate formulation describing the process diffusion and chemical reaction in the catalyst pellet
depends above all on the kind of the system investigated as well as its physicochemical conditions and

properties.
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