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Streszczenie

W referacie przedstawiono przyklady wspomaganych komputerowo
obliczen  obciazenia  estymatoréw  wartosci  $Sredniokwadratowe;j
otrzymanych metoda bezposrednia i na podstawie widma amplitudowego.

Stowa kluczowe: warto$¢ sredniokwadratowa, obcigzenie estymatora
wartosci Sredniokwadratowej

Computer analysis of bias of the mean
square value estimator for sinusoidal
signal

Abstract
This paper presents computer calculations of bias of the mean square
value estimators calculated by the direct method and on the basis of the

amplitude spectrum.

Keywords: mean square value, bias of the mean square value estimator

1. Wstep

W referacie przedstawiono wyniki analiz i wspomaganych
komputerowo obliczen majacych na celu zbadanie wptywu
réznych czynnikdéw na estymatory wartosci $redniokwadratowej
sygnatu sinusoidalnego oraz sygnatlu sinusoidalnego z ditherem
gaussowskim.

2. Podstawy teoretyczne

Zgodnie z teoria kwantowania w warunkach spelienia zatozen
twierdzenia Widrowa [10] stuszna jest zaleznos¢ [3]
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Obciazenie by estymatora @42 warto$ci $redniokwadratowe;j

v’ wynikajace z kwantowania sygnalu x mozna wyrazié
zaleznoscia [3, 5, 6]
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gdzie q jest krokiem kwantowania, a @, jest funkcja
charakterystyczna sygnatu [7, 8].

W przypadku sygnalu sinusoidalnego o amplitudzie A oraz
sygnatu sinusoidalnego z ditherem gaussowskim o odchyleniu
standardowym o©, wzgledne obciazenia Jy  warto$ci
sredniokwadratowej mozna wyrazi¢ wzorami [5, 6]
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gdzie Jo i J; sa odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego
rodzajurzedu 01 1.

3. Przebieg eksperymentu

Wykonano seri¢ pomiarow wartosci $redniokwadratowe;j
sygnatu sinusoidalnego z zastosowaniem metody bezposrednie;.
Na rys. 1 przedstawiono charakterystyki: teoretyczna &y (2)
i eksperymentalna

- (5)
A4/2

bledow kwantowania. Warto$¢ oczekiwang E[\quz ] estymatora

wartosci $redniokwadratowej y* szacowano na podstawie $redniej
arytmetycznej LTqu z jej K wynikéw estymacji.

W tab. 1 zawarto przyktadowe wartosci obciazen J i Oy oraz
réznicy A migdzy bigdami. Badano sygnat sinusoidalny
o czgstotliwoscei £=1000 Hz, amplitudzie A,,,,=8 V, przesunigciu
fazowym ¢=0 i liczbie probek M=2%°. Sygnat kwantowany byt
kolejno w przetworniku A/C o liczbie bitow B=4 i B=6. Przyjgto
liczbg powtorzen eksperymentu K=I1, krok kwantowania
Amax25 1 A=1,2, .. Apax [V]-

w czasie eksperymentu przyjeto, ze warto$¢
sredniokwadratowa skwantowanego sygnatu jest rowna
= 1 Mzl . 6
2= m ,; x2(i) (6)

za$ warto§¢ doktadna y?=A%2+¢*12. Do wyznaczenia
estymatoréw wartosci Sredniokwadratowej pobierano M probek
z pelnego okresu sygnatu.
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Rys. 1. Wzgledne obciazenie estymatora warto$ci $redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego (8y— model, 8 — metoda bezposrednia)

Fig. 1. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(8m— model, 8 — direct method)

Tab. 1. Wzgledne obciazenie estymatora wartosci $redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego (metoda bezposrednia)
Tab. 1. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal

(direct method)
A 1V 3V 5V 8V

Om < 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03
) r_.Ua 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03
A 3.3-06 -0.40E-06 0.72E-06 -0.29E-06
Om © 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03
) a”q 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03
A -1.0E-06 | -0.16E-06 | -0.45E-06 0.51E-06

Jak wynika z tab. 1 warto$ci blgdow teoretyczne i otrzymane
z eksperymentu roznia si¢ nieznacznie (rzad 10°).

Kolejny eksperyment polegal na wyznaczeniu estymatorow
wartosci  $redniokwadratowej na podstawie harmonicznych
widma amplitudowego. Podczas eksperymentu przyjmowano

kolejno, ze §2=SA%/2, m=1, 2, ..., M2, $2=A*)2
q q

i \I/_;=A21/2+q2/ 12. Warto$¢ poprawna dobrana zostata na

podstawie zaleznosci y’=A%*2+q%/12.

Na rys. 2 przedstawiono przebiegi btedow estymacji dla B=4.
W tab. 2 zawarto przykltadowe warto$ci obciazen Sy, Oy, 8,1 O3
oraz roznicy A migdzy J; i dy.
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Rys. 2. Wzgledne obciazenie wartosci sredniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego
(3m — model, 8, — wszystkie harmoniczne, 8, — podstawowa harmoniczna,
83 — podstawowa harmoniczna z poprawka Shepparda)

Fig. 2. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(3m— model, 8;— all harmonics, 8, — first harmonic, 8; — first harmonic
with q%/12)
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Tab. 2. Wzgledne obciazenie estymatora warto$ci §redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego (metoda widma amplitudowego)
Tab. 2. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(amplitude spectrum method)

A 1V 3V 5V 8V
Oum 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03
ol < 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03
o)) r_."'a 4.9E-02 2.3E-02 1.3E-02 7.0E-03
53 2.2E-01 4.2E-02 1.9E-02 9.6E-03
A 3.3E-06 -0.40E-06 | 0.71E-06 -0.29E-06
Oum 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03
o) © 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03
o)) r_."'a 1.7E-02 4.1E-03 2.0E-03 1.0E-03
53 2.7E-02 5.3E-03 2.4E-03 1.2E-03
A -1.0E-06 -0.16E-06 | -0.44E-06 | -0.18E-06

Dysponujac widmem sygnatu mozna oszacowaé warto$¢ biedu
kwantowania Sy

qZ
A2 — g2 -1
I 6 <5 <AL ™
A? A?
gdzie
M/Z(Az)_Az _ﬁ
som T (8)

A?

oraz o=90,.

Dla B—w (q—0) suma ZA,’—A%, m=1, 2, ..., M/2, stad
6;—0. Uzyskane charakterystyki btedow  kwantowania
potwierdzily shiszno$¢ zaleznosci (7). Po uwzglednieniu
w obliczeniach harmonicznych szumu kwantowania uzyskano
btedy rozniace si¢ nieznacznie od btedéw modelu (tab. 2 — rzad
10%). Podobnie jak w przypadku metody bezposredniej, bledy
kwantowania skorelowane sa z liczba probek oraz liczba bitow
przetwornika i maleja wraz ze wzrostem ich wartosci.

Kolejny eksperyment polegat na wykonaniu serii pomiarow
wartosci $redniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego z ditherem
gaussowskim.  Badano  sumg¢  sygnalu  sinusoidalnego
o czgstotliwosci £=1000 Hz, amplitudzie A=8 V, przesunigciu
fazowym ¢=0 i liczbie probek M=2'" oraz szumu gaussowskiego
o odchyleniu standardowym o, zaleznym od kroku kwantowania
q. Sygnat kwantowany byl kolejno w przetworniku o liczbie
bitow B=3 oraz B=6. Przyjgto liczbg powtorzen eksperymentu
K=100 000.

Dla 6,/q<1 btad kwantowania sumy sygnalu i dithera moze
przyjmowacé warto$¢ bliska zeru [6], dlatego podczas dalszych
rozwazan przyjto, z€ Oymax—q [2, 4]. Aby nie nastapito
przekroczenie zakresu przetwornika, krok kwantowania dobrany
zostal na podstawie zaleznosci

_ A4 ©))
2513

Badania potwierdzily, ze ze wzglgdu na warto$¢ biedu
optymalny jest dobor dithera na poziomie ¢,=0.5q [1]. Na rys. 3
i 4 przedstawiono charakterystyki blgdow kwantowania & i 8y (3)
przy zastosowaniu metody bezposredniej. Podczas eksperymentu
przyjeto, ze

M-1 M-1 M-1
= ;[Zxﬁ Dy + 2%, Doy +ot D3, (i)uoj (10)
M-K i=0 i=0 i=0

¥
oraz y’= A%/2+c,2+q*/12. W tab. 3 zawarto przyktadowe wartosci
obciazen Oy 1 § oraz roéznicy A migdzy 8 i dy.
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Rys. 3. Wzgledne obciazenie wartoéci §redniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego
z ditherem gaussowskim (8 — model, 8 — metoda bezposrednia)

Fig. 3. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
with Gaussian dither (8, — model, 8 — direct method)
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Rys. 4. Wzgledne obciazenie wartosci sredniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego
z ditherem gaussowskim (8y; — model, 8 — metoda bezposrednia)

Fig. 4. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
with Gaussian dither (8y — model, 8 — direct method)

Tab. 3. Wzgledne obciazenie estymatora wartosci $redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego z ditherem gaussowskim (metoda bezposrednia)

Tab. 3. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
with Gaussian dither (direct method)

Gu/q 0 0.25 0.5 0.75 1
dum - 1.7E-01 | 3.4E-02 | -1.5E-03 | -1.2E-05 0

5 Il 1.7E-01 | 3.1E-02 | -1.4E-03 | 1.5E-05 | 1.5E-0.5
A -1.9E-03 | -2.4E-03 | 1.7E-04 | 2.7E-0.5 | 1.5E-0.5
Om © 1.4E-03 | 5.2E-04 | 1.2E-05 | 2.4E-08 0

5 Il 1.4E-03 | 5.1E-04 | 7.7E-06 | 3.2E-07 | -8.0E-07
A -7.6E-07 | -1.2E-05 | -4.7E-06 | 3.0E-07 | -8.0E-07

Wzgledne bledy kwantowania Sy i & maleja wraz ze wzrostem
poziomu dithera. Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla c,~0.5q btad
kwantowania & przyjmuje warto§¢ bliska zeru. Wyniki
wielokrotnie powtarzanych symulacji potwierdzity, ze w celu
utrzymania btedu kwantowania na zblizonym poziomie, nalezy
dla 0.5gq<c,<q zapewni¢ duza liczbg probek i duza liczbg
powtorzen eksperymentu. W zwiazku z tym dobdr optymalnego
G, na poziomie 0.5q wydaje si¢ mie¢ swoje uzasadnienie rowniez
podczas planowania rzeczywistego eksperymentu pomiarowego.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ estymujac
warto$¢ Sredniokwadratowa sygnalu sinusoidalnego i dithera
gaussowskiego z  zastosowaniem harmonicznych ~ widma
amplitudowego. Na rys. 5, 6, 7 przedstawiono przebiegi btedow
kwantowania dla B=3, 6 i 12 liczby bitéw przetwornika. W tab. 4
zawarto przyktadowe wartosci obciazen dyy, 81, 05, 83 oraz rdéznicy
A migdzy 8; i 8y. Podczas eksperymentu przyjmowano kolejno,
7e qqu =A% qqu =A22+q*12 i y*=A*2+q*/12 oraz

—_ 1 M/2 M/2 M/2 (11)
.= [ZA;(I) + Z;Ai(z) oot ZAri(K)j

2 m=1 m=1

i Y =A*2+0,2+q/12.
Nalezy podkresli¢, ze widmo skwantowanego sygnatu zawiera
nie tylko sktadowe szumu kwantowania ale i sktadowe dithera.
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Rys. 5. Wzgledne obciazenie warto$ci sredniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego
(8m— model, 8; — wszystkie harmoniczne, 8, — podstawowa harmoniczna,
93 — podstawowa harmoniczna z poprawka Shepparda)

Fig. 5. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(8m — model, 8; — all harmonics, &, — first harmonic, 8; — first harmonic

with q¥/12)
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Rys. 6. Wzgledne obciazenie warto$ci sredniokwadratowej sygnatu sinusoidalnego
(8m— model, 8; — wszystkie harmoniczne, 8, — podstawowa harmoniczna,
93 — podstawowa harmoniczna z poprawka Shepparda)

Fig. 6. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(8u — model, 8; — all harmonics, &, — first harmonic, 8; — first harmonic
with q*/12)
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Rys. 7. Wykresy wzglednego obciazenia warto$ci $redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego (8y— model, 8, — wszystkie harmoniczne, 3, — podstawowa
harmoniczna, 8; — podstawowa harmoniczna z poprawka Shepparda)

Fig. 7. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
(8y — model, 8; — all harmonics, &, — first harmonic, 8; — first harmonic
with ¢%/12)

Tab. 4. Wzgledne obcigzenie estymatora warto$ci $redniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego i dithera gaussowskiego (metoda widma amplitudowego)

Tab. 4. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal
and Gaussian dither (amplitude spectrum method)

G,/q 0 0.25 0.5 0.75 1
dum 1.7E-01 | 3.4E-02 | -1.5E-03 | -1.2E-05 0
& - 1.7E-01 | 3.1E-02 | -1.5E-03 | 2.6E-05 | -3.2E-05
) CU: 4.9E-02 | -8.9E-02 | -1.7E-01 | -1.7E-01 | -1.7E-01
5; 2.2E-01 | 7.8E-02 | 1.2E-03 | 6.2E-05 | 1.5E-04
A -2.0E-03 | -2.4E-03 | 6.9E-05 | 3.7E-05 | -3.2E-05
dum 1.4E-03 | 5.2E-04 | 1.2E-05 | 2.4E-08 0
& © 1.4E-03 | 5.1E-04 | 5.5E-06 | -2.4E-06 | 1.9E-06
5, y:”a 1.2E-03 | 3.2E-04 | -1.9E-04 | -2.0E-04 | -1.6E-04
5; 1.4E-03 | 5.2E-04 | 6.2E-06 | -2.3E-06 | 2.2E-06
A 1.8E-06 | -1.2E-05 | -6.9E-06 | -2.4E-06 | 1.9E-06
Om 2.4E-06 | 8.9E-07 | 2.2E-08 | 4.7E-11 0
81 | | 2.7E-06 | 8.7E-07 | -2.1E-08 | -3.8E-08 | 5.5E-08
8, | 7| 2.7E-06 | 8.3E-07 | -6.0E-08 | -7.8E-08 | 1.5E-08
5; A 27E-06 | 8.7E-07 | 2.1E-08 | -3.8E-08 | 5.5E-08
A 3.7E-07 | -2.7E-08 | -4.3E-08 | -3.8E-08 | 5.5E-08

Mozna oszacowaé btad kwantowania oy w zastosowaniu do
wartosci $redniokwadratowej sygnatu z ditherem

L), - (), -
K/‘:l 1)) 6 <5 S1{],:1 1Jcj) (12)
A? : A?
gdzie
li /2(&) _AZ_ Z_Lz
5 = K3\ 2 ) 2 12 (13)
! A2/2
oraz dy~9d,.

Latwo wykaza¢, ze dla B—w (q—0) btad 6;—0 i prawdziwa
jest zaleznos¢ (12).

W przypadku przetwornikow o duzej rozdzielczo$ci szum
dithera moze przewyzsza¢ szum kwantowania. Sprawdzenie
stusznos$ci zaleznosci (12) wiaze si¢ wowczas z estymowaniem
warto$ci $redniokwadratowej dla duzej liczby probek i duzej
liczby powtoérzen eksperymentu (rys. 7 — 6,>0.5q).

Otrzymane charakterystyki bledéw kwantowania wskazuja,
ze podczas estymacji warto$ci $redniokwadratowej znajomo$é
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podstawowej harmonicznej moze nie by¢ wystarczajaca (rys. 5,
tab. 4 — B=3, §,>>dy), niekiedy nalezy uwzgledni¢ réwniez
harmoniczne szumu kwantowania. Jest to szczegdlnie wazne dla
przetwornikow o matej rozdzielczosci (tab. 4 — B=3, 5;=0y).
W  przypadku zastosowania kwantyzatorow o wigkszej
rozdzielczosci do oszacowania bledu kwantowania moze
wystarczy¢ znajomos$¢ podstawowej harmonicznej i poprawki
Shepparda (tab. 4 — B=6, 3;~3);) lub tylko samej harmonicznej
(tab 4— B=12, SzzSM).

Podobnie jak w przypadku metody bezposredniej, dobranie
dithera o odchyleniu standardowym o©,=0.5q zapewnia
utrzymanie bledu kwantowania na niskim poziomie (rzad 10°)
bez potrzeby zwigkszania liczby probek i estymowania wartosci
sredniokwadratowej z duza liczba powtdrzen.

4. Podsumowanie

Zaproponowana metoda badan bledow estymacji moze by¢
stosowana na etapie podejmowania wstgpnej decyzji o wyborze
metody pomiarowej oraz do modelowania niepewnosci wyniku
pomiaré6w w sytuacjach, gdy modele analityczne sa trudne
do uzyskania lub sa na tyle skomplikowane, Zze nie mozna ich
w praktyce stosowac.

Wyniki przeprowadzonych doswiadczen wskazuja,
ze podejmujac probg wiarygodnej oceny btedow estymacji nalezy
zapewni¢ odpowiednio duza liczbe probek (M>10%) i/lub
odpowiednio duza liczbe powtorzen eksperymentu (K>10%.
Wobec powyzszego, kluczowym jest dobor odpowiednich
warto$ci parametrow przetwarzania. I tak w celu minimalizacji
btedu kwantowania nalezy dla sygnalu bez dithera, przy
niewielkiej liczbie powtérzen eksperymentu (K~107), zastosowaé
kwantyzator o duzej rozdzielczosci.

Wyniki badan potwierdzily, ze niezaleznie od zastosowanej
metody pomiarowej optymalny wydaje si¢ dobdr dithera na
poziomie 0.5q. Dla kwantyzatoréw o duzej rozdzielczosci, dither
0 mniejszym poziomie moze nie zapewni¢ odpowiednio niskiej
wartosci btgdu kwantowania. Z kolei dla przetwornikdw o mate;j
rozdzielczoéci, dither wigkszy niz 0.5q wymusza estymowanie
wartosci §redniokwadratowej z duza liczba powtorzen.
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