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Streszczenie

W referacie przedstawiono przyk�ady wspomaganych komputerowo 
oblicze� obci��enia estymatorów warto�ci �redniokwadratowej 
otrzymanych metod� bezpo�redni� i na podstawie widma amplitudowego. 
        
S�owa kluczowe: warto�� �redniokwadratowa, obci��enie estymatora 
warto�ci �redniokwadratowej                                                        

Computer analysis of bias of the mean 
square value estimator for sinusoidal 
signal

Abstract

This paper presents computer calculations of bias of the mean square 
value estimators calculated by the direct method and on the basis of  the 
amplitude spectrum. 

Keywords: mean square value, bias of the mean square value estimator                                                                                   

1. Wst�p                  

W referacie przedstawiono wyniki analiz i wspomaganych 
komputerowo oblicze� maj�cych na celu zbadanie wp�ywu 
ró�nych czynników na estymatory warto�ci �redniokwadratowej
sygna�u sinusoidalnego oraz sygna�u sinusoidalnego z ditherem 
gaussowskim.

2. Podstawy teoretyczne

Zgodnie z teori� kwantowania w warunkach spe�nienia za�o�e�
twierdzenia Widrowa [10] s�uszna jest zale�no�� [3] 
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Obci��enie bM estymatora 2
q

~�  warto�ci �redniokwadratowej   

�� wynikaj�ce z kwantowania sygna�u x mo�na wyrazi�
zale�no�ci� [3, 5, 6] 
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gdzie q jest krokiem kwantowania, a �x jest funkcj�
charakterystyczn� sygna�u [7, 8]. 

W przypadku sygna�u sinusoidalnego o amplitudzie A oraz 
sygna�u sinusoidalnego z ditherem gaussowskim o odchyleniu 
standardowym �n wzgl�dne obci��enia �M warto�ci 
�redniokwadratowej mo�na wyrazi� wzorami [5, 6] 
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gdzie J0 i J1 s� odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego 
rodzaju rz�du 0 i 1. 

3. Przebieg eksperymentu 

Wykonano seri� pomiarów warto�ci �redniokwadratowej 
sygna�u sinusoidalnego z zastosowaniem metody bezpo�redniej.
Na rys. 1 przedstawiono charakterystyki: teoretyczn� �M (2)          
i eksperymentaln�
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b��dów kwantowania. Warto�� oczekiwan� ]~[E q
2� estymatora 

warto�ci �redniokwadratowej �� szacowano na podstawie �redniej
arytmetycznej 2

q
~�  z jej K wyników estymacji.  

W tab. 1 zawarto przyk�adowe warto�ci obci��e� � i �M oraz 
ró�nicy � mi�dzy b��dami. Badano sygna� sinusoidalny                
o cz�stotliwo�ci fs=1000 Hz, amplitudzie Amax=8 V, przesuni�ciu 
fazowym �=0 i liczbie próbek M=220. Sygna� kwantowany by�
kolejno w przetworniku A/C o liczbie bitów B=4 i B=6. Przyj�to
liczb� powtórze� eksperymentu K=1, krok kwantowania 
q=Amax/2B-1 i A=1, 2, �,Amax [V]. 

W czasie eksperymentu przyj�to, �e warto��
�redniokwadratowa skwantowanego sygna�u jest równa 
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za� warto�� dok�adna �2=A2/2+q2/12. Do wyznaczenia 
estymatorów warto�ci �redniokwadratowej pobierano M próbek   
z pe�nego okresu sygna�u.

Fotografia Autora

27x38mm 
300dpi 

ramka 1pkt 



Rys. 1. Wzgl�dne obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego (�M � model, ��� metoda bezpo�rednia) 

Fig. 1. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
(�M � model, ��� direct method)  

Tab. 1. Wzgl�dne  obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego (metoda bezpo�rednia)   

Tab. 1. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal 
(direct method) 

A 1 V 3 V 5 V 8 V 
�M 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03 
�� 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03 
��

B
=4

3.3-06 -0.40E-06 0.72E-06 -0.29E-06 
�M 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03 
�� 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03 
��

B
=6

-1.0E-06 -0. 16E-06 -0.45E-06 0.51E-06 

Jak wynika z tab. 1 warto�ci b��dów teoretyczne i otrzymane    
z eksperymentu ró�ni� si� nieznacznie (rz�d 10-6).

Kolejny eksperyment polega� na wyznaczeniu estymatorów
warto�ci �redniokwadratowej na podstawie harmonicznych 
widma amplitudowego. Podczas eksperymentu przyjmowano 
kolejno, �e 2

q
~� =�A2

m/2, m=1, 2, �, M/2, 2
q
~� =A2

1/2                    

i 2
q
~� =A2

1/2+q2/12. Warto�� poprawna dobrana zosta�a na 

podstawie zale�no�ci ��=A2/2+q2/12.
Na rys. 2 przedstawiono przebiegi b��dów estymacji dla B=4. 

W tab. 2 zawarto przyk�adowe warto�ci obci��e� �M, �1���2�i �3
oraz ró�nicy � mi�dzy �1 i �M.

Rys. 2. Wzgl�dne obci��enie warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego 
(�M � model, �1 � wszystkie harmoniczne, �2 � podstawowa harmoniczna,  
�3 � podstawowa harmoniczna z poprawk� Shepparda) 

Fig. 2. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
(�M � model, �1� all harmonics, �2�� first harmonic, �3�� first harmonic  
with q2/12)  

Tab. 2. Wzgl�dne  obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego (metoda widma amplitudowego)   

Tab. 2. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal 
(amplitude spectrum method) 

A 1 V 3 V 5 V 8 V 
�M 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03 
��� 1.7E-01 3.9E-02 1.9E-02 9.4E-03 
�� 4.9E-02 2.3E-02 1.3E-02 7.0E-03 
�� 2.2E-01 4.2E-02 1.9E-02 9.6E-03 
�

B
=4

3.3E-06 -0.40E-06 0.71E-06 -0.29E-06 
�M 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03 
��� 2.6E-02 5.2E-03 2.4E-03 1.2E-03 
�� 1.7E-02 4.1E-03 2.0E-03 1.0E-03 
�� 2.7E-02 5.3E-03 2.4E-03 1.2E-03 
�

B
=6

-1.0E-06 -0.16E-06 -0.44E-06 -0.18E-06 

Dysponuj�c widmem sygna�u mo�na oszacowa� warto�� b��du 
kwantowania �M
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oraz �M��1.
Dla B�� (q�0) suma �Am

2�A1
2, m=1, 2, �, M/2, st�d

�1�0. Uzyskane charakterystyki b��dów kwantowania 
potwierdzi�y s�uszno�� zale�no�ci (7). Po uwzgl�dnieniu              
w obliczeniach harmonicznych szumu kwantowania uzyskano 
b��dy ró�ni�ce si� nieznacznie od b��dów modelu (tab. 2 � rz�d
10-6). Podobnie jak w przypadku metody bezpo�redniej, b��dy 
kwantowania skorelowane s� z liczb� próbek oraz liczb� bitów 
przetwornika i malej� wraz ze wzrostem ich warto�ci.

Kolejny eksperyment polega� na wykonaniu serii pomiarów 
warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego z ditherem 
gaussowskim. Badano sum� sygna�u sinusoidalnego                    
o cz�stotliwo�ci fs=1000 Hz, amplitudzie A=8 V, przesuni�ciu 
fazowym �=0 i liczbie próbek M=217 oraz szumu gaussowskiego 
o odchyleniu standardowym �n zale�nym od kroku kwantowania 
q. Sygna� kwantowany by� kolejno w przetworniku o liczbie 
bitów B=3 oraz B=6. Przyj�to liczb� powtórze� eksperymentu 
K=100 000. 

Dla �n/q<1 b��d kwantowania sumy sygna�u i dithera mo�e
przyjmowa� warto�� blisk� zeru [6], dlatego podczas dalszych 
rozwa�a� przyj�to, �e �nmax=q [2, 4]. Aby nie nast�pi�o
przekroczenie zakresu przetwornika, krok kwantowania dobrany 
zosta� na podstawie zale�no�ci  

                                    
32 1 �

� �B

Aq                                   (9) 

Badania potwierdzi�y, �e ze wzgl�du na warto�� b��du 
optymalny jest dobór dithera na poziomie �n=0.5q [1].  Na rys. 3   
i 4 przedstawiono charakterystyki b��dów kwantowania � i �M (3) 
przy zastosowaniu metody bezpo�redniej. Podczas eksperymentu 
przyj�to, �e
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oraz ��= A2/2+�n
2+q2/12. W tab. 3 zawarto przyk�adowe warto�ci 

obci��e� �M i � oraz ró�nicy � mi�dzy � i �M.



Rys. 3. Wzgl�dne obci��enie warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego  
z ditherem gaussowskim (�M � model, ��� metoda bezpo�rednia) 

Fig. 3. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
with Gaussian dither (�M � model, ��� direct method)  

Rys. 4. Wzgl�dne obci��enie warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego  
z ditherem gaussowskim (�M � model, ��� metoda bezpo�rednia) 

Fig. 4. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
with Gaussian dither (�M � model, ��� direct method)  

Tab. 3. Wzgl�dne  obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego z ditherem gaussowskim (metoda bezpo�rednia) 

Tab. 3. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
with Gaussian dither (direct method) 

�n/q 0 0.25 0.5 0.75 1 
�M 1.7E-01 3.4E-02 -1.5E-03 -1.2E-05 0 
�� 1.7E-01 3.1E-02 -1.4E-03 1.5E-05 1.5E-0.5
��

B
=3

-1.9E-03 -2.4E-03 1.7E-04 2.7E-0.5 1.5E-0.5
�M 1.4E-03 5.2E-04 1.2E-05 2.4E-08 0 
�� 1.4E-03 5.1E-04 7.7E-06 3.2E-07 -8.0E-07
��

B
=6

-7.6E-07 -1.2E-05 -4.7E-06 3.0E-07 -8.0E-07

Wzgl�dne b��dy kwantowania �M i � malej� wraz ze wzrostem 
poziomu dithera. Nale�y zwróci� uwag�, �e dla �n�0.5q b��d
kwantowania � przyjmuje warto�� blisk� zeru. Wyniki 
wielokrotnie powtarzanych symulacji potwierdzi�y, �e w celu 
utrzymania b��du kwantowania na zbli�onym poziomie, nale�y
dla 0.5q<�n�q zapewni� du�� liczb� próbek i du�� liczb�
powtórze� eksperymentu. W zwi�zku z tym dobór optymalnego 
�n na poziomie 0.5q wydaje si� mie� swoje uzasadnienie równie�
podczas planowania rzeczywistego eksperymentu pomiarowego. 

Podobne rozumowanie mo�na przeprowadzi� estymuj�c
warto�� �redniokwadratow� sygna�u sinusoidalnego i dithera 
gaussowskiego z zastosowaniem harmonicznych widma 
amplitudowego. Na rys. 5, 6, 7 przedstawiono przebiegi b��dów 
kwantowania dla B=3, 6 i 12 liczby bitów przetwornika. W tab. 4 
zawarto przyk�adowe warto�ci obci��e� �M, �1���2���3 oraz ró�nicy 
� mi�dzy �1 i �M. Podczas eksperymentu przyjmowano kolejno, 
�e 2

q
~� =A1

2, 2
q
~� =A1

2/2+q2/12 i ��=A2/2+q2/12 oraz 
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i ��=A2/2+�n
2+q2/12.

Nale�y podkre�li�, �e widmo skwantowanego sygna�u zawiera 
nie tylko sk�adowe szumu kwantowania ale i sk�adowe dithera. 

Rys. 5. Wzgl�dne obci��enie warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego 
(�M � model, �1 � wszystkie harmoniczne, �2 � podstawowa harmoniczna,  
�3 � podstawowa harmoniczna z poprawk� Shepparda) 

Fig. 5. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
(�M � model, �1 � all harmonics, �2�� first harmonic, �3�� first harmonic  
with q2/12)  

     

Rys. 6. Wzgl�dne obci��enie warto�ci �redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego 
(�M � model, �1 � wszystkie harmoniczne, �2 � podstawowa harmoniczna,  
�3 � podstawowa harmoniczna z poprawk� Shepparda) 

Fig. 6. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
(�M � model, �1 � all harmonics, �2�� first harmonic, �3�� first harmonic  
with q2/12) 



Rys. 7. Wykresy wzgl�dnego obci��enia warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego (�M � model, �1 � wszystkie harmoniczne, �2 � podstawowa 
harmoniczna, �3 � podstawowa harmoniczna z poprawk� Shepparda) 

Fig. 7. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
(�M � model, �1 � all harmonics, �2�� first harmonic, �3�� first harmonic  
with q2/12) 

Tab. 4. Wzgl�dne  obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego i dithera gaussowskiego (metoda widma amplitudowego) 

Tab. 4. Relative bias of the mean square value estimator of the sinusoidal signal  
and Gaussian dither (amplitude spectrum method) 

�n/q 0 0.25 0.5 0.75 1 
�M 1.7E-01 3.4E-02 -1.5E-03 -1.2E-05 0 
�1 1.7E-01 3.1E-02 -1.5E-03 2.6E-05 -3.2E-05
�2 4.9E-02 -8.9E-02 -1.7E-01 -1.7E-01 -1.7E-01
�3 2.2E-01 7.8E-02 1.2E-03 6.2E-05 1.5E-04 
�

B
=3

-2.0E-03 -2.4E-03 6.9E-05 3.7E-05 -3.2E-05
�M 1.4E-03 5.2E-04 1.2E-05 2.4E-08 0 
�1 1.4E-03 5.1E-04 5.5E-06 -2.4E-06 1.9E-06 
�2 1.2E-03 3.2E-04 -1.9E-04 -2.0E-04 -1.6E-04
�3 1.4E-03 5.2E-04 6.2E-06 -2.3E-06 2.2E-06 
�

B
=6

1.8E-06 -1.2E-05 -6.9E-06 -2.4E-06 1.9E-06 
�M 2.4E-06 8.9E-07 2.2E-08 4.7E-11 0 
�1 2.7E-06 8.7E-07 -2.1E-08 -3.8E-08 5.5E-08 
�2 2.7E-06 8.3E-07 -6.0E-08 -7.8E-08 1.5E-08 
�3 2.7E-06 8.7E-07 -2.1E-08 -3.8E-08 5.5E-08 
�

B
=1

2

3.7E-07 -2.7E-08 -4.3E-08 -3.8E-08 5.5E-08 

Mo�na oszacowa� b��d kwantowania �M w zastosowaniu do 
warto�ci �redniokwadratowej sygna�u z ditherem  
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oraz �M��1.
�atwo wykaza�, �e dla B�� (q�0) b��d �1�0 i prawdziwa 

jest zale�no�� (12). 
W przypadku przetworników o du�ej rozdzielczo�ci szum 

dithera mo�e przewy�sza� szum kwantowania. Sprawdzenie 
s�uszno�ci zale�no�ci (12) wi��e si� wówczas z estymowaniem 
warto�ci �redniokwadratowej dla du�ej liczby próbek i du�ej 
liczby powtórze� eksperymentu (rys. 7 � �n>0.5q).  

Otrzymane charakterystyki b��dów kwantowania wskazuj�,    
�e podczas estymacji warto�ci �redniokwadratowej znajomo��

podstawowej harmonicznej mo�e nie by� wystarczaj�ca (rys. 5, 
tab. 4 � B=3, �2>>�M), niekiedy nale�y uwzgl�dni� równie�
harmoniczne szumu kwantowania. Jest to szczególnie wa�ne dla 
przetworników o ma�ej rozdzielczo�ci (tab. 4 � B=3, �1��M).      
W przypadku zastosowania kwantyzatorów o wi�kszej 
rozdzielczo�ci do oszacowania b��du kwantowania mo�e
wystarczy� znajomo�� podstawowej harmonicznej i poprawki 
Shepparda (tab. 4 � B=6, �3��M) lub tylko samej harmonicznej 
(tab. 4 � B=12, �2��M).

Podobnie jak w przypadku metody bezpo�redniej, dobranie 
dithera o odchyleniu standardowym �n=0.5q zapewnia 
utrzymanie b��du kwantowania na niskim poziomie (rz�d 10-6)
bez potrzeby zwi�kszania liczby próbek i estymowania warto�ci 
�redniokwadratowej z du�� liczb� powtórze�.

4. Podsumowanie 

Zaproponowana metoda bada� b��dów estymacji mo�e by�
stosowana na etapie podejmowania wst�pnej decyzji o wyborze 
metody pomiarowej oraz do modelowania niepewno�ci wyniku 
pomiarów w sytuacjach, gdy modele analityczne s� trudne          
do uzyskania lub s� na tyle skomplikowane, �e nie mo�na ich       
w praktyce stosowa�.

Wyniki przeprowadzonych do�wiadcze� wskazuj�,                  
�e podejmuj�c prób� wiarygodnej oceny b��dów estymacji nale�y
zapewni� odpowiednio du�� liczb� próbek (M�104) i/lub 
odpowiednio du�� liczb� powtórze� eksperymentu (K�104).
Wobec powy�szego, kluczowym jest dobór odpowiednich 
warto�ci parametrów przetwarzania. I tak w celu minimalizacji 
b��du kwantowania nale�y dla sygna�u bez dithera, przy 
niewielkiej liczbie powtórze� eksperymentu (K�102), zastosowa�
kwantyzator o du�ej rozdzielczo�ci.

Wyniki bada� potwierdzi�y, �e niezale�nie od zastosowanej 
metody pomiarowej optymalny wydaje si� dobór dithera na 
poziomie 0.5q. Dla kwantyzatorów o du�ej rozdzielczo�ci, dither 
o mniejszym poziomie mo�e nie zapewni� odpowiednio niskiej 
warto�ci b��du kwantowania. Z kolei dla przetworników o ma�ej
rozdzielczo�ci, dither wi�kszy ni� 0.5q wymusza estymowanie 
warto�ci �redniokwadratowej z du�� liczb� powtórze�.
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