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Krystalizacja dendrytyczna  
ze stanu ciekłego (cz. II)

Waldemar Wołczyński*

Transformacje strukturalne w prążkach monokryształu
Wydzielenie umacniające monokryształ (Zn) może mieć różną 
morfologię zależnie od prędkości krystalizacji, przy której zo-
stało wygenerowane. Stopy eutektyczne zwykle przejawiają 
strukturę płytkową lub włóknistą. 
Przykładem takiego materiału jest stop Al-Si, w którym obserwuje 
się transformację struktury płytkowej nieregularnej w  nieregular-
ną włóknistą, Wołczyński [18]. Podobne transformacje zachodzą 
w wydzieleniu umacniającym monokryształ (Zn), Wołczyński [19]. 
W zakresie prędkości krystalizacji, ν < ν1 pojawiają się nieregu-
larne włókna związku międzymetalicznego Zn16Ti, o przekroju 
zbliżonym do litery L (Rys. 6a). Przy prędkości ν1, włókna zaczy-
nają tracić rozgałęzienia i stają się stopniowo regularne, a na-
stępnie włókna te zamieniają się w regularne płytki. 
Ta złożona transformacja strukturalna odbywa się w zakresie 
prędkości ν1 < ν < ν’1, (Rys. 6b). Następnie, przy prędkości ν2, 
regularne płytki zamieniają się w regularne włókna. Powyżej 
prędkości ν2 istnieją wyłącznie włókna (Rys. 6d). Analogicznie, 
w zakresie prędkości ν’1 < ν < ν2 obserwuje się wyłącznie struk-
turę płytkową regularną, (Rys. 6c).
Transformacje strukturalne obserwuje się podczas krystalizacji 
w układzie Bridgmana, gdzie narzuca się odpowiednie prędko-
ści krystalizacji (prędkość ruchu pola temperatury). Istnieje jed-
nak pewien udział gradientu temperatury w tych przemianach, 
zwłaszcza w odniesieniu do wzrostu struktury nieregularnej. 
O ile złożona transformacja struktury (wieloetapowa: istnienie 
włókien rozgałęzionych, utrata rozgałęzień, istnienie włókien 

Rys. 6a. Nieregularna struktura włóknista o przekroju 
w  kształcie litery L, obserwowana w zakresie prędkości 
0 < ν < ν1; po prawej uwidocznione rozgałęzienia włó-
kien; (obrazy prezentowane dzięki uprzejmości dr. Grze-
gorza Boczkala z AGH)

Rys. 6b. Transformacje strukturalne dla zakresu prędkości 
ν1 < ν < ν’1; widoczne: włókna z rozgałęzieniami o prze-
kroju w kształcie litery L, włókna regularne, przemiana 
włókien regularnych w płytki regularne oraz płytki regu-
larne, (obraz prezentowany dzięki uprzejmości dr. Grze-
gorza Boczkala z AGH

Rys. 6c. Płytki związku międzymetalicznego Zn16Ti 
w prążku wydzieleniowym, zarejestrowane dla prędkości 
krystalizacji ν’1 < ν < ν2; paraboliczny kształt zamrożo-
nego frontu krystalizacji (strzałki) dowodzi regularności 
struktury eutektyki, (obraz prezentowany dzięki uprzej-
mości dr. Grzegorza Boczkala z AGH)

Rys. 6d. Regularna struktura włóknista wydzielenia eu-
tektycznego w prążku umacniającym monokryształ (Zn) 
obserwowana dla prędkości ν > ν2, (obraz prezentowany 
dzięki uprzejmości dr. Grzegorza Boczkala z AGH)
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regularnych, przemiana włókien regularnych w płytki, istnienie 
płytek regularnych) pokazana na Rys. 6b odbywa się w zakresie 
prędkości krystalizacji ν1 < ν < ν’1, o tyle pojedyncze przejście 
od regularnych płytek do regularnych włókien odbywa się przy 
jednej prędkości ν2, progowej dla tej przemiany. Transformacja 
ta zarejestrowana jest na Rys. 7.
Jeśli przykładowo ocenić odległość między włóknami w prążku 
umacniającym, jak na Rys. 8, to można zauważyć, że dystans ten 
jest w przybliżeniu stały. Dowodzi to, że struktura formowana 
była w warunkach stacjonarnych, czyli przy stałej prędkości 
krystalizacji oraz stałym gradiencie temperatury, mierzonym 
na froncie krystalizacji. Stan stacjonarny procesu jest matema-
tycznie uzasadniony w teorii termodynamiki procesów nieod-
wracalnych poprzez kryterium minimalnej produkcji entropii, 
sformułowane przez Prigogine [20].
Aby dokonać selekcji struktury w prążku zawierającym wy-
dzielenie eutektyczne należy wyznaczyć produkcję entropii 
PD

S , S = R, L [udz.mol.2/(m2s)], dla każdej z nich. Wyznacza się ją 

jako całkę objętościową, [22], z produkcji entropii w jednostce 
czasu i jednostce objętości, σ = R• ε C -1(1 – C )-1 D ∇2 C

(45)

gdzie, R• – stała gazowa [J/(molK)]; ε – faktor termodynamiczny 
[bez wymiaru]; C – stężenie składnika [%at.]; σ – jednostkowa 
produkcja entropii [udz.mol.2/(m3s)]. 
Jak łatwo zauważyć, rozwiązanie równania (45) wymaga 
uprzedniego rozwiązania równania dyfuzji: 

dla określenia mikro-pola stężenia w fazie ciekłej przed frontem 
krystalizującej eutektyki. Takie rozwiązanie jest znane [23] i do-
wodzi ono, że bilans masy w systemie faza ciekła / faza stała jest 
spełniony, jedynie przy uwzględnieniu wyprzedzenia fazy zwil-
żającej przez fazę wiodącą. 

(46)

gdzie, d, [m], jest wyprzedzeniem fazy zwilżającej, α, przez wio-
dącą β, (Rys. 9).
Wyprzedzenie fazowe przewidziane teoretycznie w mode-
lu [23], potwierdzone zostało obserwacjami strukturalnymi 
w prążku eutektycznym (Rys. 10). 
Ponieważ krystalizacja została zatrzymana, to można było zare-
jestrować kształt frontu krystalizacji jaki istniał w tym momencie 

Rys. 7. Współistnienie regularnych płytek i włókien przy 
prędkości krystalizacji, ν2

Rys. 8. Regularna struktura włóknista w prążku umacnia-
jącym monokryształ [21]

Rys. 9. Lokalny bilans masy określony równaniem (46), 
dla mikro-pola stężenia składnika w niejednorodnej fazie 
ciekłej, δC(x,z)+CE [at.%] tuż przed frontem krystaliza-
cji eutektyki regularnej płytkowej [23]; zaznaczono wy-
przedzenie fazowe, d [m], fazy zwilżającej, α, przez fazę 
wiodącą, β, Sα, Sβ [m] to odpowiednio połowy szerokości 
płytek fazy α lub fazy β.

CE

d

– Sα

Sα
Sα + 2Sβ

δC(x, z) + CE

x

0

0
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entropii: PD
S  ,  S  =  R,  L , uwzględniająca anizotropię napięć mię-

dzyfazowych wykazuje minimum (dla danej prędkości krysta-
lizacji, ν) w funkcji odległości międzyfazowej, Sα + Sβ lub rα + rβ. 
Dowodzi to, że struktura regularna przejawia jedną i tylko jedną 
odległość międzyfazową, jeśli prędkość krystalizacji nie zmienia 
się w trakcie trwania procesu. Parametr struktury odpowiada 
minimum produkcji entropii, bo takiej właśnie selekcji dokonu-
je analizowany system faza ciekła / fazy eutektyczne. 
Produkcja entropii (w funkcji prędkości krystalizacji i dla odpo-
wiednich wartości napięć międzyfazowych, (Rys. 13) pokazana 
jest na Rys. 14.
Jak widać na podstawie przedstawionych przewidywań teo-
retycznych, Rys. 14, w każdym przypadku, struktura obserwo-
wana doświadczalnie, (Rys. 6), została także wyselekcjonowana 
teoretycznie a to dzięki zastosowaniu termodynamicznego kry-
terium minimalnej produkcji entropii. 

na powierzchni generowanego prążka wydzielenia eutektycz-
nego (Rys. 11), (ciemna linia frontu między dwoma włóknami).
Obliczenia produkcji entropii PD

S , S = R, L doprowadziły do okre-
ślenia równań: 
a/ dla formowania się regularnej struktury włóknistej w warun-
kach stacjonarnych,

(47a)

b/ dla formowania się regularnej struktury płytkowej w warun-
kach stacjonarnych,

(47b)
 
gdzie, Vn ; Wn  n=1,…,5  zawierają stałe materiałowe, Wołczyński 
& Billia, [24].
W obliczeniach z użyciem równania (47) uwzględniono fakt ist-
nienia równowagi mechanicznej w potrójnym punkcie frontu 
krystalizacji oraz zjawisko anizotropii napięć międzyfazowych 
występujących w zapisie równowagi mechanicznej. Wiąże 
się to z faktem, iż pod wpływem zmian prędkości krystalizacji 
orientacje krystalograficzne doznają rotacji. W efekcie, rotuje 
również równowaga mechaniczna, (Rys. 12), a wektory napięć 
odpowiednio się skracają / wydłużają, tak aby spełniony był 
równoległobok opisujący tę równowagę, (Rys. 12).  
Zmiany wartości napięć międzyfazowych zastosowane w ob-
liczeniach sprecyzowane są na Rys. 13. Obliczona produkcja 

Rys. 10. Wyprzedzenie fazowe d, fazy zwilżającej (Zn), 
przez fazę wiodącą Zn16Ti, w prążku eutektyki regularnej 
[(Zn)+Zn16Ti], zaobserwowane dzięki zatrzymaniu proce-
su krystalizacji przy jednoczesnym zamrożeniu struktury 
prążka; dodatkowo naniesiono układ współrzędnych (x, z) 
taki sam, jaki zastosowano w rozwiązaniu równania dyfu-
zji [23]; obserwacja techniką spektrometrii promieniowa-
nia X z dyspersją energii

Rys. 11. Front krystalizacji eutektyki: [(Zn) + Zn16Ti] 
w  prążku; obserwacja metodą EDS; a/ ujawnienie wy-
przedzenia fazowego, d, wiodącej fazy związku Zn16Ti 
oraz parabolicznego kształtu frontu krystalizacji (po jego 
zamrożeniu podczas zatrzymania procesu krystalizacji), 
b/ identyfikacja: fazy ścianowej Zn16Ti oraz nieścianowej 
(Zn); obwiednia paraboliczna (linia żółta) nałożona jest na 
zamrożony front nieścianowej fazy (Zn)
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Rys. 12. Anizotropia napięć międzyfazowych (właściwej energii swobodnej powierzchni frontu oraz energii międzyfazo-
wej) wyrażona rotacją równoległoboku opisującego równowagę mechaniczną w potrójnym punkcie frontu krystalizacji; 
w opisie przyjęto: σ(Zn) ≡ σ

L
(Zn), σZn16–Ti ≡ σ L Zn16–Ti , oraz σ(Zn)–Zn16–Ti [J/m2], jako energię granicy między fazami eutektyki 

j=(Zn),〖Zn〗↓16Ti ≡ α,β, a θj [°], to kąty styku

Rys. 13. Zmiany napięć między-fazowych (czyli właściwej 
energii swobodnej powierzchni frontu) w potrójnym punk-
cie frontu krystalizacji spowodowane zmianami prędkości 
krystalizacji narzuconymi w układzie Bridgmana (w któ-
rym prowadzono proces krystalizacji (2D)) przy jednocze-
snym spełnieniu równowagi mechanicznej (zdefiniowanej 
jak na Rys. 12)

Rys. 14a. Współzawodnictwo między formowaniem się 
struktury regularnej włóknistej o przekroju L, (wewnątrz 
struktury włóknistej nieregularnej, czyli rozgałęzionej)a 
formowaniem się regularnej struktury płytkowej, przed-
stawione teoretycznie przez lokalizację minimów produk-
cji entropii dla prędkości krystalizacji ν = 1,8 [mm/h] kie-
dy to 0 < ν < ν1

Dołącz do nas  na facebooku LABportal.pl
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natomiast w zakresie prędkości ν > v2 włókna są wyłącznie re-
gularne czyli pozbawione rozgałęzień.

Termodynamika transformacji strukturalnych w eutektyce 
nieregularnej
Wyjątkowo, dla zakresu prędkości krystalizacji 0 < ν < ν1 kiedy 
to w prążku powstaje struktura włóknista nieregularna (z odga-
łęzieniami), termodynamicznej selekcji doznają trzy parametry 
struktury: Ri = rα + rβ definiujący strukturę włóknistą regularną,  
rβi  definiujący rozmiar włókien o nadmiarowym wyprzedzeniu, 

Efekty opisanego współzawodnictwa prezentuje wykres na 
Rys. 15, gdzie zebrano wszystkie minima produkcji entropii. 
Na Rys. 15 można zauważyć, że w zakresie prędkości ν1 ÷ ν2, dla 
którego minima produkcji entropii dla formowania się płytek 
leżą niżej niż minima dla formowania się włókien rzeczywiście 
obserwuje się powstawanie płytek (doświadczalnie). 
Odwrotna sytuacja zachodzi w zakresach: 0 ÷ ν1 oraz ν > v2, gdy 
powstają włókna regularne. Jednak w zakresie prędkości 0 ÷ ν1 
włókna regularne o przekroju zbliżonym do litery L występują 
lokalnie wewnątrz ogólnie nieregularnej struktury włóknistej, 

Rys. 14b. Współzawodnictwo między formowaniem się 
struktury regularnej włóknistej (wewnątrz nieregularnej), 
a formowaniem się regularnej struktury płytkowej, przed-
stawione teoretycznie przez lokalizację minimów produk-
cji entropii dla ν = 5,0 [mm/h] kiedy to zarejestrowano 
(eksperymentalnie) początek transformacji włókna L → 
płytki regularne

Rys. 14c. Współzawodnictwo między formowaniem się re-
gularnych płytek i regularnych włókien wydzielenia eutek-
tyki w prążku umacniającym monokryształ (Zn), przedsta-
wione teoretycznie przez lokalizację minimów produkcji 
entropii dla prędkości krystalizacji ν = 6,0 [mm/h] kiedy 
to ν’1< ν < ν2 a w prążku wydzielenia eutektycznego po-
wstają wyłącznie płytki, ν’1 = 5,8 [mm/h]

Rys. 14d. Współzawodnictwo między formowaniem się re-
gularnych płytek i regularnych włókien wydzielenia eutek-
tyki w prążku umacniającym monokryształ (Zn), przedsta-
wione teoretycznie przez lokalizację minimów produkcji 
entropii dla prędkości krystalizacji ν2 = 10,0 [mm/h]

Rys. 14e. Współzawodnictwo między formowaniem się 
regularnych włókien i regularnych płytek wydzielenia eu-
tektyki w prążku monokryształu (Zn), przedstawione teo-
retycznie przez lokalizację minimów produkcji entropii dla 
prędkości krystalizacji ν2 = 16,0 [mm/h] kiedy to ν > ν2 
i powstają wyłącznie włókna regularne (bez rozgałęzień)
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Rys. 15. Zestawienie minimów produkcji entropii wyzna-
czonej dla prędkości krystalizacji możliwych do zastoso-
wania w układzie Bridgmana, dla wzrostu monokryształu 
(Zn), w którego prążkach formują się regularne włókna 
i płytki Rys. 16. Definicje dwu typowych parametrów struktu-

ry nieregularnej, charakterystycznych dla zachodzących 
zmian morfologicznych: λi, (lub Ri ), dla struktury regu-
larnej, λi

s , długość fali perturbacyjnej dla maksymalnej 
destabilizacji frontu fazy nieścianowej, (fazy (Zn) w prąż-
ku monokryształu); koncepcja Fishera & Kurza [25], nie 
przewiduje wyprzedzenia fazowego d jak też nadmiaro-
wego de 

Rys. 17. Struktura włóknista nieregularna; a/ schemat struktury uwzględniający istnienie obszarów regularnych, gdzie 
istnieje wyprzedzenie fazowe d oraz ze skrajnie zdestabilizowanym frontem gdzie istnieje wyprzedzenie fazowe nad-
miarowe de; dla uproszczenia pominięto rozgałęzienia włókien fazy wiodącej, b/ wyprzedzenie fazowe nadmiarowe de 
widoczne w zamrożonej eutektyce Al-Si

de oraz λi
s , definiujący maksymalną destabilizację frontu krysta-

lizacji fazy nieścianowej. 
W miarę wzrostu monokryształu struktura prążka zawierająca 
eutektykę nieregularną zmienia się ujawniając strukturę regu-
larną oraz skrajnie nieregularną, o najbardziej wykształconych 
rozgałęzieniach oraz skrajnej destabilizacji frontu krystalizacji 
fazy nieścianowej. Takie zmiany struktury pokazuje schemat 
struktury nieregularnej zaproponowany przez Fishera & Ku-
rza [25] (Rys. 16).
Parametr struktury regularnej, λi (gdy powstają płytki) lub Ri 
(gdy powstają włókna) odpowiada minimalnej produkcji en-
tropii. Natomiast długość fali perturbacyjnej, którą można utoż-
samić z długością frontu fazy nieścianowej, przy jego skrajnej 
destabilizacji proponuje się opisać równaniem:

(48)

gdzie: λi
s – długość fali perturbacyjnej na froncie fazy (Zn), [m],  

Γ(Zn) – parametr kapilarności (tzw. parametr Gibbsa-Thomsona); 
G – gradient temperatury w fazie ciekłej na froncie krystaliza-
cji, [K/m]; m(Zn) – nachylenie linii likwidus dla fazy (Zn), [K/%at.]; 
GC, to gradient stężenia przed frontem krystalizacji fazy (Zn), 
[%at./m].
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Kiedy obszar struktury skrajnie zdestabilizowanej zmierza do 
struktury regularnej, (dzięki zanikowi bifurkacji włókna fazy 
ścianowej) (Rys. 18a), wówczas odpowiedniej redukcji doznają 
parametry w definicji (49). I tak, rβi  → rβ , λ

i
s → rα, przy dθ → d, co 

daje R ̅̄ → 0.5(Ri + rβ + rα) = Ri  i oznacza przejście od stanu, przy 
którym front jest zdestabilizowany (Rys. 18b), do stanu stacjo-
narnego (Rys. 18a). Analogicznie, można sformułować definicję 
średniej odległości między-płytkowej dla struktury eutektycz-
nej nieregularnej.

(50) 
 
Również, w przypadku transformacji struktur płytkowych śred-
nia odległość redukuje się do tej, jaką przypisano płytkom regu-
larnym λ̅̄ → 0.5(λi + Sβ + Sα) = λi , co oznacza przejście od stanu ze 
skrajną destabilizacją frontu do stanu stacjonarnego. 
W obydwu sytuacjach kiedy struktura staje się stacjonarna do-
chodzi automatycznie do zaniku rozgałęzień (zaniku bifurkacji). 

Rozwiązanie równania dyfuzji dla stacjonarnego wzrostu struk-
tury regularnej podane przez Wołczyńskiego [23] przewidziało 
istnienie wyprzedzenia fazowego dla eutektyki regularnej. Dla-
tego schemat struktury nieregularnej podany przez Fishera & 
Kurza [25], został poddany modyfikacji i uwzględnia takie wy-
przedzenie (Rys. 17). 
Schematy z Rys. 16 i Rys. 17 są komplementarne wobec siebie 
ale ten ostatni pozwala na łatwe zdefiniowanie średniej odle-
głości międzyfazowej. Inaczej mówiąc, schemat z Rys. 17, bazu-
je na dwu stanach termodynamicznych: stacjonarnym i stabil-
nym marginalnie [26]. 
Kiedy struktura nieregularna zmierza do stanu stacjonarnego 
to parametry definiujące stan maksymalnej destabilizacji zmie-
rzają (matematycznie) do wartości liczbowych parametrów opi-
sujących stan stacjonarny. Można to zinterpretować w oparciu 
o definicję średniej odległości między-włóknowej, R ̅̄.

(49)

Rys. 18. Struktura eutektyki nieregularnej [(Zn)+Zn16Ti], a/ dla stanu stacjonarnego, (front fazy nieścianowej jest 
paraboliczny – kropkowana linia ilustruje zamrożony front krystalizacji widoczny jako linia ciemna a bifurkacja fazy 
ścianowej zatrzymuje się – rozgałęzienie nie powiększa się), b/ dla stanu marginalnego, (front fazy nieścianowej jest 
maksymalnie zdestabilizowany – żółta linia naniesiona na zamrożony front krystalizacji widoczny jako linia ciemna 
a bifurkacja fazy ścianowej bierze swój początek – rozgałęzienie się pojawia, jak na Rys. 16)
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tektyk nieregularnych. Dla stanu stacjonarnego pokazanego 
na Rys. 17a i zarejestrowanego na Rys. 18a, proces formowania 
struktury ulokowany jest w minimum wyróżnionej paraboli, 
znajdującej się na przecięciu z trajektorią A, (Rys. 19). Dla stanu 
stabilnego marginalnie pokazanego na Rys. 17a i zarejestrowa-
nego na Rys. 18b proces formowania struktury znajduje się na 
przecięciu wyróżnionej paraboli z trajektorią stanów marginal-
nych B (Rys. 19). 
System, oscylując między tymi dwoma stanami termodyna-
micznymi produkuje wiele struktur pośrednich pomiędzy wy-
różnionymi na Rys. 18. Dlatego poszukuje się średniego para-
metru struktury, którego definicja w najprostszej wersji może 
być dana równaniem (49) lub (50).
Trajektoria A zawierająca lokalne minima paraboloidy (minima 
produkcji entropii) oraz trajektoria stanów marginalnych B po-
krywają się dla krytycznej wartości siły pierwotnej GK Oznacza 
to, że dla siły GK, struktura nieregularna całkowicie zamienia się 

Można przyjąć, że nieustannie, w analizowanym systemie pod-
czas krystalizacji, dochodzi do współzawodnictwa między po-
wstawaniem struktury regularnej zlokalizowanej wewnątrz 
struktury ogólnie nieregularnej a powstawaniem struktury 
skrajnie nieregularnej z charakterystycznymi rozgałęzieniami 
fazy wiodącej (wyprzedzającej). 
Wołczyński [26] przyjął, że stan termodynamiczny, w którym 
obserwuje się maksymalną destabilizację frontu (czyli dla struk-
tury o skrajnej nieregularności, kiedy to rodzi się rozgałęzienie) 
jest stanem marginalnym.
Oscylacja strukturalna zarejestrowana na Rys. 18 może być zin-
terpretowana na paraboloidzie produkcji entropii, wykreślonej 
dla działania dwu uogólnionych sił termodynamicznych, XT ≡ G, 
XC ≡ GC , w systemie faza ciekła / faza stała (Rys. 19). 
Paraboloida produkcji entropii przedstawiona na Rys. 19, obo-
wiązuje również dla nowego układu współrzędnych związane-
go z krystalizacją (ν, r) (lub (ν, λ)), który użyty został przy wyzna-
czaniu produkcji entropii według równania (45). 
Dzieje się tak, gdyż dla ułatwienia przyjęto, że mimo transfor-
macji produkcji entropii do układu (ν,r), paraboloida nie zmie-
nia swego kształtu. Linia czerwona jest trajektorią minimów 
produkcji entropii natomiast linia zielona trajektorią stanów 
marginalnych.
Produkcja entropii została wykreślona dla krystalizacji struktur 
włóknistych, gdzie siła XC [at.%/m] jest związana z transportem 
masy, siła XT [K/m], z transportem ciepła; ν [m/s] jest prędkością 
krystalizacji natomiast r [m] ogólnie odległością między włók-
nami (Rys. 19).
Lokalna parabola zaznaczona na Rys. 19, dla wartości termo-
dynamicznej siły pierwotnej, G1, pozwala na zinterpretowanie 
oscylacji strukturalnej zachodzącej podczas krystalizacji eu-

Rys. 19. Paraboloida produkcji entropii (przedstawiona 
schematycznie) dla działania dwu uogólnionych sił termo-
dynamicznych, (XC , XT)

Rys. 20. Interpretacja oscylacji strukturalnej włókien 
(zarejestrowanej doświadczalnie, na Rys. 18a dla stanu 
stacjonarnego, na Rys. 18b dla stanu stabilnego margi-
nalnie), przy użyciu paraboli produkcji entropii (będącej 
wynikiem przecięcia paraboloidy na Rys. 19, płaszczyzną 
stałej wartości pierwotnej siły termodynamicznej XT ≡ G) 
dla systemu faza stała / faza ciekła; stan stacjonarny A 
pełni rolę atraktora w analizowanym systemie, natomiast 
stan stabilny marginalnie B jest przypisany powstawaniu 
bifurkacji fazy ścianowej Zn16Ti (czyli inicjacji odgałęzie-
nia, którego wzrost dąży do likwidacji danego stanu mar-
ginalnego).
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kiem, że parametr dyfuzji wstecznej dla reakcji perytektycznej 
αP

i  jest równy zeru (co oznacza brak dyfuzji koniecznej dla zaj-
ścia reakcji perytektycznej).
Podobnie, uniwersalną jest zaproponowana teoria redystrybu-
cji po dyfuzji wstecznej dla krystalizacji stopów z diagramów 
fazowych z jedną reakcją eutektyczną, Wołczyński [3]. 
Dowodzi tego fakt pełnej matematycznej redukcji równa-
nia redystrybucji (15) do równania opisującego krystalizację 
równowagową, gdy parametr dyfuzji wstecznej α osiągnie 
wartość równą jeden, oraz do równania opisującego krysta-
lizację nierównowagową (bezdyfuzyjną), gdy parametr dy-
fuzji wstecznej, α osiągnie wartość równą zeru (jak w teorii 
Scheila [1]).
Szczegółowa analiza powstawania eutektyki płytkowej / włók-
nistej jako wydzielenia po redystrybucji (lub jako kompozytu 
in situ), w wyniku krystalizacji zorientowanej, 2D, (w układzie 
Bridgmana) pozwoliła na zaproponowanie nowego rozwiąza-
nia równania dyfuzji celem sformułowania mikro-pola stężenia 
w fazie ciekłej przed frontem krystalizacji eutektyki regularnej, 
Wołczyński [23]. 
Rozwiązanie równania dyfuzji uwzględnia istnienie równowa-
gi termodynamicznej i równowagi mechanicznej w potrójnym 
punkcie frontu krystalizacji, co pozwala na obliczenia pro-
dukcji entropii równaniem (45) w tego typu systemach: faza 
ciekła / dwie fazy eutektyczne (płytkowe lub faza włóknista 
w osnowie koncentrycznej).
Dodatkowo, uzyskane rozwiązanie równania dyfuzji spełnia 
bilans masy sformułowany równaniem (46) ale też, uwidacznia 
istnienie wyprzedzenia fazowego (tj. wyprzedzenia fazy zwilża-
jącej przez fazę wiodącą). 
Pokazuje to również, że wzrost eutektyk regularnych jest sprzę-
żony, gdyż przy zadanej prędkości krystalizacji wyprzedzenie 
fazowe pozostaje niezmienne w czasie, Wołczyński [23].
Rozwój teorii Scheila [1] i Krupkowskiego [2], jaki miał miejsce w 
Instytucie Metalurgii i Inżynierii Materiałowej PAN w Krakowie, 
pozwolił także na dokonanie opisu transformacji strukturalnych 
jakie obserwuje się zarówno w eutektykach regularnych jak 
i nieregularnych. 
Na podstawie analizy transformacji struktury płytkowej regular-
nej we włóknistą regularną w stopie eutektycznym Al-Si opra-
cowano nowe, termodynamiczne kryterium selekcji struktur, 
Wołczyński [18]. 
Głosi ono, że w stopie eutektycznym powstaje w warunkach 
stacjonarnych ta struktura, dla której minimum produkcji en-
tropii jest ulokowane niżej niż minimum dla struktury konku-
rencyjnej. 
Kryterium to z powodzeniem zostało zweryfikowane dla przy-
padku formowania się struktur eutektycznych w prążku umac-
niającym monokryształ cynku z nieznacznym dodatkiem ty-
tanu, Wołczyński [19]. Wynik weryfikacji zaproponowanego 
kryterium uwidoczniony jest na Rys. 15.

w regularną tracąc rozgałęzienia, wyprzedzenie dθ → d, a oscy-
lacja zanika. Zastosowanie krytycznego gradientu temperatu-
ry GK w eksperymencie również musi prowadzić do całkowitej 
przemiany struktury nieregularnej w regularną.
Nieco bardziej przejrzyście, oscylacja strukturalna może być 
pokazana dla wybranej wartości siły pierwotnej G = const., na 
paraboli produkcji entropii (Rys. 20).

Uwagi końcowe
Opis wzrostu dendrytu i związanej z tym mikrosegregacji, zapo-
czątkowany przez Profesora Aleksandra Krupkowskiego, został 
istotnie rozwinięty teoretycznie w Instytucie Metalurgii i Inży-
nierii Materiałowej PAN w Krakowie, w latach 1996-2012.
Sformułowano nowe równanie mikrosegregacji (6) na podsta-
wie teorii Scheila [1] i Krupkowskiego [2], dostosowując go do 
opisu krystalizacji stopów z diagramów z wieloma reakcjami 
perytektycznymi i jedną eutektyczną (lub bez niej) i rozwią-
zano go wykorzystując tzw. wędrujący warunek początkowy 
(Rys. 1b), Wołczyński [3].
Dalszy rozwój teorii krystalizacji powiązanej z mikrosegregacją 
doprowadził do zaproponowania nowej, nieznanej dotąd de-
finicji redystrybucji po dyfuzji wstecznej, co pokazuje równa-
nie (15), sformułowane dla krystalizacji stopów pochodzących 
z diagramów fazowych z jedną reakcją eutektyczną, Wołczyń-
ski  [3]. Jednocześnie, w uzupełnieniu do opisu redystrybucji, 
wyznaczono definicje ilości wydzieleń eutektycznych; zarówno 
wydzieleń równowagowych, równanie (20), jak i nierównowa-
gowych, równanie (21).
Konsekwentny rozwój teorii Scheila [1] i Krupkowskiego [2], 
doprowadził do zaproponowania analitycznego opisu mikro-
segregacji i redystrybucji dla krystalizacji stopów z diagramów 
fazowych z wieloma reakcjami perytektycznymi i jedną eutek-
tyczną, Wołczyński, [17]. 
Aby tego dokonać, zaproponowano nową definicję zmienne-
go współczynnika rozdziału, (23) i nowe równania różniczkowe 
dla mikrosegregacji, (24) oraz (35), których rozwiązanie również 
wymagało wykorzystania wędrującego warunku początkowe-
go, (Rys. 1b). 
Zaproponowana definicja współczynnika rozdziału ma sens fi-
zyczny (nie jest równaniem formalnym)i jest szczególnie uży-
teczna, w przypadku wzrostu związków międzymetalicznych, 
w wyniku reakcji perytektycznej. 
Powstała nowa, nieznana dotąd definicja redystrybucji dla 
wzrostu faz międzymetalicznych, równanie (28), a także nowa 
definicja mikrosegregacji (tu, wyjątkowo, tożsamej z redystry-
bucją) dla wzrostu związków międzymetalicznych, równa-
nie (37) lub odpowiednio (38). 
Zaproponowany opis redystrybucji w stopach z diagramów 
fazowych z wieloma reakcjami perytektycznymi i jedną eutek-
tyczną jest uniwersalny i redukuje się do opisu redystrybucji dla 
stopów z diagramów z jedną reakcją eutektyczną pod warun-
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Znacznie bardziej skomplikowane transformacje struktural-
ne, jakie zachodzą w eutektyce nieregularnej również zostały 
opisane, a to dzięki zaproponowaniu nowego termodynamicz-
nego warunku dotyczącego maksymalnej destabilizacji frontu 
krystalizacji faz nieścianowych (zwilżających). 
Zgodnie z tym warunkiem, tego typu destabilizacja, wywo-
łana jest falą perturbacyjną powstałą na płaskim uprzednio 
froncie krystalizacji. Długość tej fali osiąga maksimum dla sta-
nu termodynamicznego znanego jako stabilność marginalna, 
Wołczyński [26] .
Ponadto pokazano, iż ulokowanie stabilności marginalnej na 
trajektorii paraboloidy produkcji entropii, (Rys. 19 i 20), (na co 
pozwala teoria termodynamiki procesów nieodwracalnych 
w ujęciu Glansdorffa & Prigogine [27]), pomaga wyjaśnić zacho-
dzenie oscylacji strukturalnych między atraktorem A, a punk-
tem bifurkacji, B.
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