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Metoda dodawania-podwajania w modelowaniu rozproszenia �wiat�a przez 
cz�stki niesferyczne 

Streszczenie

Artyku� przedstawia analiz� problemu rozpraszania promieniowania przez 
cz�stki niesferyczne. Pojedyncze rozproszenie jest analizowane przy 
u�yciu metody macierzy T, która doskonale nadaje si� do niesferycznych, 
osiowo-symetrycznych obiektów. Wielokrotne rozproszenie z cz�stkami 
niesferycznymi modelowane jest z wykorzystaniem metody dodawania-
podwajania warstw. Celem pracy jest zbadanie wp�ywu kszta�tu cz�stek 
na funkcje makroskopowe opisuj�ce badany o�rodek. 
        
S�owa kluczowe: macierz T, metoda dodawania-podwajania, 
niesferyczne cz�stki      

Adding-doubling method in modeling of 
scattering of light by nonspherical 
particles

Abstract

The problem of scattering of  light by nonspherical particles is described. 
The single scattering is analyzed on the basis of the T matrix method, 
which is suitable for nonspherical, axially symmetrical particles. The 
multiple scattering of light is described using the adding-doubling method. 
The main topic of the research is to examine the effect of particles� shape 
on reflectance and transmittance.  
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1. Wprowadzenie  

Badanie wp�ywu kszta�tu cz�steczki na optyczne w�a�ciwo�ci
o�rodka ma du�e znaczenie w wielu obszarach nauki: pomiarach 
zdalnych [1], pomiarze wielko�ci cz�stek [2], modelowaniu zmian 
klimatycznych [3] oraz badaniach rozpraszania �wiat�a we krwi 
[4]. Wp�yw kszta�tu cz�stek w jednokrotnym rozproszeniu by�
analizowany przez wielu autorów. Mishchenko [5] zauwa�y�, �e
obliczenia dla cz�stek niesferycznych opisanych przez 
równowa�n� kul� z teorii Mie, wskazuj� na du�e ró�nice w 
sferyczno�ci-niesferyczno�ci funkcji fazowej i s� one znaczne, 
zw�aszcza dla rozpraszania w przód i wstecz. Mniejsze ró�nice 
wyst�puje dla przekroju czynnego na rozpraszanie i t�umienia
oraz albedo. Tak�e Takano i Liou [3] demonstruj�, �e zarówno 
kula o równowa�nej powierzchni oraz równowa�nej obj�to�ci nie 
mo�e adekwatnie aproksymowa� du�ych sze�ciok�tnych 
cylindrów w przeliczeniu na ich w�a�ciwo�ci optyczne w 
pojedynczym rozproszeniu, co zosta�o tak�e zweryfikowane 
do�wiadczalnie dla wypuk�ych i wkl�s�ych cz�stek przez Zerull i 
Giese [6,7]. 

Wp�yw kszta�tu cz�stki na wielokrotne rozproszenia �wiat�a w 
o�rodku dyspersyjnym jest mniej wyra�ny ni� jej w�a�ciwo�ci w 
pojedynczym rozproszeniu. Jest to spowodowane losowym 
kierunkiem fotonów w o�rodku wywo�anych wieloma 
zdarzeniami. Badania wp�ywu kszta�tu kryszta�ów na nat��enie 
�wiat�a by� analizowane przez wielu autorów [9-11]. Analiz�
wielokrotnego rozproszenia �wiat�a dla du�ych cz�stek 
przeprowadzi� Kochanowski [12]. W badaniach wielokrotnego 
rozproszenia u�yto rozwi�zanie równania transferu. Znaleziono, 
�e kszta�t cz�stek zmienia makroskopowe w�a�ciwo�ci 
rozpraszaj�ce o�rodka dyspersyjnego.        

Celem tego artyku�u jest badanie wp�ywu kszta�tu cz�stek oraz 
ich w�a�ciwo�ci chemicznych na makroskopowe optyczne 
wielko�ci opisuj�ce rozpraszanie �wiat�a w p�aszczy�nie 
równoleg�ej o�rodka tj. odbicie i transmisj�.

2. Metoda 

2.1. Pojedyncze rozproszenie     

W�a�ciwo�ci rozpraszaj�ce pojedynczej cz�stki s� obliczone z 
u�yciem metody macierzy-T. Metoda macierzy-T jest elastyczn�
metod� doskonale nadaj�c� si� do obliczania w�a�ciwo�ci 
rozpraszaj�cych osiowo-symetrycznych, niesferycznych cz�stek o 
ró�nej wielko�ci [13].  
 W badaniach zak�adamy, �e cz�stki w o�rodku s� losowo 
zorientowane i maj� t� sam� wielko��. Macierz T umo�liwia  
szybkie wyznaczenie �rednich w�a�ciwo�ci rozpraszaj�cych 
losowo zorientowanych cz�stek, w porównaniu z metodami 
ca�kowymi [15-18].  

W�a�ciwo�ci rozpraszaj�ce cz�stki w losowej orientacji s�
wyznaczone poprzez u�rednienie w�a�ciwo�ci rozpraszaj�cych 
cz�stki po wszystkich mo�liwych orientacjach: 
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dla i,j = 1,2. Przypadki ró�nych orientacji cz�stek rozpatrywali 
Mishchenko [19,20], Skaropoulos [21], Borghese [22].  

Z obliczonej macierzy T u�rednionej po orientacji wyznaczany 
jest nast�pnie przekrój czynny na t�umienie dla losowo 
zorientowanych cz�steczek, przekrój czynny na rozpraszanie oraz 
macierz fazowa F dla losowo zorientowanych cz�steczek osiowo-
symetrycznych. W obliczeniach wielokrotnego rozproszenia 



�wiat�a cz�sto wykorzystujemy wspó�czynniki rozwini�cia 
macierzy fazowej F [13] . Kiedy wspó�czynniki rozszerzenia s�
znane, wtedy elementy macierzy rozpraszania mog� by� �atwo 
obliczone dla praktycznie dowolnej liczby k�tów z minimalnym 
czasem oblicze�. St�d zamiast wyszczególnia� elementy macierzy 
rozproszenia dla du�ej liczby rozpraszanych k�tów i u�ywaj�c
interpolacji do obliczenia macierzy rozpraszania w po�rednich 
punktach, mo�emy u�y� ograniczonej (ale zwykle ma�ej) liczby 
numerycznie znacz�cych wspó�czynników rozszerzenia.  

W praktyce wspó�czynniki rozszerzenia s� szczególnie 
wygodne w u�rednieniu zbioru cz�steczek. Zamiast oblicza�
macierz rozpraszania u�rednionego zbioru elementów, mo�emy 
u�redni� du�o mniejsz� liczb� wspó�czynników rozszerzenia. 

2.2. Wielokrotne rozproszenie 

Do badania wielokrotnie rozproszonego promieniowania w 
o�rodku dyspersyjnym wykorzystano równanie transportu RTE. 
Funkcje odbicia i transmitancji s� obliczane przy u�yciu metody 
dodawania-podwajania warstw, wzory (6)-(9) [24,25]. Idea 
metody dodawania-podwajania wynika z zasady niezmienno�ci 
[26], i polega na zast�pieniu badanego o�rodka o grubo�ci �, N
niesko�czenie cienkimi warstwami, Rys. 1, których grubo�� d�
jest rz�du 0610 .�  Dla tak cienkiej warstwy wielokrotne 
rozproszenie �wiat�a mo�ne by� pomini�te. Ka�da z warstw (AB) 
oraz (BC) jest charakteryzowana przez macierze odbicia R i 
transmisji T, które s� wyznaczone z  aproksymacji pojedynczego 
rozproszenia w warstwie [27]. Zauwa�my, �e metoda dodawania 
podwajania umo�liwia przeprowadzenie oblicze� dla o�rodków
homogenicznych i niehomogenicznych. Z zale�no�ci podanych 
przez Granta i Hunta [24] oraz van de Hulsta [28], mo�emy 
obliczy� funkcje odbicia i transmitancji dla ca�ej warstwy przez 
kolejne dodawania i podwajanie poszczególnych warstw. 
Równania dla dodawania warstw s� nast�puj�ce:

� � 1CA BA BC BA CB,
�

� �T T E R R T                      (2) 

� � 1AC BA BC BA CB AB AB,
�

� � �R T E R R R T R         (3) 

oraz

� � 1AC BC BA BC AB,
�

� �T T E R R T                   (4) 

� � 1CA BC BA BC BA CB CB,
�

� � �R T E R R R T R          (5) 

gdzie: E jest macierz� jednostkow�, natomiast macierze RXX oraz 
TXX s� macierzami odpowiednich warstw (AB) i (BC),  przy 
przyj�ciu �e promieniowanie pada raz na górn� warstw�, tj. na 
stron� A warstwy (AB), a nast�pnie na jej spód tj. B.  

Rys.1. Koncepcja metoda dodawania-podwajania. 
Fig. 1. The idea of the adding-doubling method. 

Kiedy macierze � ��� �R ,  i � ��� �T ,  dla warstwy o grubo�ci � s�

obliczone z równa� (2)-(5), kolejnym krokiem pozostaje 
wyznaczenie funkcje odbicia i transmitancji dla o�wietlenia 
skolimowanego [28]: 
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i dyfuzyjnego: 
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gdzie 0�  jest kierunkiem padania promieniowania na badany 
o�rodek dyspersyjny.  

3. Wyniki 

W badaniach rozwa�ano cz�stki lodu, których wielko�� jest 
wi�ksza od d�ugo�ci padaj�cej fali elektromagnetycznej � tj. x >> 
1, gdzie x 2 a� � �/ , oraz a jest promieniem cz�stki.
Wspó�czynnik za�amania cz�stek dla rozpatrywanych d�ugo�ci
fali promieniowania elektromagnetycznego przedstawiono w 
Tabeli 1.  

Tab. 1. Wspó�czynnika za�amania m n in�� �  dla cz�stki lodu przy ró�nych 
d�ugo�ciach fali �
Tab. 1. The refraction index m n in�� �  for ice particle for different lengths of 
light �

m� �, n n�
 0.645 1.3082 1.325  E � 05  
 1.24 1.2972 1.220  E � 05  
 1.64 1.2881 2.670  E � 04  
 2.13 1.2674 5.650  E � 04  

W symulacjach rozpatrywane s� losowo zorientowane cz�stki
niesferyczne. Zak�adamy, �e wszystkie cz�steczki w warstwie s�
identyczne pod wzgl�dem kszta�tu i wielko�ci, tj. rozk�ad 
monodyspersyjny. Obliczenia zosta�y przeprowadzone dla 
ró�nego kszta�tu cz�stek pocz�wszy od kuli, sferoidy sp�aszczonej 
i wyd�u�onej, cylindra o sko�czonej d�ugo�ci tak�e sp�aszczonego
oraz wyd�u�onego. Dla powy�szych cz�stek wyznaczono 
u�rednione przekroje czynne na rozpraszanie, t�umienie, albedo, 
parametr anizotropowo�ci g oraz wspó�czynniki rozwini�cia
funkcji fazowej na podstawie których wyznaczano warto�ci 
funkcji fazowej wykorzystanej w obliczeniach wielokrotnego 
rozproszenia promieniowania.  

Parametr wielko�ciowy cz�stek x zosta� tak dobrany aby 
obj�to�� badanej cz�stki by�a sta�a i wynosi�a 10 �m3, co 
odpowiada promieniowi równowa�nej kuli równemu 1.3365 �m. 
Parametr wielko�ciowy równowa�nej kuli evx  zmienia si� z 
d�ugo�ci� padaj�cej fali i przyjmuje nast�puj�ce warto�ci: 13.02, 
6.77, 5.12 oraz 3.94 (2.13�m), które zale�� od d�ugo�ci 
padaj�cego promieniowania elektromagnetycznego. W�a�ciwo�ci
rozpraszaj�ce zbioru cz�stek losowo zorientowanych cz�stek 
niesferycznych, dla podanych d�ugo�ci fali, zosta�y obliczone 
programem TMQ [30].  

Podstawowym celem przeprowadzenia bada� by�o sprawdzenie 
wp�ywu cz��ci urojonej wspó�czynnika za�amania na funkcje 
odbicia i transmitancji. Zmiany funkcji odbicia i transmitancji dla 
poszczególnych cz�steczek zosta�y wyznaczone w funkcji 
koncentracji cz�stek i g��boko�ci w badanej warstwie.  



Rys. 2. Odbicia i transmitancja dla cz�stek sferoidalnych - 0.645 .m�
Fig. 2. Reflectance and transmittance for spheroids - 0.645 .m�

Rys. 3. Wykres funkcji odbicia i transmitancji dla sko�czonego cylindra - 0.645 .m�
Fig. 3. Reflectance and transmittance for a finite cylinder - 0.645 .m�

Rys. 4. Wykres funkcji odbicia i transmitancji dla sko�czonego cylindra - 1.64 .m�
Fig. 4. Reflectance and transmittance for a finite cylinder - 1.64 .m�

Wyniki otrzymane przy sta�ej koncentracji cz�stek zosta�y
przedstawione na Rys. 2 � 6, gdzie mo�na zaobserwowa� du�e
zmiany  w funkcjach transmitancji i odbicia. Zmiany te silnie 

zale�� od d�ugo�ci padaj�cego promieniowania, wielko�ci i 
kszta�tu badanych cz�stek.      

Rys. 5. Odbicia i transmitancja dla cz�stek sferoidalnych - 1.24 .m�
Fig. 5. Reflectance and transmittance for spheroids - 1.24 .m�

Rys. 6. Wykres funkcji odbicia i transmitancji dla sko�czonego cylindra - 2.13 .m�
Fig. 6. Reflectance and transmittance for a finite cylinder - 2.13 .m�

Rys. 7. Odbicie i transmitancja dla cz�stek sferoidalnych � 0.645 .m�
Fig. 7. Reflectance and transmittance  for spheroids - 0.645 .m�



Obliczenia zosta�y tak�e przeprowadzone dla zmian funkcji 
odbicia i transmitancji w sta�ej koncentracji cz�stek (1% i 11%) i 
zmiennej g��boko�ci z w warstwie, co zosta�o przedstawione na  
Rys. 7 i 8, ale tylko dla przypadku 1% koncentracji cz�stek. 

Rys. 8. Odbicie i transmitancja dla cz�stek sferoidalnych � 1.64 .m�
Fig. 8. Reflectance and transmittance  for spheroids - 1.64 .m�

4. Podsumowanie 

Przeprowadzone badania wykaza�y wp�yw kszta�tu cz�steczek na 
w�a�ciwo�ci makroskopowe o�rodka, wyra�one przez funkcje 
odbicia i transmitancji. Ogólnie przyjmuje si�, �e wp�yw kszta�tu 
cz�stki mo�e by� zaniedbany dla cz�stek du�o mniejszych ni�
d�ugo�� fali padaj�cego promieniowania. Nie jest to prawdziwe 
dla du�ych cz�stek, co podkre�la wielu autorów. Mishchenko [5] 
zauwa�y�, �e obliczenia dla cz�stek niesferycznych opisanych 
przez równowa�n� kul� z teorii Mie, wskazuj� na du�e ró�nice w 
sferyczno�ci-niesferyczno�ci funkcji fazowej i s� one znaczne, 
zw�aszcza dla rozpraszania w przód i wstecz. Mniejsze ró�nice 
wyst�puje dla przekroju czynnego na rozpraszanie i t�umienia
oraz albedo. Tak�e Takano i Liou [3] demonstruj�, �e zarówno 
kula o równowa�nej powierzchni oraz równowa�nej obj�to�ci nie 
mo�e adekwatnie aproksymowa� du�ych sze�ciok�tnych 
cylindrów w przeliczeniu na ich w�a�ciwo�ci optyczne w 
pojedynczym rozproszeniu, co zosta�o tak�e zweryfikowane 
do�wiadczalnie dla wypuk�ych i wkl�s�ych cz�stek przez Zerull i 
Giese [6, 7]. 

Cz�sto wierzymy, �e ró�nice w transmitancji i odbiciu 
promieniowania z warstwy cz�stek niesferycznych b�d� mniej 
zale�a�y od kszta�tu cz�steczki, co jest wywo�ane losowym 
kierunkiem fotonów oraz wieloma zdarzeniami maj�cymi miejsce 
w badanym o�rodku. Zauwa�my, �e w�a�ciwo�ci cz�steczek o 
ró�nych kszta�tach s� u�redniane przez zjawisko wielokrotnego 
rozproszenia przy losowej orientacji cz�stek w o�rodku, co jest 
prawdziwe, ale tylko dla ma�ych cz�steczek. W tym wypadku, 
cz�stka niesferyczna mo�e by� zast�piona przez cz�stk� sferyczna 
o równowa�nej obj�to�ci. St�d wynika, �e dla du�ych cz�stek 
ró�nice w ich kszta�cie musz� by� uwzgl�dnione, co zosta�o
potwierdzone w obecnych badaniach. 
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