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A SPE CI FIC ATION  
OF RY CHLE WSKI E NE RGY C ONDIT ION  
FOR ANIS OT ROPI C M ATERIALS

STRESZCZENIE W artykule przedstawione 
jest całościowe podsumowanie zagadnień 
szczegółowo prezentowanych w pracach 
[5, 8–13] odnośnie wytężenia w anizotro-
powych materiałach z uwzględnieniem 
matematycznych podstaw anizotropii sprę-
żystej [24]. Charakterystyczną cechą wy-
mienionych materiałów są różne własno-
ści wytrzymałościowe, tzw. efekt różnicy 
wytrzymałości (Strength Differential Ef-
fect), a w konsekwencji asymetria zakresu 
sprężystego, w zależności od sposobu 
obciążenia wywołującego dany płaski stan 
naprężenia w ciele. W pracach [5, 8–13] 
wykorzystano teorię sprężystych stanów 
własnych, własności tensorów sprężysto-
ści Hooke’a i interpretację energetyczną 
kryterium stanów granicznych dla anizo-
tropowych ciał liniowo-sprężystych, sfor-
mułowaną przez Jana Rychlewskiego na 
początku lat osiemdziesiątych XX wieku  
w pracach [28–31]. 
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ABSTRACT This article presents a com-
plete summary of issues presented in de-
tail in papers [5, 8–13] relating to effort 
in anisotropic materials with regard to 
mathematics-based fundamentals of elas-
tic anisotropy. A characteristic of the mate-
rials mentioned are various strength 
properties, the so called Strength Differ-
ential Effect, which in consequence is an 
elastic range asymmetry depending on 
the loading which causes a planar stress 
state in a body. Publications [5, 8–13] 
use the theory of own elastic conditions, 
Hooks’ properties of elasticity tensors 
and the energy-based interpretation of 
criterion for limit conditions worked out 
by Jan Rychlewski at the beginning of 
1980s in publications [28–31]. 
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WSTĘP 
 

Pojęcie wytężenia jest pojmowane 

zazwyczaj intuicyjnie jako cecha mate-

riału, która mówi o zmianie jego relacji 

spowodowanej obecnością zarówno 

stanu naprężenia, jak i odkształcenia 

[23]. Łączy się ono z poszukiwaniem 

miary wytężenia jako pewnej funkcji 

składowych naprężenia lub odkształ-

cenia, której wartość mierzy odległość 

od przyjętego stanu granicznego. 

Energetyczne kryterium wytężenia dla 

ciał izotropowych zostało sformułowa-

ne blisko sto lat temu przez M. T. Hu-

bera [7], gdzie proponowana hipoteza 

energii odkształcenia postaciowego 

odnosiła się do granicznych stanów 

sprężystych. Należy dodać, że koncep-

cja zmagazynowanej energii sprężystej 

odkształcenia postaciowego jako mia-

ry wytężenia została sformułowana już 

dużo wcześniej przez J. C. Maxwella  

w prywatnym liście do W. Thomsona  

z 18 grudnia 1856 r. oraz później w od-

niesieniu do całkowitej energii spręży-

stej przez E. Beltramiego [1]. Propozy-

cja J. C. Maxwella [14] nie była znana 

współczesnym badaczom, aż do opubli-

kowania jego korespondencji w 1937 r., 

natomiast praca E. Beltramiego była 

cytowana przez M. T. Hubera. Zagad-

nienia te są omawiane szerzej w esejach 

historycznych Z. S. Olesiaka [16, 17] oraz 

Z. Engla [4]. Propozycja J. C. Maxwella 

była omawiana bardziej szczegółowo 

przez J. Rychlewskiego, który w swoich 

pracach przytoczył także fragment 

wspomnianego listu. Próbę energetycz-

nego podejścia do określenia kryterium 

wytężenia materiałów anizotropowych 

podjął W. T. Burzyński [2] w swojej 

INTRODUCTION 
 

Usually the notion of effort is intuitively 

perceived as a feature of material 

which points to a change in its relation 

caused by the presence of both a state 

of stress and a state of strain [23]. It is 

linked to seeking a measure of effort as 

a certain function of stress or strain 

components. Its magnitude measures 

the distance from the adopted limit 

condition. The energy-based effort cri-

terion for isotropic bodies was formu-

lated almost a hundred years ago by  

T. Huber [7], where the non-dilatational 

strain energy hypothesis proposed, 

referred to limited elastic states. It must 

be added that the concept of the stored 

elastic energy of non-dilatational strain 

as a measure of effort had been formu-

lated much earlier by J.C. Maxwell in 

his private letter to W. Thomson dated 

18th December, 1856 and later by  

E. Beltrami[1] with regard to the com-

plete elastic energy. The proposal by  

J. C. Maxwell [14] had not been known 

to scientists until the publication of his 

correspondence in 1937, whereas  

E. Beltrami’s work was cited by M. T. 

Huber. These issues are discussed in 

greater detail in historical essays by  

Z. S. Olesiak [16, 17] and Z. Engel [4]. 

The J. C. Maxwell’s proposal was ana-

lyzed in detail by J. Rychlewski, who 

referred to a fragment of the letter 

mentioned in his works. An attempt of 

the energy-based approach to deter-

mining an effort criterion for aniso-

tropic materials was made by W. T. 

Burzyński in his doctoral dissertation 

written under the scientific supervi-

sion of M. T. Huber. The assumption 
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pracy doktorskiej wykonanej pod opie-

ką naukową M. T. Hubera. Założenie, że 

stałe sprężyste spełniają pewne dodat-

kowe związki pozwoliło W. T. Burzyń-

skiemu rozdzielić energię sprężystą na 

części objętościową oraz postaciową 

dla materiałów anizotropowych z pew-

nymi więzami. Można wykazać, że 

związki te są równoważne żądaniu, aby 

ciśnienie hydrostatyczne było stanem 

bezpiecznym i prowadzą do kryterium 

uplastycznienia dla klasy materiałów 

ortotropowych z więzami w postaci 

podobnej do tej, która została później 

opublikowana przez R. Hilla [6]. Należy 

zauważyć, że w 1928 r. ukazała się także 

podstawowa praca R. von Misesa [15],  

w której zaproponowano postać funkcji 

potencjału plastycznego oraz kwadra-

towy warunek uplastycznienia dla mate-

riałów anizotropowych, a w szczególno-

ści dla kryształów o symetrii kubicznej 

i heksagonalnej. W tym wypadku także 

ograniczono rozważania do sytuacji, 

kiedy ciśnienie hydrostatyczne jest sta-

nem bezpiecznym, dzięki czemu ogra-

niczono maksymalną liczbę stałych 

materiałowych występujących w kwa-

dratowej funkcji potencjału plastycz-

nego do piętnastu. 

 

Zagadnienia związane ze sformułowa-

niem energetycznego kryterium pla-

styczności oraz określeniem potencjału 

plastycznego dla ciał anizotropowych 

stały się polską specjalnością. Zajmo-

wali się nimi, począwszy od M. T. Hube-

ra i W. T. Burzyńskiego, także W. Olszak 

i W. Urbanowski [19] oraz W. Olszak  

i J. Ostrowska-Maciejewska [18]. Pro-

blem ten został w pełni rozwiązany 

przez J. Rychlewskiego [28–31], który 

that elastic constants satisfy certain 

additional relations allowed W. T. Bu-

rzyński to split the elastic energy into 

dilatational and non-dilatational parts 

for anisotropic materials, with certain 

constraints. It can be demonstrated 

that these relations are equivalent to 

the demand that hydrostatic pressure 

be a safe condition and they lead to the 

plasticity criterion for the class of or-

thotropic materials  with constrains in 

the form similar to the one published 

later by R. Hill [6]. It must be noted 

that in 1928 the fundamental work by 

R. von Mises was published. It pro-

posed the form of plastic potential 

function and square plasticity condi-

tion for anisotropic materials, especial-

ly for crystals of cubical and hexagonal 

symmetries. In this case the considera-

tions were also limited to the situation 

where hydrostatic pressure is a safe 

state. Owing to this the maximum 

number of material constants appear-

ing in a square function of plastic po-

tential was reduced to fifteen. 

 

The issues relating to the formulation 

of energy-based plasticity criterion 

and to the determination of plastic 

potential for anisotropic materials 

have become a Polish specialty. They 

have been dealt with by M. T. Huber 

and W. T. Burzyński, W. Olszak and  

W. Urbanowski [19], and W. Olszak 

and J. Ostrowska-Maciejewska [18]. The 

problem was fully solved by J. Rychlew-

ski [28–31], who introduced a new con-

cept of energy orthogonal states and 

proved that for a linear-elastic body of 

any anisotropy the elastic energy can 

be, at most, univocally distributed into 
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wprowadził nową koncepcję stanów 

energetycznie ortogonalnych i udowod-

nił, że dla ciała liniowo-sprężystego  

o dowolnej anizotropii energię spręży-

stą można rozłożyć jednoznacznie na 

co najwyżej sześć rozłącznych części. 

Stan graniczny materiału określony 

jest przez sumę odpowiednich udzia-

łów energii sprężystej określonej na 

stanach energetycznie ortogonalnych. 

Udziały te są zdefiniowane przez wy-

znaczone doświadczalnie stałe (modu-

ły wytężenia), które stanowią pewne 

wagi, z jakimi energie poszczególnych 

stanów energetycznie ortogonalnych 

wnoszą swój udział do warunku wytę-

żenia. W szczególności dla ciał o syme-

trii kubicznej istnieją trzy stany orto-

gonalne: stan związany ze zmianami 

objętościowymi oraz dwa stany dewia-

torowe, co prezentowali J. Ostrowska-

Maciejewska i J. Rychlewski [25, 26]. 

Jeden ze stanów dewiatorowych zwią-

zany jest z rozciągnięciem i skróce-

niem włókien materialnych leżących 

na osiach sieci regularnej, a drugi ze 

zmianą kątów między krawędziami 

komórki elementarnej. Wynik ten daje 

podstawę do sformułowania kryterium 

plastyczności opartego na warunku 

krańcowej wartości zmagazynowanej 

energii odkształcenia postaciowego 

[27]. Warto dodać, że w swoich pracach 

J. Rychlewski podkreślał także możli-

wość uwzględnienia bardziej ogólnej 

sytuacji, kiedy symetria tensora sprę-

żystości jest różna od symetrii tensora 

granicznego, który występuje w kwa-

dratowym warunku R. von Misesa, przy 

zachowaniu współosiowości tensorów. 

Należy zaznaczyć, że wiele znanych 

warunków granicznych ma charakter 

six separable parts. The limit state of 

material is determined by the sum of 

appropriate shares of elastic energy 

calculated from energy orthogonal 

states. These shares are defined by 

experimentally determined constants 

(effort modules), which constitute 

certain balances with which the ener-

gies of particular energy orthogonal 

states contribute their shares to the 

effort state. For bodies of cubic sym-

metries in particular, there exist three 

orthogonal states: a state relating to 

changes in volume and two deviator 

states, which were presented by J. Os-

trowska-Maciejewska and J. Rychlew-

ski [25, 26]. One of the deviator states 

is associated with tension and shorten-

ing of material fibers and the other is 

associated with changes in angles be-

tween edges of the elementary cell. 

This result provides the basis for for-

mulating the plasticity criterion based 

on the edge magnitude condition of the 

stored non-dilatational energy [27].  

It is worth adding that in his works  

J. Rychlewski also underlined the pos-

sibility of taking into account a more 

general situation, where the symmetry 

of elasticity tensor differs from that  

of limit tensors which appears in the  

R. von Mises square condition, retaining 

co-axial tensors. It must be empha-

sized that several known limit condi-

tions are empirical, which limits or 

even prevents their use in the range 

wider than those originally investigated. 

They are not known to all researchers 

dealing with anisotropic materials. Pub-

lications dedicated to their own elastic 

states or an energy-based approach to 

the effort criterion, can be more and 
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empiryczny, co ogranicza lub wręcz 

uniemożliwia ich stosowanie w zakresie 

szerszym od oryginalnie badanego. Nie 

są one znane szerszemu ogółowi bada-

czy dla materiałów anizotropowych.  

W literaturze spotyka się coraz częściej 

publikacje poświęcone zagadnieniu 

sprężystych stanów własnych czy też 

energetycznemu podejściu do kryterium 

wytężenia. Mają one jednak charakter 

wtórny w odniesieniu do omawianych. 

Proponowane podejście jest nowe i daje 

perspektywę zweryfikowania utartych 

poglądów na mechanikę materiałów 

anizotropowych, otwierając możliwość 

opracowania metod optymalnego dobo-

ru sztywności materiału oraz zbudowa-

nia fizycznych podstaw teorii wytężenia. 

Nowe i oryginalne jest także podejście 

do analizy lokalnych ekstremów sztyw-

ności dla stanów płaskich [3]. 

 

Wykorzystanie spostrzeżenia o uniwer-

salnym znaczeniu nowego podejścia 

opartego na jakościowej analizie tenso-

rów Hooke’a [20–22], prowadzącej  

w szczególności do sprężystych stanów 

własnych i addytywnego rozkładu ener-

gii sprężystej na stanach energetycznie 

ortogonalnych, ma duże znaczenie dla 

przewidywania i projektowania własno-

ści oraz stanów granicznych anizotro-

powych materiałów i struktur na róż-

nych poziomach obserwacji (od skali mi-

kro i mezo do makroskopowej), a także 

zastosowania powyższego pomysłu do 

opracowania nowego podejścia do sfor-

mułowania podstaw projektowania 

materiałów anizotropowych i komór-

kowych ze względu na zadane własności 

i stany graniczne. Wiele wniosków  

i rezultatów znalazło też zastosowanie 

dla szerszej klasy materiałów. 

 

more often found in literature. However, 

they have a secondary character in 

relation to the ones discussed here. 

The approach proposed is new and 

offers grounds for verifying the wide- 

-spread views of the mechanics of ani-

sotropic materials, paving the way  

to developing methods for the optimal 

selection of material stiffness and 

building physical fundamentals of ef-

fort theory. The approach to analyzing 

local stiffness extremes for planar states 

[3] is also new and original. 

 

The realization of the universal signifi-

cance of the new approach, based on 

the qualitative analysis of Hook’s ten-

sors [2–22] leading, in particular, to 

own elasticity states and additive elas-

tic energy distribution on energy or-

thogonal states, has a large significance 

for predicting and designing the prop-

erties and limit states of anisotropic 

materials, and structures at various 

levels of observation (from micro and 

mezzo scale to macroscopic), and in 

addition, for using the above idea to 

develop a new approach to formulat-

ing design fundamentals of anisotropic 

and cell materials with regard to pre-

set properties and limit states. Several 

conclusions and results have been 

used for a wider class of materials. 

 

THE LIMIT CONDITION  
AND RYCHLEWSKI ENERGY-BASED 
EFFORT CRITERION  
FOR ANISOTROPIC MATERIALS  
IN PLANAR STATES 

 

For material getting deformed within 

the elastic range, J. Rychlewski [30] for-

mulated and proved a theorem referred
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WARUNEK GRANICZNY  
ORAZ ENERGETYCZNE KRYTERIUM 
WYTĘŻENIA RYCHLEWSKIEGO  
DLA ANIZOTROPOWYCH MATERIAŁÓW 
W STANACH PŁASKICH 

 

Dla materiału deformującego się w za-

kresie sprężystym J. Rychlewski [30] 

sformułował i udowodnił twierdzenie 

nazywane w pracy [24] ogólnym twier-

dzeniem Rychlewskiego. 

 

Dla dowolnego ciała, którego własno-

ści sprężyste opisane są tensorem po-

datności C  (sztywności S ), a własno-

ści graniczne tensorem H , istnieje 

dokładnie jeden energetycznie ortogo-

nalny rozkład przestrzeni S  (tenso-

rów symetrycznych drugiego rzędu) 

1 2 ...= ⊕ ⊕ ⊕S H H Hκ , 6≤κ , L K

⋅
⊥H H , 

dla L K≠  i dokładnie jeden zbiór 

parami różnych stałych 1 2, ,...h h hκ , 

h h≠α β , dla ≠α β , takich że  

dla dowolnego naprężenia ∈σ S , 

1 2 ...= + + +σ σ σ σκ , K K∈σ H  warunek 

graniczny 1⋅ ⋅ ≤σ H σ  przyjmie postać: 

For material getting deformed within 

the elastic range, J. Rychlewski [30] 

formulated and proved a theorem re-

ferred to in the work [24], as the 

Rychlewski general theorem. 

 

For any material, whose elastic prop-

erties are described with compliance 

tensor C (stiffness S), and limit prop-

erties with tensor H, there exists only 

one energy orthogonal space distribu-

tion S (second order symmetric  

tensors) 1 2 ...= ⊕ ⊕ ⊕S H H H κ , 

6≤κ , L K

⋅
⊥H H , for L K≠  and only 

one set of dyad-varied constants 

1 2, ,...h h hκ , h h≠α β , for ≠α β , such 

that for any stress ∈σ S , 

1 2 ...= + + +σ σ σ σκ , K K∈σ H  the 

limit condition 1⋅ ⋅ ≤σ H σ  will adopt 

the form:  

 

 1
1

1 1
( ) ... ( ) 1

h h
⋅ ⋅ = + + ≤σ H σ σ σκ

κ

φ φ , (1) 

 

gdzie: 

 

where: 

 

1 2( ) ( ) ... ( ) ( )+ + + =σ σ σ σκφ φ φ φ , 
1 1

( )
2 2K K K K K= ⋅ ⋅ = ⋅σ σ C σ σ σφ  

(bez sumowania / without summation) 

hκ  — wagi energii sprężystej nazywane według [24] modułami Rychlewskiego /  

balances of elastic energy referred to as Rychlewski modules in [24].
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Stanowi to podstawę do określenia 

kwadratowego warunku granicznego  

i jego specyfikacji dla symetrii prostoką-

ta i kwadratu w bazie pokrywającej się  

z osiami symetrii w stanie granicznym. 

 

Twierdzenie dotyczące energetycznej 

interpretacji warunku granicznego jest 

sformułowane dla dowolnych tenso-

rów S , C  i H . 

This provides grounds for determining 

the square limit condition and its spec-

ification for rectangular and square 

symmetry in the base overlapping the 

symmetry axes in the limit condition. 

 

The theorem relating to energy-based 

interpretation of the limit condition  

is formulated for any tensors S , C  

and H . 

 

 

Rys. 1. Idealizacja sprężystego stanu granicznego (
sprσ — kres liniowej sprężystości, 

grσ — stan 

graniczny): a) kres liniowej sprężystości; b) rzeczywiste występowanie stanu granicznego;  

c) przyjęty model obliczeniowy 

Fig. 1. Idealization of the elastic limit state (
sprσ — end of linear elasticity, 

grσ — limit state):  

a) end of linear elasticity; b) real occurrence of limit state; c) the calculation model adopted 

 

Daje to możliwość rozpatrywania róż-

nych typów symetrii materiału w sta-

nie sprężystym i w stanie granicznym. 

Aby podać warunek graniczny dla pła-

skich stanów, który ma charakter ener-

getyczny, wykorzystano twierdzenie 

dotyczące energetycznej interpretacji 

warunku granicznego. 

 

Rozpatrywany materiał jest symetrycz-

ny zarówno w stanie sprężystym, jak  

i w stanie granicznym. Dla stanów pła-

skich materiał ma wówczas co najmniej 

 

This gives the possibility to consider 

various types of material symmetry in 

the elastic state and in the limit condi-

tion. In order to offer the limit condition, 

which has an energy character, for pla-

nar conditions the theorem relating to 

energy-based interpretation of limit 

condition was used. 

 

The material under consideration is 

symmetrical both in the stress state 

and in the limit state. For planar states 

the material has at least a rectangular 
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symetrię prostokąta — jest materia-

łem ortotropowym. Założono, że mate-

riał jest ortotropowy w stanie spręży-

stym i granicznym o różnych osiach 

symetrii i różnych dystrybutorach. 

Założono, że w stanie sprężystym 

osiami symetrii są kierunki 1e  i 2e  na 

płaszczyźnie fizycznej, a w stanie gra-

nicznym osiami symetrii są kierunki 

1h  i 2h  obrócone względem 1e  i 2e   

o kąt ϕ : 1 1 2cos sinϕ ϕ= +h e e , 

2 1 2sin cosϕ ϕ= − +h e e . 

symmetry — it is an orthotropic mate-

rial. It was assumed that the material is 

orthotropic in the elastic state and in 

the limit state of different symmetry 

axes and different distributors. It was 

assumed that in the elastic state the 

directions 1e  and 2e  on the physical 

plane are the axes of symmetry, and in 

the limit states the directions 1h  and 

2h  turned in relation to 1e  and 2e  by 

the angle ϕ : 1 1 2cos sinϕ ϕ= +h e e , 

2 1 2sin cosϕ ϕ= − +h e e are the axes 

of symmetry. 

 

 
Rys. 2. Kierunki osi symetrii w stanach sprężystym i granicznym na płaszczyźnie fizycznej 

Fig. 2. Directions of axes of symmetry in the elastic and limit states on the physical plane 

Źródło / Source: J. Ostrowska-Maciejewska, R. B. Pęcherski, Anizotropia sprężysta i wytężenie 
cienkich warstw i powłok, PAN, Kraków 2006 [Elastic anisotropy and effort in thin layers and coatings 
— available in the Polish]. 
 

Rozkłady spektralne tensorów 
pC  

i 
pH  mają postać: 

 

Spectral distributions of tensors 
pC

and 
pH have the form: 

 

 

1 2 3

1 1 1p
I I II II III IIIλ λ λ

= ⊗ + ⊗ + ⊗C ω ω ω ω ω ω ; (2) 

 

 
2 2 2
1 2 3

1 1 1p
I I II II III IIIχ χ χ

= ⊗ + ⊗ + ⊗H η η η η η η , (3) 

 

gdzie Kω  i Lη  są stanami własnymi 

tensorów 
pC i 

pH . 

 

where Kω  i Lη  are own states of ten-

sors 
pC and 

pH . 
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W zakresie sprężystym osie symetrii 
materiału pokrywają się z kierunka-

mi 1e  i 2e , bazę w przestrzeni na-

prężeń S stanowią diady 1 1 1= ⊗a e e , 

2 2 2= ⊗a e e , 3 1 2 2 1

1
( )

2
= ⊗ + ⊗a e e e e . 

They overlap directions 1e and 2e with-

in the elastic range, dyads 1 1 1= ⊗a e e , 

2 2 2= ⊗a e e , 3 1 2 2 1

1
( )

2
= ⊗ + ⊗a e e e e  

constitute the base in the stress space S. 

 

 
Rys. 3. Ilustracja bazy 1a  w przestrzeni S / Fig. 3. Illustration of the base 1a in the space S 

Źródło / Source: J. Ostrowska-Maciejewska, R. B. Pęcherski, op. cit. 
 
W stanie granicznym osiami symetrii 

materiału są osie 1h  i 2h  na płaszczyź-

nie fizycznej 2∋ , w przestrzeni S bazę 

będą stanowiły diady 1 1 1= ⊗b h h , 

2 2 2= ⊗b h h , 3 1 2 2 1

1
( )

2
= ⊗ + ⊗b h h h h .

 

In the limit state the axes 1h  and 2h  

are the axes of material symmetry  

on the physical plane 2∋ , in the space 

S dyads 1 1 1= ⊗b h h , 2 2 2= ⊗b h h , 

3 1 2 2 1

1
( )

2
= ⊗ + ⊗b h h h h  will con-

stitute the base. 

Rys. 4. Ilustracja bazy 1b  w przestrzeni S 

Fig. 4. Illustration of the base 1b  in the space S 

Źródło / Source: J. Ostrowska-Maciejewska,  

R. B. Pęcherski, op. cit.  
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Ostatecznie rozkład stanów własnych 

tensora 
pH  w bazie stanów własnych 

pC ma postać [24]: 

Finally the distribution of own tates of 

tensor 
pH in the base of own states 

pC has the form [24]: 

 

 [cos( ) sin( )sin( ) (1 cos 2 )]
4 4I I

π πδ ρ δ ρ ϕ= − − − − − +η ω   

  [sin( ) sin( ) cos( ) (1 cos 2 )]
4 4 II

π πδ ρ δ ρ ϕ+ − − − − − +ω  

  [sin( )sin 2 ]
2 III

πδ ϕ− − ω ; 

[ sin( ) cos( )sin( ) (1 cos 2 )]
4 4II I

π πδ ρ δ ρ ϕ= − − − − − − +η ω  

  [cos( ) cos( ) cos( ) (1 cos 2 )]
4 4 II

π πρ δ δ ρ ϕ+ − − − − − +ω  

  [cos( )sin 2 ]
2 III

πδ ϕ− − ω ; 

 sin 2 [sin( ) cos( ) ] cos 2
4 4III I II III

π πϕ ρ ρ ϕ= − + − +η ω ω ω , 

 

gdzie ρ , δ  dystrybutory sztywności 

tensora 
pC  i 

pH . 

 

Idea postępowania przy wyznaczaniu 

asymetrycznego energetycznego wa-

runku wytężenia polega na wykorzy-

staniu badań doświadczalnych uzy-

skanych z testów w jednoosiowych 

stanach naprężenia. W celu wyznacze-

nia asymetrycznej powierzchni gra-

nicznej dla tej samej symetrii materiału 

w stanie sprężystym i w stanie granicz-

nym (tensor podatności C  lub sztyw-

ności S  jest równoległy do tensora 

granicznego H ) należy przeprowadzić 

następujące postępowanie [5, 8–13]: 

1. Wyznaczyć tensor podatności C  

(lub sztywności S ). 

2. Wyznaczyć wartości własne ( λ )  

i osie własne (ω ) tensora podatno-

ści C  (lub sztywności S ). 

 

where ρ , δ  distributors of tensor 

stiffness 
pC  i 

pH . 

 

The idea how to determine an asym-

metric energy effort condition is 

based on employing the results of 

experimental investigations obtained 

from tests in one-axis stress states.  

In order to determine an asymmetric 

limit area for the same material sym-

metry in the elastic state and in the 

limit state (the compliance tensor C  

or the stiffness tensor S  is parallel to 

the limit tensor H ) it is necessary  

to follow the following procedure [5, 

8–13]: 

1. Determine compliance tensor C  

(or stiffness tensorS ).  

2. Determine own properties( λ ) and 

own axes (ω ) of compliance tensor 

C  (or stiffness tensorS ).  
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3. Wyznaczyć macierz transformacji  

z układu osi głównych (osi, w któ-

rych został wykonany eksperyment) 

do układu osi własnych tensora po-

datności C  (lub sztywności S ). 

4. Transformować wartości naprężeń 

z eksperymentu wyznaczone w osiach 

głównych (
1

,gr rσ — naprężenie gra-

niczne dla rozciągania względem 

pierwszej osi; 
2

,gr rσ — naprężenie 

graniczne dla rozciągania względem 

drugiej osi; 
3

,gr rσ — naprężenie gra-

niczne dla rozciągania względem 

trzeciej osi; 
1

,gr sσ — naprężenie 

graniczne dla ściskania względem 

pierwszej osi; 
2

,gr sσ — naprężenie 

graniczne dla ściskania względem 

drugiej osi; 
3

,gr sσ — naprężenie 

graniczne dla ściskania względem 

trzeciej osi) do układu osi wła-

snych ( ,
I
gr rσ — naprężenie granicz-

ne w I stanie własnym dla rozciąga-

nia; ,
II
gr rσ — naprężenie graniczne  

w II stanie własnym dla rozciąga-

nia; ,
III
gr rσ — naprężenie graniczne 

w III stanie własnym dla rozciąga-

nia; ,
I
gr sσ — naprężenie graniczne 

w I stanie własnym dla ściskania; 

,
II
gr sσ — naprężenie graniczne w II 

stanie własnym dla ściskania; ,
III
gr sσ

— naprężenie graniczne w III stanie 

własnym dla ściskania). 

5. Podstawić wartości graniczne ,
I
gr rσ , 

,
II
gr rσ , ,

III
gr rσ , ,

I
gr sσ , ,

II
gr sσ , ,

III
gr sσ  do 

kryterium J. Rychlewskiego w kolej-

nych częściach układu osi własnych: 

3. Determine the transformation ma-

trix from the set of main axes (the 

axes which were used in the experi-

ment) for the set of own axes of 

compliance tensor C  (or stiffness 

tensor S ).  

4. Transform stress magnitudes from 

the experiment determined on the 

main axes (
1

,gr rσ — limit stress for 

tension in relation to the first axis; 
2

,gr rσ — limit stress for tension in 

relation to the second axis; 
3

,gr rσ — 

limit stress for tension in relation to 

the third axis; 
1

,gr sσ — limit stress 

for compression in relation to the 

first axis; 
2

,gr sσ — limit stress in re-

lation to the second axis; 
3

,gr sσ — 

limit stress in relation to the third 

axis) for the set of internal axis  

( ,
I
gr rσ — limit stress in the own 

state I for tension; ,
II
gr rσ — limit 

stress in the own state II for ten-

sion; ,
III
gr rσ — limit stress in the own 

state III for tension; ,
I
gr sσ — limit 

stress in the own state I for com-

pression; ,
II
gr sσ — limit stress in the 

own state II for compression; ,
III
gr sσ — 

limit stress in the own state III for 

compression).  

5. Use limit magnitudes ,
I
gr rσ , ,

II
gr rσ , 

,
III
gr rσ , ,

I
gr sσ , ,

II
gr sσ , ,

III
gr sσ  in  

J. Rychlewski criterion in subse-

quent parts of the system of own 

axes: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
r r r

I II III
gr r gr r gr r

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części pierwszej / in the first part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
s r r

I II III
gr s gr r gr r

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części drugiej / in the second part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
s r s

I II III
gr s gr r gr s

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części trzeciej / in the third part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
r r s

I II III
gr r gr r gr s

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części czwartej / in the fourth part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
r s r

I II III
gr r gr s gr r

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części piątej / in the fifth part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
s s r

I II III
gr s gr s gr r

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części szóstej / in the sixth part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
s s s

I II III
gr s gr s gr s

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części siódmej / in the seventh part 

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , ,

1
I II III
r s s

I II III
gr r gr s gr s

Φ Φ Φ
+ + ≤

Φ Φ Φ

σ σ σ

σ σ σ
w części ósmej / in the eighth part 

 

gdzie / where: 

, , ,
I II III
r s r s r s= + +σ σ σ σ  — rozkład tensora naprężenia na stany własne /  

distribution of stress tensor over own states; 
, ,
,( )I II III

r sΦ σ  — graniczna wartość gęstości energii sprężystej w kolejnym  

stanie własnym /  

limit magnitude of elastic energy density in the subse-

quent own state. 

 
Weryfikacja proponowanego schematu 

postępowania została wykonana z wy-

korzystaniem danych doświadczalnych 

i dokładnie omówiona, łącznie z pre-

zentacją wyników końcowych w pra-

cach [5, 8–13]. 

 

To verify the set of procedures pro-

posed experimental data was used and 

a thorough analysis was done together 

with the presentation of the final re-

sults in publications [5, 8–13]. 
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KRYTERIUM RYCHLEWSKIEGO  
DLA RÓŻNYCH SYMETRII W STANACH 
SPRĘŻYSTYM I GRANICZNYM 
 
W pracy [24] stanowiącej matematycz-

ną podstawę rozważań przedstawio-

nych w publikacjach [5, 8–13] zapre-

zentowana została dyskusja kryterium 

Rychlewskiego dla różnych symetrii. 

Szczególne przypadki to: 

RYCHLEWSKI CRITERION  
FOR VARIOUS SYMMETRIES IN THE 
ELASTIC STATE AND THE LIMIT STATE  
 
Publication [24], which is a mathemati-

cal base for the considerations present-

ed in publications [5, 8–13], contains 

the discussion of Rychlewski criterion 

with regard to various symmetries. The 

special cases are as follows: 

 

1) 0=ϕ ; 

2) 
4

= πρ  0≠ϕ ; 

3) 
4

= πδ  0≠ϕ ; 

4) =ρ δ  0≠ϕ . 

 
Gdy 0=ϕ , otrzymujemy przypadek, 

kiedy osie symetrii w stanie sprężystym 

i granicznym pokrywają się ( i i=e h ), 

wówczas rozkład stanów własnych ten-

sora 
pH  w bazie stanów własnych 

pC
ma postać [24]: 

 
When 0=ϕ , occurs a case where the 

symmetry axes in the elastic and limit 

states overlap ( i i=e h ), then the dis-

tribution of internal tensor of the ten-

sor 
pH  in the base of own states 

pC
has the form [24]: 

 

cos( ) sin( )I I II= − + −δ ρ δ ρη ω ω ; 

sin( ) cos( )II I II= − − + −δ ρ δ ρη ω ω ; 

III III=η ω . 

 

Gdy 
4

= πρ  0≠ϕ , osie symetrii 

materiału w płaszczyźnie fizycznej  

w stanie sprężystym i granicznym nie 

pokrywają się i materiał w stanie sprę-

żystym jest materiałem o symetrii 

kwadratu (kubicznej), a rozkład sta-

nów własnych tensora 
pH  w bazie 

stanów własnych 
pC ma postać [24]: 

 

When 
4

= πρ  0≠ϕ , the symmetry 

axes do not overlap on the physical 

plane in the elastic and limit states, 

and the material in the elastic condi-

tion is a material of square symmetry 

(cubic), and the distribution of own 

states of tensor 
pH  in the base of own 

states
pC has the form [24]: 
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cos( ) sin( ) cos 2 sin( )sin 2
4 4 4I I II III= − + − − −π π πδ δ ϕ δ ϕη ω ω ω ; 

sin( ) cos( )cos 2 sin 2 cos( )
4 4 4II I II III= − − + − − −π π πδ δ ϕ ϕ δη ω ω ω ; 

sin 2 cos 2III II III= +ϕ ϕη ω ω . 

 

Jeżeli ponadto 
4

= πδ , wówczas materiał 

jest materiałem o symetrii kubicznej 

także w stanie granicznym: 

 

If additionally 
4

= πδ , then the material 

is a material of cubic symmetry in the 

limit state also: 
 

I I=η ω ; 

cos 2 sin 2II II III= −ϕ ϕη ω ω ; 

sin 2 cos 2III II III= +ϕ ϕη ω ω . 

 

Jeżeli do ogólnego wzoru zostanie pod-

stawione 
4

= = πρ δ  i 0≠ϕ , to: 

 

If 
4

= = πρ δ  and 0≠ϕ , are substi-

tuted in the general formula, then: 

 

I I=η ω ; 

cos 2 sin 2II II III= −ϕ ϕη ω ω ; 

sin 2 cos 2III II III= +ϕ ϕη ω ω . 

 

Gdy 
4

= πδ , 0≠ϕ , to osie symetrii 

materiału w płaszczyźnie fizycznej  

w stanie sprężystym i w stanie gra-

nicznym nie pokrywają się i w stanie 

granicznym materiał ma symetrię 

kwadratu (kubiczną), a rozkład stanów 

własnych tensora 
pH  w bazie stanów 

własnych 
pC ma postać [24]: 

 

When 
4

= πδ , 0≠ϕ , the symmetry 

axes of the material on the physical 

plane in the elastic and limit states do 

not overlap and the material has the 

square symmetry (cubic), and the dis-

tribution of own states of tensor 
pH  

in the base of own states 
pC has the 

form [24]: 
 

cos( ) sin( )
4 4I I II= − − −π πρ ρη ω ω ; 

cos 2 [sin( ) cos( ) ] sin 2
4 4II I II III= − − − −π πϕ ρ ρ ϕη ω ω ω ; 

sin 2 [sin( ) cos( ) ] cos 2
4 4III I II III= − + − +π πϕ ρ ρ ϕη ω ω ω .
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Jeżeli 
4

= πρ , to: If 
4

= πρ , then: 

 

I I=η ω ; 

cos 2 sin 2II II III= −ϕ ϕη ω ω ; 

sin 2 cos 2III II III= +ϕ ϕη ω ω . 

 

 
Rys. 5. Ilustracja przypadku, gdy osie symetrii w stanie sprężystym i granicznym pokrywają się, 

ale różne są dystrybutory stanów własnych Lη  tensora 
pH  i stanów własnych Kω  tensora 

pC  

Fig. 5. Illustration of the case when the symmetry axes in the elastic and limit states overlap,  

but distributors of internal states Lη of tensor 
pH  and own states Kω  of tensor 

pC   

Źródło / Source: J. Ostrowska-Maciejewska, R. B. Pęcherski, op. cit. 
 

Gdy 0≠ϕ  =ρ δ , to osie symetrii 

materiału w płaszczyźnie fizycznej nie 

pokrywają się, ale materiał o takich 

samych dystrybutorach jest tak samo 

symetryczny w stanie sprężystym  

i w stanie granicznym, a rozkład sta-

nów własnych tensora 
pH  w bazie 

stanów własnych 
pC ma postać [24]: 

 

When 0≠ϕ  =ρ δ , then the sym-

metry axes of the material on the phys-

ical plane do not overlap, but the mate-

rial having the same distributors is 

identically symmetrical in the elastic 

and limit states, and the distribution of 

own states of tensor 
pH  in the base of 

own states 
pC has the form [24]: 

 

sin( ){(1 cos 2 )[sin( )
4 4I I I= − − − − +π πρ ϕ ρη ω ω cos( ) ] sin 2 }

4 II III− +πρ ϕ ωω ; 

cos( ){(1 cos 2 )[sin( )
4 4II II I= − − − − +π πρ ϕ ρη ω ω cos( ) ] sin 2 }

4 II III− −πρ ϕ ωω ; 

sin 2 [sin( ) cos( ) ] cos 2
4 4III I II III= − + − +π πϕ ρ ρ ω ϕη ω ω .
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Uwzględniając współosiowość 0=ϕ , 

otrzymujemy: 

When taking into account coaxiality 

0=ϕ , obtained are: 

 

I I=η ω ; 

II II=η ω ; 

III III=η ω . 

 

Analizując przypadek 0=ϕ , gdy osie 

symetrii w przestrzeni fizycznej pokry-

wają się w stanie sprężystym i w stanie 

granicznym, a następnie uwzględniając 

odpowiednie tożsamości trygonome-

tryczne [24] i wykorzystując rozkład 

spektralny tensora 
pC i 

pH  oraz roz-

kład tensora stanu granicznego w dia-

dach stanów własnych tensora spręży-

stości, otrzymujemy [24]: 

 

Analyzing the case 0=ϕ , when the 

symmetry axes in the physical space 

overlap in the elastic and limit states, 

and then taking into account appropri-

ate trigonometric identities [24] and 

using the spectral distribution of ten-

sors 
pC and 

pH , and the distribution 

of limit state tensor in the dyads of 

own states of elasticity tensor, ob-

tained is [24]: 

 

2 2
1 2

1 1
[ (1 cos 2( )) (1 cos 2( ))]
2 2

p
I I= + − + − − ⊗ +δ ρ δ ρ

χ χ
H ω ω  

2 2
1 2

1 1
[ (1 cos 2( )) (1 cos 2( ))]
2 2 II II+ − − + + − ⊗ +δ ρ δ ρ

χ χ
ω ω  

2 2 2
3 1 2

1 1 1 1
[ sin 2( )( )]( )
2III III I II II I+ ⊗ + − − ⊗ + ⊗δ ρ

χ χ χ
ω ω ω ω ω ω . 

 

Dla =δ ρ  (główny rozkład energetycz-

ny) stany własne 
pC  i 

pH  pokrywają 

się i są współosiowe. Stany własne Kω  

są stanami energetycznie ortogonalny-

mi, jeżeli 2 2
1 2

1 1
sin 2( ) ( ) 0− − =δ ρ

χ χ
. Dla 

założenia 2 2
1 2

1 1=
χ χ

 wyrażenie na 
pH

można zapisać: 

 

For =δ ρ  (the main energy distribu-

tion) the own states 
pC and 

pH  over-

lap and are coaxial. The own states Kω

are energy orthogonal states, if 

2 2
1 2

1 1
sin2( )( ) 0− − =δ ρ

χ χ
. For the assump-

tion 2 2
1 2

1 1=
χ χ

 the expression relating to 
pH

can be written as below: 
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2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1 1
[ cos 2( )( )]

2
p

I I= + + − − ⊗ +δ ρ
χ χ χ χ

H ω ω  

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1 1
[ cos 2( )( )]

2 II II+ + − − − ⊗ +δ ρ
χ χ χ χ

ω ω  

2 2 2
3 1 2

1 1 1 1
sin 2( )( ) ( )

2III III I II II I+ ⊗ + − − ⊗ + ⊗δ ρ
χ χ χ
ω ω ω ω ω ω . 

 

Następnie, uwzględniając warunek gra-

niczny Misesa, z wykorzystaniem ener-

getycznego iloczynu skalarnego wraz  

z rozkładem spektralnym tensorów 
pC  

i 
pH  oraz rozkładem tensora 

pH  

w bazie stanów własnych tensora 
pC , 

można wyznaczyć dla płaskiego stanu 

specyfikację warunku granicznego Ry-

chlewskiego poprzez uzyskanie głów-

nego rozkładu energetycznego tensora 

granicznego 
pH . 

 

Energetyczne stany własne, a zatem i spe-

cyfikacja energetycznego warunku wy-

tężenia Rychlewskiego (1) dla prezen-

towanego przypadku, będą równe [24]: 

 

Then, taking into account Mises limit 

condition, using energy scalar product 

along with the spectral distribution of 

tensors 
pC  and the distribution of ten-

sor 
pH in the base of internal condi-

tions of tensor 
pC , it is possible to 

determine the specification for Rychlew-

ski limit condition for the planar state 

through obtaining the main energy 

distribution of limit tensor 
pH . 

 

Own energy states, and consequently 

the specification for Rychlewski ener-

gy effort condition (1) for the case 

presented will be equal to [24]: 

 

1
2

1 1

21

h
= λ

χ
, 2

2
2 2

21

h
= λ

χ
, 

2
3

3
32

h = χ
λ

. 

 

Prowadzi to wyspecyfikowania nastę-

pującego kryterium wytężenia: 

 

This leads to specifying the following 

effort criterion: 

 
2 2 2

11 22 11 22 12
2 2 2
1 2 3

(cos sin ) ( sin cos ) 2
1

+ − ++ + ≤ρσ ρσ ρσ ρσ σ
χ χ χ

. 

 

Równanie to zależy od modułów Kel-

wina , 1, 2,3i i =λ , wartości własnych 

tensora stanu granicznego , 1,2,3i i =χ  

oraz dystrybutora sprężystości ρ  i dys-

trybutora stanów własnych granicznych 

δ  (w omawianym przypadku =δ ρ ). 
 

 

The equation depends on Kelvin module 

, 1,2,3i i =λ , own properties of the limit 

state tensor , 1,2,3i i =χ , the elasticity 

distributor ρ  and the distributor of own 

limit states δ  (in the case discussed 

=δ ρ ). 
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Warto również rozważyć przypadek 

najbardziej ogólny, gdy: 0≠ϕ  ≠ρ δ , 

wówczas osie symetrii materiału  

w płaszczyźnie fizycznej w stanie spręży-

stym i granicznym nie pokrywają się  

i materiał w stanie sprężystym ma inną 

symetrię niż w stanie granicznym. Roz-

kład stanów własnych tensora 
pH   

w bazie stanów własnych 
pC ma postać: 

It is also worth considering the most 

general case, when: 0≠ϕ  ≠ρ δ , then 

the symmetry axes of material on the 

physical plane in the elastic and limit 

states do not overlap and the material 

in the elastic state has a different 

symmetry than in the limit state. The 

distribution of own states of tensor 
pH in 

the base of own states 
pC has the form: 

 

cos 0
[cos( ) sin( )sin( ) (1 cos 2 )]

0 sin4 4

A

I

 
= − − − − − + 

 

ρπ πδ ρ δ ρ ϕ
ρ

η

6444444447444444448

 

sin 0
[sin( ) sin( )cos( ) (1 cos 2 )]

0 cos4 4

B

− 
+ − − − − − + 

 

ρπ πδ ρ δ ρ ϕ
ρ

6444444447444444448

 

1
0

2
[sin( )sin 2 ]

12
0

2

C  
 
 − −
 
 
 

πδ ϕ
6447448

; 

cos 0
[ sin( ) cos( )sin( ) (1 cos 2 )]

0 sin4 4

D

II

 
= − − − − − − + 

 

ρπ πδ ρ δ ρ ϕ
ρ

η

644444444474444444448

 

sin 0
[cos( ) cos( ) cos( ) (1 cos 2 )]

0 cos4 4

E

− 
+ − − − − − + 

 

ρπ πδ ρ δ ρ ϕ
ρ

644444444474444444448

 

1
0

2
[cos( )sin 2 ]
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0

2

F  
 
 − −
 
 
 

πδ ϕ
644474448

; 

cos 0
sin 2 sin( )

0 sin4

G

III

 
= − + 
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ρ

η

6447448
sin 0

sin 2 cos( )
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− 
− + 
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2
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I
 
 
 +
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678
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gdzie stany własne w osiach symetrii 

materiału mają postać: 

where the own states on the symmetry 

axes have the form: 

 

cos 0

0 sinI

 =  
 

ρ
ρ

ω , 
sin 0

0 cosII

− =  
 

ρ
ρ

ω , 

1
0

2
1

0
2

III

 
 
 =
 
 
 

ω . 

 

Wykorzystując rozkład spektralny ten-

sora 

pC i 

pH oraz rozkład tensora stanu 

granicznego w diadach stanów własnych 

tensora sprężystości, otrzymujemy: 

 

Using the spectral distribution of ten-

sors 
pC and 

pH and the distribution 

of the limit state in dyads of own states 

of elasticity tensor, obtained is: 

 

11

2 2 2
2 2 2

1 2 3

1 1 1
[ ]

A

p
I IA D G= + + ⊗ +

χ χ χ
H ω ω

64444744448

 

22

2 2 2
2 2 2

1 2 3

1 1 1
[ ]

A

II IIB E H+ + + ⊗ +
χ χ χ

ω ω

64444744448

 

33

2 2 2
2 2 2

1 2 3

1 1 1
[ ]

A

III IIIC F I+ + + ⊗ +
χ χ χ

ω ω

64444744448
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1 1 1
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I II II IA B D E G H+ + + ⊗ + ⊗ +
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ω ω ω ω

6444447444448

 

13

2 2 2
1 2 3

1 1 1
[ ( ) ( ) ( )]( )

A

I III III IAC D F G I+ − + − + − ⊗ + ⊗ +
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ω ω ω ω
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23

2 2 2
1 2 3

1 1 1
[ ( ) ( ) ( )]( )

A

II III III IIB C E F H I+ − + − + − ⊗ + ⊗
χ χ χ

ω ω ω ω

644444474444448

. 

 

Uwzględniając warunek graniczny 

Misesa, po wykorzystaniu energetycz-

nego iloczynu skalarnego, otrzymamy 

( )⋅ ⋅ = • •σ H σ σ S H S σo o , ponieważ 

( )• = ⋅L σ L C σo , S= =S C C S Io o . 

Dla operatora symetrycznego S H So o  

ma sens rozpatrywanie zagadnienia na 

 

Taking into account Mises limit condi-

tion, after the energy scalar product  

is used, the following is obtained 

( )⋅ ⋅ = • •σ H σ σ S H S σo o , because 

( )• = ⋅L σ L C σo , S= =S C C S Io o . It 

makes sense for the symmetric opera-

tor S H So o  to consider the issue of 
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energetyczne wartości własne i energe-

tyczne stany własne 
1

( )
2h

• =S H S χ χo o . 

Stąd wynika, że 
1

2h
⋅ = ⋅H χ C χ  lub 

1
( )

2h
− ⋅ =χH C 0 . 

 

Aby istniały niezerowe rozwiązania 
układu jednorodnego, musi być speł-

niony warunek 
1

det( ) 0
2h

− =H C . 

Tensor 
1

2h
= −K H C  jest zatem ten-

sorem osobliwym. Wykorzystując roz-

kład spektralny tensorów 
pC  i 

pH  

oraz rozkład tensora 
pH w bazie sta-

nów własnych tensora 
pC , można 

zapisać dla płaskiego stanu  

own energy magnitudes and own  

energy states 
1

( )
2h

• =S H S χ χo o . 

Hence, it follows that 
1

2h
⋅ = ⋅H χ C χ  

or 
1

( )
2h

− ⋅ =χH C 0 . 

 

For the non-zero solutions of the ho-
mogenous set to exist the condition 

1
det( ) 0

2h
− =H C must be satisfied. 

Therefore tensor 
1

2h
= −K H C  is a sin-

gular tensor. Using the spectral distri-

bution of tensors 
pC  and 

pH  and the 

distribution of tensor 
pH in the base  

of own states of tensor 
pC  can be writ-

ten for the compliance state 

 

2 2 2
1 2 3

1 1 1 1

2 I I II II III IIIh
= − = ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ +

χ χ χ
K H C η η η η η η  

1 2

1 1 1 1
( )

2 3I I II II III IIIh
− ⊗ + ⊗ + ⊗

λ λ λ
ω ω ω ω ω ω . 

 

Następnie uwzględniając reprezenta-

cję tensora K  w bazie ω  oraz to, że 

det 0=K , można wyznaczyć dla pła-

skiego stanu specyfikację warunku 

granicznego Rychlewskiego poprzez 

uzyskanie głównego rozkładu energe-

tycznego tensora granicznego 
pH , co 

będzie ostatecznie sprowadzało się do 

rozwiązania równania ze względu na h : 

 

Then taking into account the represen-

tation of tensor K  in the base ω and 

the fact that det 0=K , it is possible to 

determine a specification for Rychlew-

ski limit condition for a compliance 

state through obtaining the main ener-

gy distribution of a limit tensor, which 

will, in fact, resolves itself into solving 

the equation because h : 

 

2 2 3
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Przyjmując, że 0a ≠ , 
3

b
h y

a
= − , 

otrzymamy 3 3 2 0y p y q+ + = , 

2

2

3
3

3

a c b
p

a

−= , 
3

3 2

2
2

27 3

b bc d
q

a a a
= − + . 

 

Liczba rozwiązań rzeczywistych zależy 

od wyróżnika 2 3q p∆ = + : 

• jeżeli 0∆ > , równanie ma jeden 

pierwiastek rzeczywisty i dwa ze-

spolone; 

• jeżeli 0∆ = , to w przypadku 

0p q= =  równanie ma jeden pier-

wiastek trzykrotny równy zero,  

a w przypadku 3 2 0p q= − ≠  równa-

nie ma dwa pierwiastki rzeczywiste,  

z których jeden jest dwukrotny; 

• jeżeli 0∆ < , równanie ma trzy róż-

ne pierwiastki. 

 

Interesuje nas przypadek, gdy 0∆ < ,  

a więc 

Assuming that 0a ≠ , 
3

b
h y

a
= − ,  

we obtain 3 3 2 0y p y q+ + = , 

2

2

3
3

3

a c b
p

a

−= , 
3

3 2

2
2

27 3

b bc d
q

a a a
= − + . 

 

The number of real solutions depends 

on discriminant 2 3q p∆ = + : 

• if 0∆ > , the equation has one real 

root and two complex roots; 

• if 0∆ = , then in the case 0p q= =  

the equation has one triple root 

equal to zero, and in the case 
3 2 0p q= − ≠  the equation has two 

real roots, one of which is double;  

• if 0∆ < , the equation has three 

different roots. 

 

We are interested in the case when 

0∆ < , therefore 

0p < , 
2 3 0q p+ ≤ , r p=η , 

 

gdzie: 

 

where: 

 

1= ±η , 
3 3

cos cos
q q

arc
r r

Φ = ⇒ Φ = , 1

1
2 cos

3
y r= − Φ , 

2

1
2 cos(60 )

3
y r= − Φo

, 2

1
2 cos(60 )

3
y r= + Φo

. 

 

Energetyczne stany własne, a zatem i spe-

cyfikacja energetycznego warunku wy-

tężenia Rychlewskiego (1) dla przypad-

ku, gdy osie symetrii materiału w płasz-

czyźnie fizycznej w stanie sprężystym  

i granicznym nie pokrywają się i materiał 

w stanie sprężystym ma inną symetrię 

niż w stanie granicznym, będą równe: 

 

The own energy states, and so the speci-

fication for the Rychlewski effort energy 

condition (1) for the case where the 

symmetry axes of material on the physi-

cal plane in the elastic and limit states 

do not overlap, and the material in the 

elastic state has different symmetry 

than in the limit state, will be equal to:
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1 1 3

b
h y

a
= − , 2 2 3

b
h y

a
= − , 3 3 3

b
h y

a
= − . 

 

Tak wyspecyfikowany warunek energe-

tyczny można zastosować do oceny 

wytężenia materiałów anizotropowych. 

 

WNIOSKI 

 

Prezentowana analiza energetycznego 

kryterium J. Rychlewskiego dla różnych 

symetrii w stanie sprężystym i gra-

nicznym pozwala wyspecyfikować to 

kryterium wytężenia. W artykule za-

proponowano teoretyczny model opi-

sujący różnorodne układy związane  

z oceną wpływu anizotropii sprężystej 

oraz wytężenia materiału na jego wy-

trzymałość oraz własności funkcjonalne 

związane z przeznaczeniem i zastoso-

waniem. Wspomniane układy mogą 

charakteryzować się różnymi symetria-

mi własności sprężystych i stanu gra-

nicznego materiału. Podstawą prezen-

towanych rozważań jest anizotropowy 

materiał charakteryzujący się w ogólno-

ści różnymi symetriami w zakresie sprę-

żystym oraz w stanie granicznym. 

 

Prezentowane podejście daje możliwość 

zastosowania energetycznego kryterium 

J. Rychlewskiego [28–31] do oceny 

wytężenia materiałów, które cechuje 

różnica własności wytrzymałościowych, 

a zatem i asymetria zakresu sprężystego. 

Takie podejście przedstawione w [5, 8–

13] do analizy energetycznego kryterium 

wytężenia J. Rychlewskiego pozwala na 

wykorzystanie jednoosiowych testów 

doświadczalnych do określenia wytęże-

nia materiału oraz daje podstawę do 

wyznaczenia modułów Rychlewskiego 

hκ , a więc tensora stanu granicznego H . 

 

The energy condition specified this 

way can be used for assessing effort in 

anisotropic materials. 

 

CONCLUSIONS 

 

The analysis presented of Rychlewski 

energy criterion for various symme-

tries in the elastic and limit states can 

be used to specify an effort criterion. 

This paper offers a theoretical model 

describing various sets relating to as-

sessment of the effect of elastic anisot-

ropy and effort in a material on its 

strength and functional properties 

with regard to designation and use. 

The sets mentioned can be character-

ized by different symmetries of elastic 

properties and material limit state. The 

basis for the considerations presented 

is anisotropic material characterized, 

in general, by different symmetries 

within the elastic range and in a limit 

state. 

 

The approach presented offer a possi-

bility of using Rychlewski energy-

based criterion [28–31] to assess effort 

in materials which are characterized 

by differences in strength properties, 

and so asymmetry of elastic range. The 

approach to analysis of Rychlewski 

effort energy criterion, presented in  

[5, 8–13], allows using one-axis experi-

mental tests to determine effort in  

a material and provides a base for de-

termining Rychlewski modules hκ , an 

so limit state tensor H . 
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