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ZWI AZEK REKURENCYJNY ORAZ ZALE ZNOSCI | ROWNANIE
ROZNICZKOWE DLA WIELOMIANOW LEGENDRE’A

Streszczenie

Wstep i cel: W pracy przedstawiono zg#ek rekurencyjny, zammosci rézniczkowe i rownanie
rozniczkowe dla wielomianéw Legendre’a. Celem rozaabylo przeprowadzenie dowodow
omawianych wiasri.

Materiat i metody: Materiat stanowity wybrane zaleosci rekurencyjne i rownanie #diczkowe
uzyskane z literatury przedmiotu. W przeprowadzbrgowodach zastosowano mejatdukcii.
Wyniki: Pokazano dowdd twierdzenia o funkcji twgoej dla wielomiandéw Legendre’a stosuj
metod residuum funkcji. Przeprowadzono dowdd gkiu rekurencyjnego, czterech zaiesci
rozniczkowych oraz rownania zaiczkowego dla wielomianéw Legendre’a.

Whioski: Pochodn wielomianu Legendre’a wyrang przez wielomiany Legendre’a rama
okresli¢ z réwnania (1-3P(z) = nR1(z) — nzR(z) dla n = 1, 2, ... . Wielomian Legendre’a
u=R,(z) jest cally szczegola réwnania [(EZA)u]'+n(n+1)u=0dlan=0,1, 2, ... .

Stowa kluczowe:Wielomiany Legendre’a, zwkek rekurencyjny, zalmoici rozniczkowe, row-
nanie raniczkowe.

(Otrzymano: 5.08.2014; Zrecenzowano: 15.09.2014k#eptowano: 20.10.2014)

RECURRENCE FORMULA, DIFFERENTIAL PROPERTIES AND
DIFFERENTIAL EQUATION FOR LEGENDRE POLYNOMIALS

Abstract

Introduction and aim: The paper presents a recurrence formula, somerdiitial compounds
and differential equation for Legendre polynomidlse aim of the discussion was to give some
proofs of presented dependences.

Material and methods. Selected material based on a recurrence formglame differential
compounds and differential equation has been obthiftom the right literature. In presented
proofs of theorems was used a deduction method.

Results: Has been shown some proof of the theorem of thergi@mg function for Legendre
polynomials by using the method of function residudas been done the proof of recurrence
formula, some proofs of four differential compouradsl differential equation for Legendre

polynomials.
Conclusions: Some derivative of Legendre polynomial expressddggndre polynomials can be
determined from the equation (}}Ri(z) = nPu(z) — nzR(z) for n = 1, 2, ... . Legendre

polynomial u=R(z) is the particular integral solution of the edjaa [(1-Z)u] #n(n+1)u =0 for
n=0,1,2,....

Keywords: Legendre polynomials, recurrence formula, difféi@n compounds, differential
equation.
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1. Funkcje analityczne

Definicja 1.1

Funkcg f(z) zmiennej zespolonej z okieng w pewnym obszarze D nazywamy funkcj
analityczry w tym obszarze, ili w kazdym punkcie obszaru D ma pochadni(z).

Definicja 1.2

Moéwimy, ze funkcja f(z) jest analityczna w punkcig jezeli jest analityczna w pewnym
otoczeniu tego punktu.

Definicja 1.3

Funkcg analityczm w punkcie 3 (w obszarze D) nazywamy funkcjholomorficzry
w punkcie 3 (w obszarze D).

Definicja 1.4

Mowimy, ze funkcja f(z) zmiennej zespolonej z jest regulanabszarze otwartym D,
jezeli jest holomorficzna wasiedztwie kadego punktu tego zbioru.

Definicja 1.5

Szeregiem Laurenta@odku w punkcie g# « i wspotczynnikach adla nJC nazywamy
szereg [6]-[8]:

D an(z-2zp)". (1.1)

n=-oo

Definicja 1.6
Punkt 3, w ktdérego otoczeniu 1zo|<R funkcja f(z) jest analityczna, nazywamy punktem
regularnym funkciji.

Definicja 1.7
Jezeli funkcja f(z) jest analityczna w otoczeniu gmeniowym 0<|zzy|<R, to mowimyze
Zo jest punktem osobliwym odosobnionym funkgciji f(z).

Twierdzenie 1.1

Jezeli funkcja f(z) jest funkeg analitycza w piecieniu r<|zzo|<R, to daje s w nim
przedstawd szeregiem Laurenta, gdzie wspotczynniki tego speveyrazaja Sic wzorami:

1 f(¢
J‘ Q)

n — .
21 ¢ (C-2o)™

dg (1.2)
dlaa=0zx1,+2, ..., gdzie K jest dowolnym okgiem osrodku z, zorientowanym dodatnio
i zawartym w piejcieniur <|z-zp| <R (dowadd [5] s. 126).

Z twierdzenia tego wynikae funkcja f(z), analityczna w pi@ieniur <|z-zy| <R, daje
sie¢ w tym piekcieniu przedstawijako suma dwdéch funkciji [5]:

f(z) = Zan(z_zo)n + Za—n(z_zo)_n’ (1.3)
n=0 n=1

z ktorych pierwsza jest analityczna w kdle-zo |<R, a druga jest analityczna iz |>r.
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W rozwinigciu postaci (1.3) funkcji f(z) pierwszy szereg nosizwe czesci regularnej
funkgcji f(z), a drugi szereg nosi nagwzgsci osobliwej tej funkcji.
Definicja 1.8

Jezeli czes¢ osobliwa redukuje sido zera to jestg=0 dlan =1, 2, ... wowczas méwimy,
7€ % jest punktem pozornie osobliwym alke f(z) ma w punkcie zosobliwag¢ usuwaln.
Istnieje wtedy granica:

Jim 1(2) =8 (1.4)

a przyjmugc f(zo)=a otrzymujemy funkgj analityczm w catym kole|z-z,| <R, a punkt g
staje s¢ punktem regularnym [1]-[3], [5].

Definicja 1.9

Jezeli cze$¢ osobliwa sklada size skaczonej liczby wyrazow to jest:

z-29)™ (z-29)"F = (z-20)
wowczas punktgnazywamy biegunem m-krotnym lub biegunerdzm funkcji f(z), a wy-
razenie (1.5) cgscig gtdbwmg bieguna [5].

Definicja 1.10

Jezeli cze$¢ osobliwa funkcji f(z) zawiera nieskozenie wiele wyrazéw, wéwczag na-
zywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f(z).

(1.5)

Twierdzenie 1.2Jeeli

_h@@
f(z) = g(z)’ (1.6)
gdzie funkcje h(z) i g(z)ssholomorficzne oraz hgz# 0 i
9(20) = 9(20) = g'(20) =... = 9" (z) = 0, (1.7)

ale d”(z0) # 0, to funkcja f(z) ma w punkcie biegun n-krotnydowdéd [5] s. 143).

Definicja 1.11

Niech funkcja f(z) bdzie funkcp analityczm w otoczeniu pigcieniowym 0<|za|<r
punktu a, w ktorym jest rozwijalna w szereg [3]:

f(z) = fan (z-a)", (1.8)

n=-—oo

ponadto oznaczymy przez C dowolny kontur zawartgamym otoczeniu i zawiekgy w
swym wretrzu punkt a. Wéwczas wadcaiki:

1
Z—Tlilf(z)dz: a (1.9)

czyli wspotczynnik a rozwinigcia (1.8) nazywamy residuum funkcji f(z) w punkei¢ ozna-
czamy reg(z).
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Twierdzenie 1.3(dowdd [5] s. 134)

Niech C lgdzie brzegiem obszaru ograniczonego xakym z jednej lub kilku krzywych
zamknetych zorientowanych dodatnio wedglem wretrza obszaru. Zeli funkcja f(z) jest
analityczna wewstrz obszaru D i na jego brzegu C pozarskwmry liczbg punktow z, z, ...,
Zn lezacych wewntrz D, w ktérych funkcja ma odpowiednio residug Ay, ..., An, to

1 n
— [f(z)dz= f(z). 1.10
o= [(@dz jglzr:e: @) (1.10)
Mamy zatem
n
[t@)dz =2y resf(z). (1.11)
o z:zj

Twierdzenie 1.4(dowdd [5] s. 142)
Jezeli funkcja f(z) ma w punkciegziegun n-krotny, to
n-1

1 d
resf(z) = z-2q) f(z 1.12
resf(z) = == M —— (2~ 20)"f(2)] (112
2. Wielomiany Legendre’a
Definicja 2.1
Wielomiany Legendre’a ffz) dla wartéci zmiennej z maj posta [4]:
n
P@= 1 d @D da n=012... 2.1)
Obliczone wielomiany Legendre a wprost z defin{@il) daj nastpujacy ukitad funkc;ji:
Po(Z) =1, (2.2)
P (2) = z, (2.3)
P(2)=1(z%-1), (2.4)
Py(z) = %(523 ~32), (2.5)
Py (2) = %(3524 -307 +3), (2.6)
(T T T T
(2) = d"” (22 -1t 2.7)
-1 2n_1 (n-1)! d N1 )
P,(2) = ——( 2-1)", (2.8)

nt gz"
(T T T T
Twierdzenie 2.1(O funkcji tworzcej)

1

Funkcja W(z,t) = ——— (2.9)
> .
V1-2tz+t
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jest funkcy tworzacg dla wielomianow Legendre’a, czyli dla matych waddio| t | zachodzi
rozwinigcie w szereg [4]:

w(z,t) = ZP (2)t". (2.10)

\/1 2tz + t
Dowdéd

Poniewa funkcja w(z,t) rozpatrywana jako funkcja zmienhgjst funkcj regulara w ko-
le | t |<r, to istnieje rozwincie postaci:

w(z,t) = an(z)t (2.11)
\/ 1-2tz+1?
Wsp6tczynniki p(z) mog by¢ wyrazone przez ca’fkl Krzywoliniowe postaci:
1 dt
Pn(2) == j : (2.12)

210 21— 2tz+t2 @™

ktore g wziecte wzdhe dowolnego konturu zamkgtego D obejmujcego punkt t=0 i lgcego
w obszarze regulargoi funkcji w(z,t).
Powyzsze catki przeksztatcimy w caiki funkcji wymiernyzh pomog podstawienia:

1-2tz+t%? =1-tu, (2.13)
skad
t=2 EI— (2.14)
u? -1
Wtedy podstawienie (2.13) otrzymuje pdsta
1-2tz+t2 =1- 2(‘;_2) . (2.15)
u -1
Po wykonaniu réniczkowania rowngci (2.14) otrzymujemy:
—uc+
P L Y (2.16)
(u?-1)?

Uzyskane wyrzenia (2.15) i (2.16) podstawiamy do caiki (2.12):
u? -1)[2(u-2)] " t2(-u? + uz-1)

(
Pn(2) = , (2.17)
" ij( u?+ 2uz-(u? -1)""u? -1)
ktGra po uproszczeniach przyjmuje pdsta
2 n
u -1
Pn(2) = ( ) (2.18)

2-’-[] Izn (u Z)n+1

Caitka (2.18) wazita jest wzdta konturu zamknitego D, otaczajcego punkt u=z. Zauwa
my, ze punkt t=0 odpowiada punktowi u=z, a kontur D osala konturowi B, gdyz po
obiegu wzdha D pierwiastek przyjmuje sywoprzedny wartcgs¢. Funkcja podcatkowa:
2 _4\n
f () :% (2.19)
2 (u-2)
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spetnia zateenia twierdzenia (1.3) i twierdzenia (1.4). Wobega:

f (u”-1)" 1 o imes WD (-1
n n+l ! ey __\n+l”
21 5,2 (U-2) " on u=z 2"(u-2) u=z 2" (u-2)

pn(2) = (2.20)

Obliczamy re5|duum funkcji f(u):

2 _qyn n+1-1 2 _q\n
ph(z) =res w1l 1 Oim d {(u—z)”ﬂu:l (2.21)

u=z 2" (u- z)rH'l (n+1-1)! n-zdy™tt 2n(u—z)n+l ’
co daje
1. d" | (u?-1) 1 d"[ 5 ..n
z)=—0Om = B! uc-1)"=P, (2). (2.22)
(@)= nﬁzdun{ i i NG
Zatem zostato wykazange
w(z,t)=> p()t" dla |ti<r, (2.23)
n=0

co kaczy dowéd twierdzenia (2.1m*
3. Rownanie rekurencyjne dla wielomianéw Legendre’a

Twierdzenie 3.1(Rownanie rekurencyjne dla wielomianow Legendrgid)

Jezeli Pr-1(z2), By(z), R+1(z) @3 wielomianami Legendre’a, to [4]:

(n+1)R41(2)-(2n+1)zR,(z)+nR,4(z)=0 dla n=1,2,.... (3.1)
Dowod
Podstawiamy szereg (2.10) dasamdci:
(1- 2tz+t2)%—vtv +(t-z)w =0. (3.2)
Wdéwczas otrzymujemy:
- 2tz+t2)%{ZPn (z)t”}+(t—z)z P, (2)t" =0. (3.3)
n=0 n=0

Wobec czego:

A-2tz+t )—[Po(z)+ R@t+R@)t2+R@)t3 +...+ P, ()t ]+(t—z)ZP @t"=0. (3.4)
n=0
Ra&zniczkujgc wzgkdem zmiennej t wyraz po wyrazie mamy dalej:

(1-2z+ 130+ R (2) + @)t + Iy @)t? +...+nP, (z)t“‘1]+ (t-2>. R, @t"=0. (3.5)
n=0
Wobec tego:

- 2tz+t2)§nPn (z)t”_1+(t—z)§ P, (2)t" =0. (3.6)
n=0 n=0

Skad po przeksztatceniu:

! Znak® oznacza koniec dowodu.
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i[(l— 2z+ £ NP, (2t +(t- 2)P, (2)[t" =0. (3.7)
n=0
Przyréwnujc wspotczynnik przytdo zera uzyskujemy:
(1-2tz+ £ NP, ()t +(t- 2)P, (z) = 0. (3.8)
Skad po przeksztatceniach mamy:
NP, (2)t™ - 2znP, (z) + NP, (2)t + tP, (z) - zP, (2) = 0. (3.9)
Z czego wynikaze:
(N+DP11(2) —2znR, (2) + (N~ DR1(2) + P-4 (2) - 2R, (2) = 0. (3.10)
Skad ostateczniec otrzymujemy:
n+DP (@) -(@n+1zR,(2)+nR,_1(2)=0 dla n=12..., (3.11)

co kaczy dowdd twierdzenia (3.1
4. Zaleznosci rézniczkowe dla wielomianow Legendre’a

Twierdzenie 4.1

Jezeli Pr-1(z), By(z), R+1(z) @8 wielomianami Legendre’a, to:

Ph1(2) —227,(2) + Ph1(2) - P, (2) =0 (4.1)
dla rON [4].
Dowod
Podstawiamy szereg (2.10) dasamdci:
a-2z+t2)Y _tw =0, (4.2)
0z
Wdéwczas otrzymujemy:
- 2tz+t2)i S R@t"|-tY R @)t"=0. (4.3)
0z n=0 n=0

Wobec czego:
1- 2tz + tz)%[PO )+ R@t+P@t> + Rt +...+ P, (z)t”]—t)iopn @t"=0. (4.4)
R&zniczkugc wzgkdem zmiennej z wyraz po wyrazie mamy dalenj_:
1-2tz+ £ )[F{J @)+ A@t+ R @t? +RB@)t3 +...+ P, (z)t”]—ti P, @2)t" =0. (4.5)
Wobec tego: "~
a- 2tz+t2)§l3;,(z)t” —ti P, @2)t" =0. (4.6)
n=0 n=0
Skad po przeksztatceniu:
i[a— 2z+ £ )P, (2) - tP, (z)]t” =0. 4.7)
n=0
Przyréwnujc wspotczynnik przytdo zera uzyskujemy:
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(- 2tz+ £ )P, (2) - tP,(2) = 0. (4.8)
Skad po przeksztatlceniach mamy:
P,(2) - 2t (2) + £P, (2) - tP,(2) = 0. (4.9)
Z czego wynikaze:
P@)-28,412)+PF,»2@2)-P,41(2@=0 da n=23.... (4.10)
Ostateczniec otrzymujemy:
Pha(@) — 27, @)+ Py (D) - P (=0 dla n=12,..., (4.11)

co kaczy dowdd twierdzenia (4.18

Dazymy do uzyskania réwnaniadiczkowego liniowego rdu drugiego dla wielomia-
néw Legendre’a. W tym celu udowodnimy jeszcze twigrdzenia.

Twierdzenie 4.2

Jezeli Py+a(z), Ri(z) @9 wielomianami Legendre’a, to [4]:

Pha(2) = 4 (2) = (n+ 1R, (2) (4.12)
dan=0,1,2,....
Dowod
R&zniczkujemy rownéc¢ (3.1) wzgkdem zmiennej z i otrzymujemy:
[(n+1)R @) ~[(2n+1)zR, (2)] +[nR4(2)]' = 0. (4.13)
Skad uzyskujemy:
(N+1)Pha(2)— (2n+1)R, (2) ~ (2n+1)2P) (2) + P4 (2) =O. (4.14)
Wyznaczamy z rownania (4.1) i (4.14) wielomidp-fz):
Ph-1(2) = 22P,(2) - Bh1a(2) + P, (), (4.15)
P (2)= %[(Zn +1)R, (2) + (2n+1)zP, (2) - (n +1)P,., (2)]. (4.16)

Poréwnujc stronami réwnania (4.15) i (4.16) otrzymujemy:
1
229(2) = P12+ Py (@) = [en+ DR () + @0+ ), () -(n+ DPa@). (a17)

Po odpowiednich przeksztatceniach mamy:
2nZP, () — NP,41(2) + NP, (z) = 2nPR, (2) + P, (2) + 2nZP, (2) + 2P, (2) = P11(2) — Py (2). (4.18)
A zatem po redukcji odpowiednich wyrazéw uzyskujemy

Phaa(2) =~ 2P (2) = 2R, (2) = NP, (2) + P, (2). (4.19)
Skad po ostatecznie mamy:
Ph+1(2)— @, (2)=(n+1)R,(z) dla n=0312..., (4.20)

co kaxczy dowdd twierdzenia (4.2

Twierdzenie 4.3
Jezeli Py(z), R-1(z) 93 wielomianami Legendre’a, to [4]:

#,(2)-P,1(2)=nP,(2 dla n=12.... (4.21)
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Dowod
Wyznaczamy z rownania (4.1) i (4.14) wielomidp. Kz):
Ph+1(2) =22, (2) - By-1(2) + P, (2),

Pha@)=——[@n+ 1R @)+ @n+ 1127 (1)~ P4 @)

Poréwnujc stronami réwnania (4.22) i (4.23) otrzymujemy:

229 (2) - Pha(@) P () =—[(2n + 1Ry (2)+ (20 + 124 (@)~ TP o (2]

Skad dostajemy:

2(n+1)2R%,(2) - (N + DR (2) + (N+ DR, (2) =(2n+1)R, (2) + (2n+1)ZR, (2) - NP4 (2).

Po odpowiednich przeksztalceniach mamy:

2n7R,(2) + 227 (2) ~ PP (2) - Pha(2) + nR, (2) + R, (2) =

=2nR,(2) + By (2) + 2n2R, (2) + 2%, (2) — nP4 (2).
Skad po redukcji odpowiednich wyrazOw ostatecznie mamy
2, (2)-P,1(2)=nR,(z) dla n=12...
co kaiczy dowdd twierdzenia (4.38

(4.22)
(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Twierdzenie 4.4(Wyraenie pochodnej wielomianu Legendre’a przez wielognizegendre’a)[4]

Jezeli Py(z), R-1(z) 3 wielomianami Legendre’a, to:

(1- Z)P,(2)=nP,4(z)-nzR,(2) dla n=12,....

Dowod
Zastpujemy w rownaniu (4.12) n na-h i wtedy mamy:

P (2) -~ Ph4(2) =P (2).
Wyznaczamy z rownania (4.21) i (4.29) wielomidp #z):
Ph-1(2) = 2, (2) - nP, (2),

Pa(@) = [Ph(@) =Py 2]

Po poréwnaniu stronami zgakdw (4.29) i (4.30) otrzymujemy:

(@)~ P @) = [Po @)~ P2 @)

Skad po odpowiednim upogekowaniu ostatecznie mamy:

(2> -1)P,(2)=nP,_1(2) -znP,(z) dla n=12...,

co kaxczy dowdd twierdzenia (4.4

5. Réwnanie r@&niczkowe dla wielomianéw Legendre’a

(4.28)

(4.29)

(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

Twierdzenie 5.1(Réwnanie réniczkowe rzdu drugiego dla wielomianéw Legendre’a) [4]

Jezeli Py(z) ;3 wielomianami Legendre’a, to:

[(1—22)P;,(z)]’+n(n+1)Pn(z):O dla n=012

(5.1)
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Dowéd

Rd&zniczkujemy obustronnie rownanie (4.28) wedgm zmiennej z i wtedy mamy:

[(1- 2P @) =[P4 (2) - nzR ()] (5.2)
Skad mamy
-27P,(2)+ (1- 2P (2) = nP,_1(2) - NP, (2) - nZP, (2). (5.3)
Z rowna (4.21) i (5.3) wyznaczamy wielomiar,R(z):
Ph-1(2)= #,(2)-nR, (2), (5.4)
P (2)= %[(1— 2P0 (2)+ Py (2) + 2P (2) - 22 (2). (5.5)

Skad po poréwnaniu stron rownd5.4) i (5.5) mamy:

#12)-1B, @) == [1- 212+ Ry @)+ 128 ) - 273 @) (5.6)

Skad otrzymujemy:

2P, (2) - NP, (2) = (1~ 2 Ph(2) + R, (2) + 2P, (2) - 22, (2). (5.7)

Po redukcji odpowiednich wyrazéw uzyskujemy:

(1~ ZPh(2)~ 22P, (2) = -n°R, (2) - R, (2). (5.8)

Ostatecznie otrzymujemy:

[(1- 2P, (@] +n(n+DP,(2)=0 dla n=0212,.... (5.9)

co kaiczy dowdd twierdzenia (5.18

6. Whnioski

» Pochodn wielomianu Legendre’a wyrang przez wielomiany Legendre’a rima okréli¢
z rownania (1-3P«(z) = nR-1(z) - nzR(z) dlan=1, 2, ... .

« Wielomian Legendre’a u =) jest catlg szczegdla réwnania [(£Z%)u’]’ + n(n+1)u = 0
dan=0,1,2,....
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