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Streszczenie: Celem artykulu jest zaprezentowanie wynikow
weryfikacji efektow ksztatcenia w latach 2015-2021 w kontekscie
dyskusji na temat kierunkéw rozwoju dydaktyki matematyki

na poziomie akademickim. Przedstawione wyniki dotycza
rozumienia  przez studentéw  wybranych poje¢  analizy
matematycznej i ich uzycia w analizie zjawisk ekonomiczno-
spotecznych.  Przedstawione zostang zastosowane metody

i sformutowane wnioski zwiagzane z aktualnymi warunkami
organizacyjno-dydaktycznymi oraz problemami wnikajacymi
z nauczania matematyki w szkotach $rednich.

Stowa kluczowe: dydaktyka matematyki, analiza matematyczna,
efektywnos$¢ nauczania matematyki.

1. WSTEP

Zastanawiajagc si¢ nad efektywnos$cia nauczania
matematyki warto sobie zada¢ pytanie, czy poza zdobyciem
wiedzy teoretycznej i biegtosci rachunkowej uczniowie lub
studenci beda umieli postugiwaé¢ sie  jezykiem
matematycznym na kolejnych etapach ksztalcenia lub
w ramach pracy zawodowe;j?

1.1. Przygotowanie kandydatéw do studiéw

Istota podstawy programowej ksztalcenia ogdlnego
jako dokumentu wyznaczajacego co najwyzej tendencje
ikierunki ksztalcenia jest kompletnie niezrozumiana [1].
Od dziesigcioleci podstawa programowa nauczania matema-
tyki nie prowokuje do holistycznego nauczania tego
przedmiotu, kreujac liniowy sposéb prezentacji wiedzy,
dziat po dziale. Majac na uwadze nowoczesne metody
uczenia si¢, ten sposéb stoi w sprzeczno$ci z ideami
systematycznego utrwalania wiedzy 1 ksztaltowania
umiejetnosci jej wykorzystania. Kwintesencja matematyki
jest postugiwanie si¢ jej specyficznym jezykiem do opisu
otaczajacej nas zlozonej rzeczywisto$ci, umozliwiajagcym
rozwigzywanie pojawiajacych si¢ w niej probleméw. Mtodzi
ludzie pozbawieni sa w szkole nauki rozumienia niuanséw
tego jezyka, jego wpltywu na ich myslenie i postrzeganie

Swiata. Efekty takiego podejscia s3 widoczne w
przygotowaniu studentéw do ksztalcenia na poziomie
akademckim.

1.2. Warunki organizacyjno-dydaktyczne

Analizujac tresci ksztatcenia w sylabusach przedmiotu
matematyka na kierunkach ekonomicznych mozna
zaobserwowac¢ ten sam zestaw zagadnien: algebr¢ macierzy,
uktady réwnan 1 nieréwnoéci liniowych, rachunek
rézniczkowy i caltkowy funkcji jednej zmiennej, funkcje

wielu zmiennych, réwnania réznicowe i rézniczkowe. Jest to
o tyle zrozumiate, ze dla praktykéw jest to niezbedny zestaw
narzgdzi matematycznych do analizy statycznej, statyki
poréwnawczej, dynamicznej czy tez rozwigzywania
probleméw optymalizacji. Nalezy wspomnie¢, ze zadne
znich nie pojawia si¢ w podstawie programowej
matematycznego ksztatcenia ogélnego dla szkoty $redniej na
poziomie podstawowym. Z praktyki akademickiej
wnioskujemy, ze przedstawienie wymienionych zagadnien,
z przyktadami, analizami przypadkéw i dyskusja ze
studentami wymagatoby co najmniej 60 godzin wyktadu.
Trzykrotnie tyle czasu nalezatoby przeznaczy¢ na ¢wiczenia
z wykorzystaniem nowoczesnych technologii, metod
efektywnego uczenia czy mySlenia krytycznego. Mozna
znalez¢ kierunki w Polsce, ktore na taki zakres materiatu
przeznaczaja 270 godzin kontaktowych z nauczycielem
akademickim, ale sa to wyjatki potwierdzajace regule -
w pozostatych przypadkach, w optymistycznej wersji,
studenci moga liczy¢ na co najwyzej 60 godzin. Warto
pamigta¢, ze w ramach tych godzin, oprécz tresci
merytorycznych, nalezy uwzgledni¢ weryfikacje efektéw
ksztalcenia.

2. PROBLEM

W analizie zjawisk ekonomiczno-spolecznych
olbrzymia role odgrywa optymalizacja. Jej podstawowym
narzgdziem jest pochodna, ktérej definicja opiera si¢ na
pojeciu granicy funkcji w punkcie. Intuicyjnie, granica
funkcji informuje o przyblizonych wartosciach funkcji
w bezposrednim sgsiedztwie rozpatrywanego argumentu,
ktére moga si¢ rézni¢ od wartoSci funkcji w tym
argumencie. Takg sytuacj¢ okreslamy mianem niecigglo$ci
funkcji  w  punkcie, ktéra moze mie¢ miejsce
w interesujagcych ekonomicznie kontekstach. Z drugiej
strony cigglos¢ funkcji jest warunkiem koniecznym istnienia
pochodnej funkcji. Co wigcej, ze znajomos$ci natury granicy,
ktéra przeciez jest pochodna, mozna wnioskowa¢, ze nawet
mimo ciaglosci funkcji granica ilorazu réznicowego moze
nie istnie¢ i funkcja moze w danym punkcie nie posiadac
pochodne;.

Prawidtowe i1  efektywne  poslugiwanie  si¢
przedstawionymi pojeciami, uwzgledniajagcym konotacje
pomiedzy nimi, wymaga ich dobrej znajomosci i rozumienia
ich znaczenia. Chodzi tu przede wszystkim o przyjmowanie
poprawnych  zalozen i1  wladciwej  charakterystyki
analizowanych zjawisk ekonomiczno-spotecznych.



Celem badania jest sprawdzenie, czy na bazie
posiadanej wiedzy i umiej¢tnosci rachunkowych studenci
umieja okre§la¢é wtasnosci zjawisk przedstawionych na
wykresie.

2.1. Tematyka badania
W ramach weryfikacji efektéw ksztalcenia studenci

mieli poda¢ nastgpujace wiasnosci funkcji przedstawionej

na wykresie (rys. 1):

1. (d) dziedzing funkcji,

2. (f£) maksymalny zbiér argumentéw dla ktérych
funkcja jest dodatnia/ujemna,

3. (nc) argumenty, w ktérych funkcja jest nieciagta,

4. (nr) argumenty, w ktérych funkcja jest nierdz-
niczkowalna,

5. (px) maksymalny zbiér argumentéw dla ktérych
pochodna tej funkcji jest dodatnia/ujemna,

6. (g) granice funkcji.
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Rys. 1. Przyktadowy wykres funkcji dotaczany do zadania

Zadanie to Dbylo jednym spo$réd 9 zadan
egzaminacyjnych. Treéci tych 9 zadan obejmowaly
wszystkie zagadnienia z programu przedmiotu i byty znane
studentom przed przystgpieniem do egzaminu, aczkolwiek
mialy one nieznane im dane lub warianty odpowiedzi.
Okreslanie whasnos$ci funkcji na podstawie jej wykresu byto
¢wiczone w trakcie zaje¢. Wykorzystywano do tego
autorskie karty dynamiczne przygotowane w programie
GeoGebra np. [2].

Pierwsze dwie wilasnosci funkcji sa obje¢te podstawa
programowa szkoty $redniej w zakresie podstawowym,

natomiast pozostale wystepuja tylko w  zakresie
rozszerzonym.
Okre$lanie  punktéw  nieciggtosci 1 punktéw

nier6zniczkowalno$ci funkcji wystgpowato w zadaniu
zamiennie w zaleznoSci od zestawu egzaminacyjnego.

Odczytywanie granic dotyczylo dwéch przypadkow:
granicy wlasciwej funkcji w punkcie (oznaczenie (gw-p)
przy braku ciaglos$ci w punkcie lub (gw+p) przy ciaglosci
w punkcie) oraz granicy funkcji w sytuacji, gdy granica
ta nie istnieje (oznaczenie (gb)).

2.2 Metryka badania

Badanie dotyczy okresu 2015-2021. Préba liczyta 1384
obserwacje, z czego 86% wynikéw dotyczylo studentéw
kierunku logistyka, a pozostate dotyczyty kierunkéw
ekonomia i zarzadzanie. Ze wzglgdu na tryb studiéw zbiory
obserwacji byly praktycznie rownoliczne.

2.3 Przygotowanie studentow

Rokrocznie nie wigcej niz jedna czwarta kandydatow
zdawata egzamin maturalny z matematyki na poziomie
rozszerzonym (22% =+ 3,5 punktéw procentowych).

W skali staninowej na tle calej populacji mediana
wynikow kandydatéw w danych rocznikach klasyfikowata

si¢ w zakresie od $redniego do wysokiego dla egzaminu
maturalnego na poziomie podstawowym (od 46% do 68%)
iw zakresie od niskiego do wyzej $redniego dla egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym
(od 4% do 43%).

Korelacja pomiedzy wynikami czastkowymi zadania
z okre$lania pierwszych dwoéch wlasnosci funkcji, ktére
studenci powinni opanowaé¢ w szkole $redniej, a wynikami
z okre$lania pozostatych wtasnosci, z ktérymi wigkszos$¢
badanych studentéw spotkala si¢ na studiach po raz
pierwszy, okazala si¢ przecigtna (0,33).

2.4. Warunki organizacyjno-dydaktyczne

W siatce godzin matematyki na kierunku ekonomia
przewidziano 30 godzin na wyklad i 30 godzin na ¢wiczenia,
a na kierunkach logistyka i zarzadzanie 15 godzin na wyktad
i 30 godzin na ¢wiczenia. W niestacjonarnym trybie studiéw
liczba godzin byta odpowiednio mniejsza o 40%.

W trybie stacjonarnym studenci mogli uczestniczy¢
w dodatkowym, nieobowigzkowym, 30 godzinnym kursie
wyréwnawczym, ktéry tematycznie byt §ciS§le powiazany
z wyktadem i ¢wiczeniami.

Korelacja pomigdzy wynikiem uzyskanym z badanego
zadania, a oceng z egzaminu z uwzglednieniem trybu
studiéw jest w obu przypadkach wysoka (wynosi ona 0,68 +
0,01). Roéznice w wynikach mozna zaobserwowaé, gdy
wezmiemy pod uwage ocen¢ koncowa z egzaminu: studenci
studiéw stacjonarnych maja wigcej ocen co najmniej
dobrych (rys. 2). Wplyw na to moze mie¢ liczba godzin
kontaktowych z wyktadowca, jak réwniez ograniczenia
czasowe wynikajace z faktu taczenia nauki ipracy przez
studentéw studiéw niestacjonarnych.
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Rys. 2. Struktura ocen z egzaminu wedlug trybu studiéw.
3. WYNIKI

Rozktad punktéw uzyskanych przez studentow jest
zblizony do rozktadu normalnego (rys. 3).
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Rys. 3. Struktura wynikéw uzyskanych z zadania

200-

liczha studentdw
- .
= @
[=] (=]

2}
=}

liczba punktow

12 Zeszyty Naukowe Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki PG, ISSN 2353-1290, Nr 72/2021



Niestety zakres warto$ci zmiennej nie wpisuje si¢
w wymogi efektywnego ksztalcenia. Mediana wyniku
wynosi 3 punkty, co oznacza, ze ponad polowa studentéw
nie jest w stanie okre$li¢ poprawnie wigcej niz trzech
wlasnosci funkcji na podstawie wykresu. Jedynie co czwarty
student potrafi poprawnie okresli¢ co najmniej cztery
wlasnosci funkcji.

Nie zaobserwowano istotnych réznic w rozkladach
wynikéw w podziale na kierunki studiéw.

Odnotowano wysoka (0,69) korelacje wyniku z zadania
zoceng z egzaminu. Jednak zastosowanie progowej
punktacji z egzaminu nie zawsze odzwierciedla opanowanie
umiejetnosci interpretacji wlasnosci funkcji na podstawie
wykresu. Trzeba zastanowi¢ si¢, czy student potrafigcy
okresli¢ jedynie trzy wlasnos$ci funkcji osiagnal efekty
ksztalcenia w takim stopniu by méc otrzymaé wysoka ocene
z egzaminu (rys. 4). Podobnie mozna postawi¢ pytanie,
czy student niepotrafiacy poda¢ zadnej wilasnosci funkcji
powinien otrzymac¢ oceng pozytywna.

wynik studenta z zadania
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Rys. 4. Rozklady wynikéw z zadania wedlug ocen z egzaminu
Szczegbtowe wyniki dotyczace okreslania

poszczegblnych witasnosci funkcji na podstawie wykresu
przedstawia rysunek 5.
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Rys. 5. Srednie i procentowe ujecie wynikéw zadania

Najwigksza trudno$¢ sprawiato studentom okreslanie
znaku pochodnej funkcji oraz okreS§lanie jej granic
w punktach nieciggtosci. Mozna zauwazy¢, ze okreSlanie
znaku warto$ci funkcji, ktére jest ¢wiczone juz w szkole
$redniej réwniez przysparza studentom sporych ktopotow.

W  kolejnych podpunktach przedstawiono wyniki
z okres$lania poszczeg6lnych wiasnos$ci funkcji z podzialem
wedlug kolejnych rocznikéw.

3.1. Okreslanie dziedziny funkcji (d), znakow wartosci

funkcji (f+) oraz znakéw pochodnej funkcji (p)

Okreslanie dziedziny funkcji jest najlepiej opanowang
umiejetnoscia przez studentéw.

Okreslanie znaku wartosci funkcji jest dla studentow
zadaniem trudnym. Poprawnie wykonato to zadanie okoto
38% studentéw i jest to jedyny wynik nieulegajacy zmianie
w kolejnych rocznikach. Brak wzrostu poprawno$ci moze
wynika¢ z utrwalonych nawykéw nabytych w szkole
$redniej i stosunkowo matej liczby ¢wiczen dotyczacych tej
wlasnoséci na zajeciach, wynikajacej z ograniczen
czasowych. Drugie tyle studentéw popehito bledy
dotyczace przynaleznosci punktéw brzegowych do
przedzialéw okreslonosci.

dziedzina znaki wartoci funkcji znaki pochodnej funkcji

100%

»@6»\»9 © A
’\%’\@ @Q(t\@ ’<\’\‘b’\Q

-
o
&

m
=}
Ed

]
th
&

odsetek liczby studentéw

=)
&

B A ’9
RS

rok akademicki

wynik btedny z usterkami . bezbtedny

Rys. 6. Wyniki w okre$laniu wybranych wlasnosci funkcji

Okreslanie znaku pochodnej funkcji okazato si¢
najtrudniejszym zadaniem dla studentéw. Jest to o tyle
zastanawiajace, ze okreslanie maksymalnych przedzialéw
monotonicznos$ci funkcji na podstawie jej wykresu, ktore
wtym zadaniu jest kluczowe do podania prawidtowego
rozwigzania, c¢wiczone bylo juz w szkole $redniej.
Co wigcej, algebraiczne wyznaczenie tych przedzialéw byto
jednym z warunkéw koniecznych zaliczenia ¢wiczen
z przedmiotu [3]. Niestety posiadana wiedza nie zostaje
wykorzystana w praktyce.

Usterek w rozwigzaniach jest dwukrotnie wigcej niz
poprawnych odpowiedzi i na ogét byly one zwigzane z nie-
prawidlowym wykluczeniem punktéw nier6zniczkowalnosci
z podawanych przedziatow.

3.2. Okreslanie punktéw nieciaglo$ci (nc)
i nier6zniczkowalnosci funkcji (nr)
Okre$lanie punktéw nieciggtosci funkcji jest lepiej
opanowane niz okreslanie znakéw wartosci funkcji (rys. 5).
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Rys. 7. Wyniki w okre$laniu wybranych wlasnosci funkcji

Biedy, ktére si¢ pojawialy, wynikaly z pominigcia
jednego z punktéw lub podanie w odpowiedzi punktéw
brzegowych nienalezacych do dziedziny funkcji.
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Okreslanie punktéw nierézniczkowalno$ci jest drugim
co do stopnia trudno$ci zadaniem sprawiajagcym studentom
problem. Cechuje si¢ ono dwukrotnie wigksza liczba usterek
w poréwnaniu do poprawnych odpowiedzi.

Duzy wzrost bezbtednych odpowiedzi w roku
akademickim 20/21 moze by¢ powiazany ze zdalng formuta
przeprowadzenia egzaminu.

3.3. Okreslanie granic funkcji (g)

Okre$lanie granic funkcji rokrocznie bylo badane
w dwoéch przypadkach: istnienia granicy wlasciwej oraz
nieistnienia granicy funkcji.

okreslanie granicy...
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Rys. 8. Wyniki w okre$laniu wybranych wtasnosci funkcji

W rocznikach 15/16-17/18 82% przyktadéw dotyczyto
istnienia granicy wtasciwej funkcji w punkcie, w ktérym
funkcja byta ciagta. Po okre$laniu dziedziny funkcji, to byto
drugie zadanie, ktére sprawialo studentom najmniej ktopotu.
Co wigcej, rok do roku studenci radzili sobie coraz lepie;j.
Trudno jednak bylo na tej podstawie stwierdzi¢
o §wiadomym rozréznieniu przez studenta pojeé wartosci
i granicy funkcji, zwlaszcza, ze w przypadku, gdy w danym
punkcie funkcja nie byla ciggla odsetek poprawnych
odpowiedzi nie przekroczyt 28%. Stad decyzja, aby w latach
18/19-20/21 wszystkie przyklady dotyczyly okreslania
granicy wlasciwej w punktach nieciggtosci funkcji. Cho¢
odsetek poprawnych wynikéw nie przekroczyt 48% mozna
zaobserwowac ich rokroczny wzrost.

Stwierdzanie faktu, ze w danym punkcie granica
funkcji nie istnieje (42%) ksztaltuje si¢ na poréwnywalnym
poziomie co okreSlanie granicy wlaSciwej w punkcie
nieciagtosci funkcji (38%) - (rys.5). Oba przypadki zwigzane
sa z nieciaglym przebiegiem funkcji, co moze Swiadczy¢
o watpliwym rozumieniu tej wlasnosci funkcji i1 ich
praktycznych konsekwencji.

4. PODSUMOWANIE

Efektywno$¢ ksztatcenia na poziomie akademickim jest
wypadkowa wielu czynnikéw.

Studenci, dla ktérych matematyka ma
instrumentem przyszlej dziatalnosci zawodowej (wg
podzialu Klakli za [4]), powinni mie¢ mozliwosé
przygotowania si¢ do studiéw na bazie nowoczesnej
podstawy  programowej matematycznego ksztalcenia
ogbélnego, ktéra na poziomie podstawowym jest
podporzadkowana zrozumieniu roli matematyki we
wspéiczesnym $wiecie, a na poziomie rozszerzonym
przygotowywuje do podjecia studidw na kierunkach
inzynierskich i uniwersyteckich.

Odczuwalny jest brak dodatkowych wymagan
w procesie rekrutacyjnym - jak chociazby realizacja kursu
matematyki na poziomie rozszerzonym przy aplikacji na
kierunki techniczne i ekonomiczne - ktéry nie sprzyja
wzrostowi $wiadomosci uczniéw o znaczeniu dobrego
przygotowania do dalszego ksztalcenia.

Niezbedne jest zwigkszenie siatki godzinowej
przedmiotu w celu stworzenia sprzyjajacych warunkéw do
efektywnego przyswojenia zalozonych tresci ksztalcenia
z mozliwoscia wykorzystania ~ najnowszych  metod
dydaktycznych.

Konieczne jest odejScie od przekazywania wiedzy
teoretycznej i ¢wiczenia bieglo$ci rachunkowej na rzecz
poglebienia rozumienia znaczenia narzedzi matematycznych
w pracy zawodowej. W tym celu warto skorzystaé
z nowoczesnych technologii i cze$¢ wiedzy udostepniac
na platformach  blended-learningowych (np. Moodle),
wykorzystaé bezptatne pakiety matematyczne
(np. Wolframalpha.com) czy tworzy¢ dynamiczne materiaty
dydaktyczne (np. GeoGebra). Potrzebne jest réwniez
odejscie od rutynowych zadan na rzecz kreatywnych
¢wiczen  rozwijajacych  umiejetno$¢  prawidlowego
i efektywnego wykorzystania matematyki w rozwigzywaniu
praktycznych probleméw.

Nalezy zastanowi¢ si¢ nad sposobem weryfikacji
ksztalcenia, aby ocena z przedmiotu odpowiadata
opanowanym przez studenta kompetencjom, a nie byla

by¢

przypadkowa kompilacja uzyskanych na egzaminie
punktow.
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THE REALITY AND EFFECTIVENESS OF THE TEACHING OF MATHEMATICS
IN ECONOMIC STUDIES

The aim of the article is to present the results of the verification of the learning outcomes in 2015-2021 in the context of
the discussion on the directions of development of mathematics didactics at the academic level. The presented results concern
students' understanding of selected concepts of mathematical analysis and their use in the analysis of economic and social
phenomena. The methods used and conclusions related to the current organizational and didactic conditions as well as
problems related to teaching mathematics in secondary schools will be presented.
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