
PRACE iNSTYTUTU LOTNiCTWA

220, s. 84-124, Warszawa 2011

SZYBKA ESTYMACJA PARAMETRÓW STANU DYNAMiCZNEGO
SAMOLOTU W CZASiE BADAŃ W LOCiE

RobeRt KRólIKoWSKI, FRaNcISzeK leNoRt, aNtoNI NIepoKólczycKI

Instytut Lotnictwa

Streszczenie
W pracy przedstawiono metodę obliczania estymaty funkcji autokorelacji na podstawie skoń-

czonych odcinków drgań, która zachowuje wartości współczynników tłumienia sygnału drgań

i nadaje się do analizy sygnałów niestacjonarnych. Jest to narzędzie analizy czasowo-częstotli-

wościowej, umożliwiającej badanie chwilowych własności sygnałów niestacjonarnych.

1. WStĘp

przepisy lotnicze [5,6] wymagają by każdy samolot był odporny na drgania flatterowe. Drga-
niami flatterowymi nazywane są występujące w locie samowzbudne drgania aerosprężyste
struktury samolotu. Drgania te mogą spowodować uszkodzenie lub zniszczenie samolotu.

aby tego uniknąć, wykonuje się teoretyczne obliczenia flatterowe, badania fizycznych modeli
flatterowych w tunelach aerodynamicznych, badania rezonansowe na ziemi i badania flatte-
rowe prototypu samolotu w locie.

badania flatterowe w locie muszą udowodnić i udokumentować swobodę samolotu od drgań
flatterowych w całym zakresie planowanych prędkości i wysokości lotu. Dowodem są warto-
ści współczynników tłumienia postaci drgań struktury samolotu istotnych ze względu na flat-
ter.

Klasyczne metody pomiarów współczynników tłumienia polegają na sztucznych wymusze-
niach drgań i analizie tych drgań w czasie lotów z kolejno zwiększanymi prędkościami.

Stosuje się wymuszenia impulsowe, harmoniczne lub stochastyczne. Wymaga to zabudowy
na samolocie dodatkowej aparatury, podnosi koszty badań i wydłuża czas badań.

W ostatnich latach udowodniono teoretycznie [1,7,8], że impulsowa odpowiedź obiektu ba-
danego może być zastąpiona funkcją korelacji własnej sygnału drgań wymuszonych stocha-
stycznie. zakładając, że drgania skrzydeł lub usterzenia samolotu w czasie lotu mają charakter
drgań wymuszonych stochastycznie, można oceniać współczynniki tłumienia analizując esty-
maty funkcji korelacji własnej (autokorelacji).

W badaniach zawsze uzyskujemy skończone sygnały drgań i na ich podstawie możemy ob-
liczyć pewne przybliżenia, czyli estymaty funkcji autokorelacji. Dowód możliwości zastąpienia
odpowiedzi impulsowej funkcją autokorelacji został przeprowadzony dla nieskończonego syg-
nału drgań.



Istniejące w literaturze metody obliczania estymaty autokorelacji były opracowane  dla syg-
nałów stacjonarnych. jednak metody te zmieniają wartości współczynników tłumienia pier-
wotnego sygnału drgań rzeczywistych.

celem niniejszej pracy było opracowanie takiej metody obliczania estymaty autokorelacji
na podstawie skończonych odcinków drgań, która zachowuje wartości współczynników tłu-
mienia sygnału drgań i nadaje się do sygnałów niestacjonarnych. oprócz sygnałów stacjonar-
nych mogą to być sygnały swobodnie zanikające lub sygnały rosnące. jest to narzędzie nadające
się do tzw. analizy czasowo-częstotliwościowej, badającej chwilowe własności sygnałów nie-
stacjonarnych.

W następnych rozdziałach zostaną przedstawione teoretyczne przyczyny błędów oblicza-
nia współczynników tłumienia na podstawie przebiegu estymaty funkcji autokorelacji wyzna-
czanej istniejącymi metodami. będą też przytoczone przykłady obliczeń tłumienia za pomocą
różnych estymat funkcji autokorelacji.

2. KlaSyczNe metoDy oblIczaNIa FuNKcjI KoRelacjI WŁaSNej

metoda podstawowa 
W pracy [1] przytoczono powszechnie stosowane wzory do obliczania funkcji korelacji dla

stacjonarnych ergodycznych procesów stochastycznych za pomocą jednej realizacji procesu
stochastycznego dostatecznie długiej w czasie.

Funkcję korelacji własnej procesu  y(t) wyznacza się ze wzoru:

(2.1)

gdzie

(2.2)

Stwierdzono też tam, że w praktyce stosuje się przybliżone wzory sumacyjne:

(2.3)

gdzie

(2.4)

proces stacjonarny ma stałą wartość średnią my w funkcji czasu i stałą wariancję w funkcji
czasu. proces stacjonarny jest ergodyczny gdy średnie po czasie są równe średnim po zbiorze
realizacji procesu stochastycznego.
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W cytowanej pracy [1] zaznaczono, że obliczenia ze wzorów sumacyjnych (obliczenia kom-
puterowe) są pewnymi przybliżeniami funkcji autokorelacji. Wymagania dotyczące dokładno-
ści obliczeń będą omawiane w dalszej części tej pracy.

metody podane w matlab-ie
W tym zbiorze programów do obliczeń komputerowych [2] można wybrać kilka metod ob-

liczania funkcji autokorelacji. Dla stacjonarnego procesu stochastycznego, o wartościach rze-
czywistych, określono funkcję autokorelacji w postaci:

(2.5)

gdzie ∞ < n < +∞
E{ } jest operatorem wartości oczekiwanej.

Dla procesów skończonych, z jakimi mamy do czynienia w praktyce, dla przesunięć l do-
datnich, jest podany wzór:

(2.6)

gdzie n = 1,2, ...,N ; l = 0,1,2, ...,N-1

ta postać wzoru jest traktowana jako standardowa, domyślna (ang. default).
jako estymator nieobciążony (ang. unbiased) funkcji autokorelacji nazwano wzór:

(2.7)

jako etymator obciążony (ang. biased) jest nazwany wzór:

(2.8)

aby otrzymać znormalizowaną wartość estymatora funkcji autokorelacji należy podzielić
wyniki obliczeń przez pierwszą wartość, czyli przez  Ryy(0). W tym przypadku estymata funk-
cji autokorelacji zaczyna się od wartości 1.

metoda stosowana w analizatorze drgań firmy b&K
W instrukcji użytkowania [3] dwukanałowego analizatora sygnałów firmy b&K type 2034

przyjęto następujące zasady obliczania funkcji autokorelacji:

(2.9)

gdzie 
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F-1 jest operatorem odwrotnej transformaty Fouriera,

Wk jest funkcją wagi, 

gdzie

tak obliczona funkcja autokorelacji Ryy(n) jest  normalizowana i przyjmowana za poprawne
przybliżenie współczynnika autokorelacji dla wartości wskaźnika n zawartych w zakresie:

obliczając dalej, dla punktów  N/2<n≤N otrzymalibyśmy zwierciadlane odbicie wartości
funkcji korelacji własnej:  Ryy(N/2-i) = Ryy(N/2+i) dla  i = 1,2,3,...,N/2.

Niżej przedstawiamy na rysunkach zasady obliczeń według przytoczonych wyżej wzorów
dla przykładowej  funkcji  y(t) = exp(-λt).

Rys.2.1.
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Rys.2.1. Zasady obliczeń nieobciążonej estymaty funkcji korelacji własnej wg MATLAB-a, wzór (2.7), gdzie 

τ = l ∆t, T = N ∆t. Zmiana zakresu całkowania (lub sumowania iloczynów) powoduje zmianę współczynnika

tłumienia λ obliczonej funkcji Ryy(l), ponieważ wzór (2.7) został opracowany dla sygnałów y(t) stacjonarnych.

Kolorem niebieskim naniesiono sygnały (t) w przedziale czasu T. Kolorem czerwonym pokazano sygnały (t)

przesunięty w prawo o wartość τ.

Podobnie jest obliczana funkcja korelacji własnej wg wzoru (2.1). Różnica polega na odjęciu od sygnału y(t),

przed obliczeniami, jego wartości średniej, wg wzoru (2.2). Centralny moment drugi (2.1) można też obliczyć

z niecentralnego momentu drugiego (2.7) ponieważ zachodzi zależność [1]: 

Ryy,centr(l) = Ryy,niecentr(l)  –  my
2.

Rys.2.2.
Zasady obliczania funkcji korelacji własnej wg firmy B&K, wzór (2.9). Wzór ten jest równoważny sumowaniu

iloczynów funkcji y(t) i przesuniętej funkcji y(t) o wartość τ, w przedziale T = const. Przyjęto 

τmax= (N/2 – 1)∆t, ponieważ Ryy(N/2+i) = Ryy(N/2-i) dla i = 1,2,3,...,N/2. Te własności wynikają z własności

szybkiej transformaty Fouriera. Między innymi, w zasadach przyjętych w tych obliczeniach jest założenie, że

funkcja y(t) jest funkcją okresową o okresie T, określoną w przedziale −∞ ≤ t ≤ + ∞. Dla sygnału y(t)

niestacjonarnego, tak określona funkcja autokorelacji nie zachowuje współczynnika tłumienia λ.

Przykładowe wyniki obliczeń funkcji korelacji własnej wg wzorów (2.1), (2.7), (2.9) są zamieszczone

w rozdziale 5.

3. pRopoNoWaNa metoDa oblIczaNIa FuNKcjI KoRelacjI WŁaSNej 

możliwość zastąpienia odpowiedzi impulsowej funkcją korelacji własnej jest ważnym za-
gadnieniem w czasie badań flatterowych w locie. za pomocą funkcji autokorelacji można oce-
nić odporność samolotu na niebezpieczne drgania struktury samolotu w locie na podstawie
mierzonych drgań w normalnym locie, bez specjalnych, dodatkowych urządzeń do wymusza-
nia drgań.

zastosowanie tej metody wymaga jednak sprawdzenia teoretycznego i praktycznego, czy
stosowane obecnie estymaty funkcji korelacji własnej zachowują wartości współczynników
tłumienia badanego obiektu.

Wątpliwości wynikają z tego powodu, że dowód przeprowadzono [7,8] dla nieskończenie
długiego sygnału drgań. Funkcja korelacji własnej takiego sygnału zachowuje częstotliwości
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i współczynniki tłumienia modalne badanego obiektu. W praktyce mamy jednak zawsze po-
mierzone skończone odcinki drgań. estymaty funkcji autokorelacji takich sygnałów zmieniają
współczynniki tłumienia, co będzie pokazane teoretycznie i praktycznie w dalszych rozdzia-
łach. Właśnie wyniki naszych obliczeń praktycznych na sygnałach modelowych, o znanych
współczynnikach tłumienia, wykazały jednoznacznie, że istniejące estymaty autokorelacji wno-
szą błędy metodyczne, związane jednoznacznie z poszczególnymi estymatami.

analiza rzeczywistych sygnałów drgań wnosi dodatkowo błędy wynikające z błędów po-
miarowych i z tego powodu, że wymuszenia w czasie normalnego lotu nie są ściśle stacjonar-
nym białym szumem.

aby wyeliminować błędy metodyczne oceny współczynników tłumienia za pomocą istnie-
jących estymat, proponujemy nową estymatę funkcji korelacji własnej. opisowo, polega to na
tym, że mając pomierzony i spróbkowany odcinek drgań, bierzemy pierwsze N/2 próbek i prze-
suwamy nad całym odcinkiem. po każdym przesunięciu o jedną próbkę, mnożymy wartości
przypadających na siebie próbek i sumujemy od 1 do N/2 iloczynów. otrzymaną sumę dzielimy
przez N/2.

przy zerowym przesunięciu otrzymujemy pierwszy punkt estymaty autokorelacji Ryy(0). punk-
ty przesuwanego odcinka o liczności N/2 były dokładnie nad pierwszą połową całego odcinka.

ostatni punkt proponowanej estymaty otrzymujemy gdy przesuwany odcinek znajduje się
dokładnie nad drugą połową całego odcinka drgań (Ryy).

Dla N punktowego wektora sygnału drgań otrzymujemy N/2+1 punktów estymaty funkcji au-
tokorelacji (gdy N jest parzyste).

uwzględniając własności konkretnego sygnału, można długość przesuwanego odcinka
zwiększyć. Wtedy otrzymamy mniejszy odcinek funkcji autokorelacji. I odwrotnie, zmniejsza-
jąc długość odcinka przesuwanego, zwiększymy długość otrzymanej funkcji autokorelacji.

jeżeli użyjemy szybkiej transformaty Fouriera (FFt) do obliczania funkcji autokorelacji, to
N powinno spełniać warunek:   N = 2m , gdzie m jest liczbą naturalną.

proponowaną estymatę funkcji korelacji własnej można zapisać w postaci sumacyjnej:

(3.1)

gdzie n = 1,2,3, ...,N l = 0,1,2, ..., N/2

lub w postaci całkowej:

(3.2)

gdzie y(t) jest sygnałem rzeczywistym w przedziale    

oznaczenia przyjęte w równaniu (3.2) pokazano na rys. 3.1.



Rys. 3.1.

Przykład zasad obliczania funkcji korelacji własnej dla funkcji y(t) = exp(-λt). Kolorem niebieskim jest

narysowana funkcja y(t). Kolorem czerwonym naniesiono pierwszą połowę sygnału y(t), przesuwaną wzdłuż

osi czasu. Pierwszy punkt funkcji autokorelacji otrzymujemy dla  τ = 0, a ostatni dla  τ = T.

Rys. 3.2.

Przykład zasad obliczania funkcji korelacji własnej dla funkcji y(t) = exp(-λt), za pomocą szybkiej

transformaty Fouriera (FFT). Kolor niebieski: funkcja okresowa y(t) o okresie 2T, kolor czerwony: funkcja

okresowa y(t) od 0 do T, uzupełniona zerami od T do 2T.

4. teoRetyczNy DoWóD popRaWNoŚcI pRopoNoWaNej metoDy

W trakcie dowodu, że funkcja korelacji własnej może zastąpić nieznaną funkcję odpowiedzi
impulsowej badanego obiektu, wystąpiła potrzeba obliczenia całki nieskończonej (od 0 do +∞)
z iloczynu dwu odpowiedzi impulsowych. Wynikiem tego działania była odpowiedź impulsowa
zachowująca modalne wartości własne (częstotliwość i współczynnik tłumienia).

udowodnimy, że proponowany estymator całkowy (3.2) też zachowuje wartości własne,
nawet na podstawie skończonego sygnału drgań.

90 RobeRt KRólIKoWSKI, FRaNcISzeK leNoRt, aNtoNI NIepoKólczycKI



przyjmujemy odpowiedź impulsową w postaci:

(4.1)

gdzie:

A – amplituda drgań, 

ζ – współczynnik tłumienia wiskotycznego, 

ω0– częstotliwość drgań własnych układu badanego bez tłumienia, 

ωd– częstotliwość drgań własnych układu z tłumieniem,

Równanie (3.2) możemy zapisać w postaci:

gdzie
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całka

Dla T = kTokr= k 2π/2ωd ,  k =1,2,3,... całka

Dla T = kTokr= k 2π/2ωd ,  k =1,2,3,... całka

a więc
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otrzymany wynik możemy zapisać w postaci:

(4.2)

gdzie  stała  c  wyraża  się  wzorem:

(4.3)

z powyższej zależności wynika, że

a więc: (4.4)

Formalnie, możemy w otrzymanym wzorze (4.2) czas oznaczyć literą t zamiast  τ. Widzimy,
że obliczona, zgodnie z proponowaną metodą, estymata funkcji autokorelacji Ryy,T(τ) jest swo-
bodnie zanikającym sygnałem o tej samej wartości współczynnika tłumienia  ζ i o tej samej
wartości częstotliwości własnej  ωd , jak  w sygnale przetwarzanym  y(t).
Stały współczynnik A został zastąpiony przez stałą  C, a faza φ = 0 na początku sygnału, zos-
tała zastąpiona zgodnie ze wzorem (4.4): dla sygnału nie tłumionego, gdy ζ =  0, faza tej sinu-
soidy wynosi  π/2  rad. Sinusoida nietłumiona jest zamieniana na cosinusoidę nietłumioną,
zgodnie z teorią.

Należy tu podkreślić, że otrzymaliśmy poprawny wynik, czyli zachowanie wartości włas-
nych dla skończonego sygnału  odpowiedzi impulsowej: dla sygnału niestacjonarnego.

Wzór (4.4) mówi nam, że faza początkowa funkcji korelacji własnej jest jednoznacznie za-
leżna od współczynnika tłumienia. Dla sygnału y(t) zanikającego, sygnał autokorelacji zaczyna
się swoją wartością maksymalną. przykładowo, dla  ζ = 0.015, funkcja autokorelacji wyrażona
za pomocą funkcji  sin zaczyna się od fazy początkowej  φ = 1.5558 rad. Dla  sygnału y(t) ros-
nącego, jego funkcja autokorelacji nie zaczyna się wartością maksymalną (ta funkcja też jest
funkcją rosnącą). Na przykład, dla  ζ = – 0.015  faza początkowa  φ = 1.5858 rad. taki sam wzór
(4.4) otrzymano [9] poszukując położenia punktów maksymalnych zanikającej wykładniczo



funkcji sin (patrz rys.4.4). tłumiona sinusoida o fazie początkowej  φ = 0  ma pierwsze maksi-
mum dla fazy  φ =  arccos ζ. Kolejne maksima przypadają w punktach  φ + n·2π, n = 1,2,3,... 

Wracając do wyprowadzonego wzoru analitycznego na funkcję korelacji własnej  (4.2), niżej
przedstawiamy (Rys.4.1) przykładowy przebieg sygnału zanikającego  (4.1) i jego funkcji ko-
relacji własnej, dla  A = 1,  ζ = 0.015  i fd ≈ f0 = 10.6 Hz.

Rys.4.1

Dla t = 1 s obliczamy  funkcję autokorelacji (kolor czerwony) tylko w przedziale  0≤ τ ≤ T/2.
Wartość współczynnika tłumienia  ζ i częstotliwość  fd sygnału autokorelacji są takie same jak
sygnału  y(t). Nastąpiła zmiana amplitudy i fazy początkowej. Na podstawie analizy wzoru (4.1),
można stwierdzić, że dla  ζ = 0  i A = 2 amplituda  funkcji autokorelacji pozostaje taka sama: 
C = 2. ogólnie, dla amplitud  A większych od 2, amplitudy autokorelacji są powiększane, zgod-
nie ze wzorem (4.2) a mniejsze od 2 są zmniejszane. to jest cecha pozytywna funkcji autoko-
relacji, bo ułatwia to dekompozycję złożonego sygnału odpowiedzi impulsowej, lub innych
swobodnie zanikających sygnałów i sygnału drgań w czasie normalnej eksploatacji samolotu
w locie. Szum biały jest praktycznie całkowicie usuwany, funkcja autokorelacji jest „gładsza” od
pierwotnego sygnału drgań.

zajmiemy się teraz zastosowaniem proponowanej metody obliczania funkcji korelacji włas-
nej dla zanikającego sygnału o nieskończonej długości, gdy T→+∞.

zajmiemy się całką:

(4.5)

gdzie  y(t) jest sygnałem (4.1).

Wynikiem obliczeń jest wyrażenie:
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(4.6)

a więc

(4.7)

czyli

gdzie  C∞ =  const

Widzimy więc, że proponowana metoda obliczania funkcji korelacji własnej przekształca
nieskończony zanikający wykładniczo sygnał na sygnał nieskończony o tej samej częstotliwo-
ści i o tym samym współczynniku tłumienia.

jeżeli przyjmiemy ten sam sygnał (4.1), określony w przedziale skończonym  0 ≤ t ≤ t, i obli-
czymy za pomocą  stosowanego obecnie  „nieobciążonego” estymatora funkcji autokorelacji
(2.1) lub (2.7), tzn. obliczymy całkę

(4.8)

to otrzymamy wynik w postaci

(4.9)

gdzie wyrażenie

(4.10)

nie jest stałą a zależy od  czasu przesunięcia  τ .

przebieg w czasie tej wielkości dla typowych parametrów jest pokazany niżej.
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Rys.4.2

gdzie t  jest czasem przesunięcia τ, a C = CT-τ(T-τ). Wykres ten został sporządzony 

dla parametrów: A = 1, ζ = 0.015,  f0 =10.6 Hz. Krzywa C w kolorze niebieskim jest dokładnie zakryta

krzywą B naniesioną w kolorze czerwonym, wg zależności (4.15).

estymatorem funkcji korelacji własnej jest tutaj funkcja wynikająca z przemnożenia zani-
kającej wykładniczo sinusoidy i rosnącej funkcji  CT-τ(T-τ), co w tym przypadku zmniejsza
szybkość zanikania sinusoidy i zmienia jej charakter zmian w czasie – nie jest to już czysto wy-
kładnicze zanikanie.

Na rys. 4.3 pokazano przebieg sygnału y(t) (4.1) (kolor niebieski) i przebieg jego funkcji ko-
relacji własnej Ryy,T-τ (kolor czerwony), dla T = 1 s. Widać na nim, że funkcja autokorelacji wol-
niej zanika niż sygnał y(t), ma mniejszy współczynnik tłumienia.

Rys.4.3
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W następnym rozdziale sprawdzimy otrzymane wyniki z całkowania (wyniki analityczne),
metodami stosowanymi w praktyce – komputerowymi metodami sumacyjnymi.

Rys.4.4.

Przebieg tłumionej sinusoidy (kolor niebieski). Współczynnik tłumienia ζ = 0.3, amplituda A = 1, faza

początkowa φ = 0. Krzywa wykładnicza (kolor czerwony) jest styczna w punkcie 

φ = 90 stopni, ale sinusoida ma maksimum lokalne w punkcie dla φ = arccosζ = 72.542 stopnia. 

Analityczne krzywe na rys.4.4  i na rys.4.5 są obliczone w N = 1001 punktach.

Rys.4.5.

Przebieg funkcji autokorelacji dla tłumionej sinusoidy z rys.4.4. Wartość maksymalna funkcji autokorelacji

Ryy(0) = 0.346, faza tej funkcji wyrażonej za pomocą tłumionej sinusoidy wynosi φ = 72.542 stopnia. 

Rozwiązania całek  C12 i C2 dla dowolnych wartości T

całki C12 i C2 zostały wyżej rozwiązane dla przypadku bardzo upraszczającego postać wyniku,
dla przypadku, gdy T = k ·Tokr . to uproszczenie nie wprowadziło jednak widocznych błędów



w obliczeniach pokazanych na rys.4.2. W tym konkretnym przykładzie wyniki liczbowe różnią
się dopiero od czwartej cyfry znaczącej.
Dla uproszczenia zapisu i zwiększenia przejrzystości wzorów przyjmiemy oznaczenia 

λ = ζ ω0 i ω = ωd

przy tym zapisie całka 

(4.11)

i ta całka ma decydujące znaczenie w analitycznej postaci wzoru funkcji autokorelacji.
Wyprowadzony wzór dla całki C12 , dla dowolnej wartości T , ma postać:

(4.12)

gdzie 

Wartość  pod pierwiastkiem w mianowniku jest tak duża, w stosunku do wartości w liczniku,
że ta całka jest pomijalna w stosunku do całki C11, dla typowych danych pomiarowych.
całka  C2 dla dowolnej wartości T ma postać:

(4.13)

ta wartość też jest pomijalnie mała w stosunku do całki  C11.

Wstawiając te wartości do wyżej wyprowadzonego wzoru na wartość funkcji korelacji włas-
nej otrzymujemy zależność:

(4.14)

Wyrażenie  typu możemy przedstawić w innej postaci:
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gdzie

W naszym przypadku 

(4.15)

Wstawiając do powyższego wzoru odpowiednie wyrażenia  C11, C12 i C2 otrzymujemy wzór
do oceny amplitudy B. możemy zbadać czy amplituda  B jest niezależna od przesunięcia τ, czy
zależy od  τ i w jaki sposób.

jeżeli wstawimy wyrażenia  C11, C12 i C2 według wzorów (4.11), (4.12) i (4.13), gdzie górna
granica całkowania jest stała i wynosi T ,  jak to jest w proponowanej metodzie obliczania funk-
cji autokorelacji, to wszystkie te wyrażenia są wielkościami stałymi, niezależnymi od  τ i am-
plituda  B jest stała. W otrzymanej funkcji autokorelacji zostaje zachowany współczynnik
tłumienia  ζ sygnału drgań.

jeżeli w wyrażeniach  C11, C12 i C2 wstawimy zamiast stałej T zmienną granicę całkowa-
nia T - τ ,  tak jak to jest w klasycznej metodzie obliczania funkcji autokorelacji, to amplituda
B jest wielkością  zależną od przesunięcia  τ . Na rys.4.2 naniesiono dla przykładu kolorem czer-
wonym amplitudę  B w funkcji przesunięcia  τ , dla podanych wartości  A, f  i ζ .

Dla sygnału analitycznego nieskończonego (całka (4.5)) otrzymujemy funkcję korelacji włas-
nej w postaci:

gdzie

Wyrażenie i dlatego obli-

czona funkcja korelacji własnej  zachowuje współczynnik tłumienia  ζ sygnału ana-

lizowanego  y(t).
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5. teStoWaNIe metoDy Na DaNycH cyFRoWycH

W praktyce całkowanie musimy zastąpić sumowaniem. to może wprowadzić poważne
zmiany w dokładności obliczeń. Dlatego niżej przytoczymy przykładowe wyniki obliczeń wy-
konanych na spróbkowanych sygnałach drgań modelowych i rzeczywistych.

Do tych analiz użyjemy opracowany w Instytucie lotnictwa program aNDat [10,11,12] do
analizy modalnej drgań struktury samolotu w locie.

Najpierw sprawdzimy dokładność obliczeń na omawianym wyżej analitycznym sygnale mo-
delowym y(t) (4.1), po jego spróbkowaniu.

Rys.5.1. 

U góry sygnał (4.1) (kolor niebieski) przykryty krzywą (kolor czerwony), otrzymaną na podstawie obliczonych

parametrów: fd , ζ , A i φ ( w drugim przybliżeniu), bez obliczania funkcji korelacji własnej. 
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metoDa  pRopoNoWaNa  (sygnał modelowy)

Rys.5.2. 

U góry sygnał modelowy (4.1), niżej estymata jego funkcji korelacji własnej (kolor niebieski) obliczona

proponowaną metodą (3.1), przykryta krzywą (kolor czerwony) wykreśloną na podstawie obliczonych

parametrów tej estymaty za pomocą programu ANDAT_A_acp do obliczeń parametrów modalnych badanego

sygnału na podstawie jego funkcji korelacji własnej. Amplituda sygnału pierwotnego A = 1 uległa

zmniejszeniu do wartości 0.3168 – do wartości obliczonej analitycznie (punkt początkowy krzywej czerwonej

na rys. 4.1). Faza teoretyczna 1.5558 rad , wynik analizy: 1.517. Sygnał pierwotny został spróbkowany

z częstotliwością  fpr=1024 próbki/s.
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metoDa  KlaSyczNa:  matlab  (sygnał modelowy)

Rys.5.3. 

U góry sygnał modelowy (4.1), niżej estymata jego funkcji korelacji własnej (kolor niebieski), obliczona

metodą klasyczną: (2.3), (2.7), przykryta krzywą (kolor czerwony) wykreśloną na podstawie obliczonych

parametrów tej estymaty za pomocą programu ANDAT1unb do obliczeń parametrów modalnych badanego

sygnału na podstawie jego funkcji korelacji własnej. Amplituda sygnału pierwotnego A = 1 uległa

zmniejszeniu do wartości 0.2142, (wartość obliczona analitycznie, wg wzoru (2.7) wynosi 0.2161). Faza

teoretyczna 1.5558 rad , wynik  analizy: 1.531.  Sygnał  pierwotny został spróbkowany z częstotliwością

fpr=1024 próbki/s.  Wartość  współczynnika  tłumienia  została  zaniżona , z wartości 0.015 do 0.003678 !!!
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metoDa  KlaSyczNa: b&K  (sygnał modelowy)

Rys.5.4. 

U góry sygnał modelowy (4.1), niżej estymata jego funkcji korelacji własnej (kolor niebieski), obliczona

metodą B&K (2.9), przykryta niezbyt dokładnie krzywą (kolor czerwony) wykreśloną na podstawie

obliczonych parametrów tej estymaty za pomocą programu ANDAT1B&K do obliczeń parametrów

modalnych badanego sygnału na podstawie jego funkcji korelacji własnej. Amplituda sygnału pierwotnego

A = 1 uległa zmniejszeniu do wartości 0.2246. Faza teoretyczna 1.5558 rad , wynik analizy: 1.317. Sygnał

pierwotny został spróbkowany z częstotliwością fpr=1024 próbki/s. Wartość współczynnika tłumienia

została zawyżona , z 0.015 do 0.04174 !!!, częstotliwość zamiast 10.6 Hz jest 10.95 Hz.
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metoDa  aNDat : bez obliczania funkcji autokorelacji  (sygnał modelowy)

Rys.5.5. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1000 próbek/s (kolor niebieski), sygnał nie tłumiony, o częstotliwości

10 Hz i amplitudzie 2. Niżej w kolorze czerwonym narysowana krzywa na podstawie wyników analizy

dokonanej za pomocą programu ANDAT (bez obliczania funkcji autokorelacji). Pod tą krzywą jest sygnał

modelowy w kolorze niebieskim (niewidoczny ze względu na dobrą dokładność analizy). Częstotliwość drgań

i amplituda są obliczone dokładnie. 
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metoDa pRopoNoWaNa  (sygnał modelowy)

Rys.5.6. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1000 próbek/s (kolor niebieski). Niżej naniesiono w kolorze

czerwonym wynik analizy funkcji autokorelacji sygnału modelowego (nie tłumionego). Pod tą krzywą jest

naniesiona, dla porównania, funkcja autokorelacji w kolorze niebieskim. Wyniki liczbowe świadczą

o poprawności analizy: współczynnik tłumienia jest bardzo bliski zeru (0.000003619), częstotliwość

modelowa 10 Hz, obliczona 10.05 Hz, faza teoretyczna funkcji autokorelacji 1.57 rad, obliczona 1.492 rad,

amplituda teoretyczna 2, obliczona 1.993.
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metoDa  KlaSyczNa:  matlab  (sygnał modelowy)

Rys.5.7. 

U góry ta sama krzywa modelowa, jak na poprzednim rys.5.6 (kolor niebieski). Niżej w czerwonym kolorze

narysowana krzywa na podstawie wyników analizy funkcji autokorelacji sygnału modelowego. Pod tą krzywą

narysowana, dla porównania, funkcja autokorelacji (kolor niebieski). Wyniki bardzo podobne, jak w metodzie

proponowanej – dla sygnału nie tłumionego metoda klasyczna obliczania funkcji korelacji własnej, na

podstawie skończonego odcinka drgań, zachowuje wartość współczynnika tłumienia.
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metoDa  KlaSyczNa:  b&K  (sygnał modelowy)

Rys.5.8. 

U góry sygnał modelowy, jak na rys.5.7, nie tłumiony. Niżej naniesiono kolorem czerwonym krzywą na

podstawie wyników analizy funkcji autokorelacji. Funkcja autokorelacji jest naniesiona w kolorze niebieskim

(pod krzywą czerwoną, dla wizualnego porównania). Liczbowe wyniki analizy są też poprawne, bardzo

zbliżone do wyników podanych na rys.5.7 – dla sygnału nie tłumionego ta metoda też jest dobra.
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metoDa  aNDat: bez obliczania funkcji autokorelacji  (sygnał modelowy)

Rys.5.9. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1024 próbki/s, rosnący (ujemny współczynnik tłumienia –0.02). Niżej

kolorem czerwonym naniesiono krzywą na podstawie wyników analizy krzywej modelowej. Pod tą krzywą

narysowano, dla porównania, sygnał modelowy (kolor niebieski). Współczynnik tłumienia sygnału

modelowego – 0.02, jest obliczony dokładnie. Częstotliwość drgań, amplituda początkowa i faza też są

obliczone poprawnie.
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pRopoNoWaNa  metoDa  (sygnał modelowy)

Rys.5.10. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1024 próbki/s, rosnący (ujemny współczynnik tłumienia), kolor

niebieski. Niżej krzywa czerwona narysowana na podstawie wyników analizy funkcji autokorelacji sygnału

modelowego. Pod krzywą czerwoną jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy są poprawne:

częstotliwość modelu 10 Hz, obliczona 10.04 Hz, współczynnik tłumienia krzywej modelowej –0.02, obliczony

–0.01984, faza początkowa sygnału autokorelacji, teoretyczna 1.55 rad, obliczona 1.533 rad, amplituda

wzrosła zgodnie z teorią dla funkcji korelacji własnej.
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metoDa  KlaSyczNa:  matlab  (sygnał modelowy)

Rys.5.11. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1024 próbki/s, rosnący (ujemny współczynnik tłumienia), kolor

niebieski. Niżej krzywa czerwona narysowana na podstawie wyników analizy funkcji autokorelacji sygnału

modelowego. Pod krzywą czerwoną jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy są błędne:

współczynnik tłumienia krzywej modelowej –0.02, obliczony +0.005914.

Rosnący sygnał modelowy w wyniku obliczenia jego funkcji korelacji, został zastąpiony sygnałem malejącym,

tłumionym.
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metoDa  KlaSyczNa:  b&K  (sygnał modelowy)

Rys.5.12. 

U góry sygnał modelowy, próbkowanie 1024 próbki/s, rosnący (ujemny współczynnik tłumienia), kolor

niebieski. Niżej krzywa czerwona narysowana na podstawie wyników analizy funkcji autokorelacji sygnału

modelowego. Pod krzywą czerwoną jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy są błędne:

współczynnik tłumienia krzywej modelowej –0.02, obliczony +0.005991.

Rosnący sygnał modelowy w wyniku obliczenia jego funkcji korelacji, został zastąpiony sygnałem malejącym,

tłumionym.
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metoDa  aNDat: bez obliczania funkcji autokorelacji  (sygnał modelowy)

Rys.5.13. 

U góry sygnał modelowy złożony z czterech postaci drgań, próbkowanie 1000 próbek/s (kolor niebieski). Niżej

krzywa aproksymująca naniesiona w kolorze czerwonym. Pod nią jest sygnał modelowy, narysowany dla

wizualnego porównania (kolor niebieski). 

112 RobeRt KRólIKoWSKI, FRaNcISzeK leNoRt, aNtoNI NIepoKólczycKI



metoDa  pRopoNoWaNa  (sygnał modelowy)

Rys.5.14. 

U góry sygnał modelowy złożony z czterech postaci drgań, jak na rys.5.13. Niżej naniesiona krzywa na

podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tą krzywą jest funkcja autokorelacji (kolor

niebieski). Wynik analizy lepszy niż na rys.5.13, zwłaszcza w ocenie współczynników tłumienia.
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metoDa  KlaSyczNa:  matlab  (sygnał modelowy)

Rys.5.15. 

U góry sygnał modelowy złożony z czterech postaci drgań, jak na rys.5.13. Niżej naniesiona krzywa na

podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tą krzywą jest funkcja autokorelacji (kolor

niebieski). Wynik analizy gorszy niż na rys.5.14, zwłaszcza w ocenie współczynników tłumienia postaci drgań

o częstotliwości 8 i 10 Hz, zaniżenie współczynników tłumienia.
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metoDa  KlaSyczNa:  b&K  (sygnał modelowy)

Rys.5.16. 

U góry sygnał modelowy złożony z czterech postaci drgań, jak na rys.5.13. Niżej naniesiona krzywa na

podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tą krzywą jest funkcja autokorelacji (kolor

niebieski). Wynik analizy gorszy niż na rys.5.14, zwłaszcza w ocenie współczynników tłumienia postaci drgań

o częstotliwości 8 i 10 Hz, zaniżenie współczynników tłumienia.
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metoDa  pRopoNoWaNa  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.17. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań lewego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po trawie

(kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 18.06 Hz i tłumieniu 0.01572.
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metoDa  pRopoNoWaNa  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.18. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań prawego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po

trawie (kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 18.96 Hz ze współczynnikiem tłumienia 0.0264.
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metoDa  KlaSyczNa: matlab  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.19. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań lewego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po trawie

(kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 18.10 Hz i tłumieniu 0.0142.
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metoDa  KlaSyczNa: matlab  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.20. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań prawego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po

trawie (kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 18.96 Hz ze współczynnikiem tłumienia 0.01359.
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metoDa  KlaSyczNa: b &K  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.21. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań lewego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po trawie

(kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 17.94 Hz i tłumieniu 0.01045.
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metoDa  KlaSyczNa: b &K  (sygnał rzeczywisty)

Rys.5.22. 

U góry, rzeczywisty sygnał drgań prawego statecznika poziomego samolotu I – 23 w czasie kołowania po

trawie (kolor niebieski). Niżej jego funkcja korelacji własnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor

czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametrów w drugim przybliżeniu. W tym odcinku sygnału

drgań istotna jest tylko postać drgań o częstotliwości 18.02 Hz ze współczynnikiem tłumienia 0.03328.
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6. pRzySpIeSzeNIe oblIczeŃ za pomocĄ tRaNSFoRmaty FouRIeRa

przyspieszanie obliczeń za pomocą transformaty Fouriera nie jest potrzebne do jednos-
tkowych obliczeń. Natomiast jest konieczne, jeżeli w ciągu jednej sekundy musimy obliczyć
współczynniki tłumienia kilku postaci drgań z kilkudziesięciu czujników aby sprostać wyma-
ganiom stawianym w czasie prób flatterowych w locie.

Sposób postępowania i dowód jego poprawności jest opisany w pracy  [4]. Korzystając z tych
podstaw należało tylko zmienić dane wejściowe tak, by wynik obliczeń był zgodny ze wzorem
(3.1) a nie ze wzorem (2.7).

Niżej przytaczamy rozwiązanie tego zadania zamieszczone w artykule [13].

mamy obliczyć funkcję korelacji własnej dla realizacji procesu stochastycznego y(n),

gdzie                        n = 1, 2, 3, ..., N         N = 2i,      gdzie i  jest liczbą naturalną

Definiujemy sygnał połówkowy:

yp(n) = y(n)     dla     n = 1, 2, 3, ..., N/2

yp(n) = 0         dla     n = N/2+1, ..., N

obliczamy dyskretne transformaty Fouriera:

Y(j) = FFT[y(n)]

YP(j) = FFT(yp(n)]

obliczamy iloczyn transformaty Y(j) i  transformaty sprzężonej  YP*(j):

YYYP(j) = Y(j) YP*(j) j = 1, 2, 3, ..., N

obliczamy transformatę odwrotną:

W praktyce można uśredniać powyższy iloczyn tranformat otrzymanych z kolejnych odcinków
sygnału drgań, przed dokonaniem transformacji odwrotnej.

7. WNIoSKI

1. Dotychczasowe estymaty, o udowodnionych poprawnych własnościach dla sygnałów nie-
skończonych, nie nadają się do analizy sygnałów rzeczywistych o skończonej długości.

2. W pracy udowodniono teoretycznie i udokumentowano praktycznie poprawne własności
nowej, proponowanej metody obliczania funkcji korelacji własnej na podstawie skończo-
nych odcinków drgań.



3. proponowana metoda zachowuje wartości własne modalnych postaci drgań sygnału ba-
danego. zachowuje wartości współczynników tłumienia i wartości częstotliwości włas-
nych badanego obiektu.

4. Istotą proponowanej metody jest przemnażanie odcinka drgań o stałej długości, przez
przesuwające się w funkcji czasu odcinki sygnału o tej samej, stałej długości.

5. opracowano metodę obliczania proponowanej estymaty funkcji korelacji własnej za po-
mocą szybkiej trasformaty Fouriera, w celu przyspieszenia obliczeń. przyspieszenie obli-
czeń w czasie badań w locie odporności samolotu na drgania flatterowe jest bardzo ważne
ze względu na  konieczność analizy na bieżąco.

6. przedstawiona metoda obliczania funkcji autokorelacji nadaje się do analizy drgań ros-
nących, drgań swobodnie zanikających i do analizy normalnych drgań w czasie eksploa-
tacji samolotu – do analizy bieżących własności dynamicznych samolotu.
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