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Streszczenie
W pracy przedstawiono metode obliczania estymaty funkcji autokorelacji na podstawie skon-
czonych odcinkéw drgan, ktéra zachowuje wartosci wspétczynnikéw ttumienia sygnatu drgan
i nadaje sie do analizy sygnatéw niestacjonarnych. Jest to narzedzie analizy czasowo-czestotli-
wosciowej, umozliwiajqcej badanie chwilowych wtasnosci sygnatéw niestacjonarnych.

1. WSTEP

Przepisy lotnicze [5,6] wymagaja by kazdy samolot byt odporny na drgania flatterowe. Drga-
niami flatterowymi nazywane sa wystepujace w locie samowzbudne drgania aerosprezyste
struktury samolotu. Drgania te moga spowodowac uszkodzenie lub zniszczenie samolotu.

Aby tego unikng¢, wykonuje sie teoretyczne obliczenia flatterowe, badania fizycznych modeli
flatterowych w tunelach aerodynamicznych, badania rezonansowe na ziemi i badania flatte-
rowe prototypu samolotu w locie.

Badania flatterowe w locie musza udowodni¢ i udokumentowac¢ swobode samolotu od drgan
flatterowych w catym zakresie planowanych predkosci i wysokosci lotu. Dowodem sg warto-
$ci wspotczynnikdw ttumienia postaci drgan struktury samolotu istotnych ze wzgledu na flat-
ter.

Klasyczne metody pomiaréw wspoétczynnikdw ttumienia polegaja na sztucznych wymusze-
niach drgan i analizie tych drgan w czasie lotéw z kolejno zwiekszanymi predko$ciami.

Stosuje sie wymuszenia impulsowe, harmoniczne lub stochastyczne. Wymaga to zabudowy
na samolocie dodatkowej aparatury, podnosi koszty badan i wydtuza czas badan.

W ostatnich latach udowodniono teoretycznie [1,7,8], Ze impulsowa odpowiedz obiektu ba-
danego moze by¢ zastgpiona funkcjg korelacji wtasnej sygnatu drgan wymuszonych stocha-
stycznie. Zaktadajac, ze drgania skrzydet lub usterzenia samolotu w czasie lotu maja charakter
drgan wymuszonych stochastycznie, mozna ocenia¢ wspétczynniki ttumienia analizujac esty-
maty funkcji korelacji wtasnej (autokorelacji).

W badaniach zawsze uzyskujemy skonczone sygnaty drgan i na ich podstawie mozemy ob-
liczy¢ pewne przyblizenia, czyli estymaty funkcji autokorelacji. Dow6d mozliwosci zastapienia
odpowiedzi impulsowej funkcjg autokorelacji zostat przeprowadzony dla nieskonczonego syg-
natu drgan.
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Istniejace w literaturze metody obliczania estymaty autokorelacji byty opracowane dla syg-
natéw stacjonarnych. Jednak metody te zmieniaja warto$ci wspotczynnikéw ttumienia pier-
wotnego sygnatu drgan rzeczywistych.

Celem niniejszej pracy byto opracowanie takiej metody obliczania estymaty autokorelacji
na podstawie skoniczonych odcinkéw drgan, ktéra zachowuje wartosci wspotczynnikow thu-
mienia sygnatu drgan i nadaje sie do sygnatéw niestacjonarnych. Oprocz sygnatéw stacjonar-
nych moga to by¢ sygnaty swobodnie zanikajgce lub sygnaty rosnace. Jest to narzedzie nadajgce
sie do tzw. analizy czasowo-czestotliwos$ciowej, badajacej chwilowe wtasnosci sygnatéow nie-
stacjonarnych.

W nastepnych rozdziatach zostang przedstawione teoretyczne przyczyny btedéw oblicza-
nia wspotczynnikow ttumienia na podstawie przebiegu estymaty funkcji autokorelacji wyzna-
czanej istniejgcymi metodami. Beda tez przytoczone przyktady obliczen ttumienia za pomoca
réznych estymat funkcji autokorelacji.

2. KLASYCZNE METODY OBLICZANIA FUNKC]JI KORELAC]I WLASNE]

Metoda podstawowa

W pracy [1] przytoczono powszechnie stosowane wzory do obliczania funkcji korelacji dla
stacjonarnych ergodycznych proceséw stochastycznych za pomocg jednej realizacji procesu
stochastycznego dostatecznie dtugiej w czasie.

Funkcje korelacji wtasnej procesu y(t) wyznacza sie ze wzoru:

gdzie

(2.2)

Stwierdzono tez tam, Ze w praktyce stosuje sie przyblizone wzory sumacyjne:

gdzie

(2.4)

Proces stacjonarny ma statg wartos¢ $rednig m,, w funkcji czasu i statg wariancje w funkcji
czasu. Proces stacjonarny jest ergodyczny gdy Srednie po czasie sg rowne Srednim po zbiorze
realizacji procesu stochastycznego.
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W cytowanej pracy [1] zaznaczono, ze obliczenia ze wzoréw sumacyjnych (obliczenia kom-
puterowe) sg pewnymi przyblizeniami funkcji autokorelacji. Wymagania dotyczace doktadno-
$ci obliczen beda omawiane w dalszej czesci tej pracy.

Metody podane w MATLAB-ie

W tym zbiorze programoéw do obliczenn komputerowych [2] mozna wybra¢ kilka metod ob-
liczania funkcji autokorelacji. Dla stacjonarnego procesu stochastycznego, o wartosciach rze-
czywistych, okreslono funkcje autokorelacji w postaci:

gdzie oco<n<+o

E{} jest operatorem wartos$ci oczekiwane;j.

Dla proceséw skonczonych, z jakimi mamy do czynienia w praktyce, dla przesunie¢ I do-
datnich, jest podany wzor:

(2.6)

gdzie n=12,.,N; =012, ..N-1

Ta posta¢ wzoru jest traktowana jako standardowa, domys$lna (ang. default).
Jako estymator nieobcigzony (ang. unbiased) funkcji autokorelacji nazwano wzoér:

Jako etymator obcigzony (ang. biased) jest nazwany wzor:

Aby otrzymac¢ znormalizowang warto$¢ estymatora funkcji autokorelacji nalezy podzieli¢
wyniki obliczen przez pierwsza wartos¢, czyli przez Ryy(O). W tym przypadku estymata funk-
cji autokorelacji zaczyna sie od wartosci 1.

Metoda stosowana w analizatorze drgan firmy B&K
W instrukcji uzytkowania [3] dwukanatowego analizatora sygnatéow firmy B&K Type 2034
przyjeto nastepujgce zasady obliczania funkcji autokorelacji:

gdzie
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F1jest operatorem odwrotnej transformaty Fouriera,

W}, jest funkcjg wagi,

gdzie

Tak obliczona funkcja autokorelacji Ryy(n ) jest normalizowana i przyjmowana za poprawne
przyblizenie wspo6tczynnika autokorelacji dla warto$ci wskaznika n zawartych w zakresie:

0<n<N/2-1

Obliczajac dalej, dla punktéw N/2<ns<N otrzymaliby$Smy zwierciadlane odbicie warto$ci
funkcji korelacji wlasne;j: Ryy(N/Z-i) = Ryy(N/2+i) dla i=1,23,..,N/2.

Nizej przedstawiamy na rysunkach zasady obliczen wedtug przytoczonych wyzej wzorow
dla przyktadowej funkcji y(t) = exp(-At).

Rys.2.1.
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Rys.2.1. Zasady obliczen nieobciqzonej estymaty funkcji korelacji wtasnej wg MATLAB-a, wzor (2.7), gdzie
t=1At, T=N At. Zmiana zakresu catkowania (lub sumowania iloczynéw) powoduje zmiane wspétczynnika
ttumienia A obliczonej funkcji Ryy( 1), poniewaz wzér (2.7) zostat opracowany dla sygnatéw y(t) stacjonarnych.
Kolorem niebieskim naniesiono sygnaty (t) w przedziale czasu T. Kolorem czerwonym pokazano sygnaty (t)
przesuniety w prawo o wartosc t.

Podobnie jest obliczana funkcja korelacji wtasnej wg wzoru (2.1). Réznica polega na odjeciu od sygnatu y(t),
przed obliczeniami, jego wartosci Sredniej, wg wzoru (2.2). Centralny moment drugi (2.1) mozna tez obliczy¢
z niecentralnego momentu drugiego (2.7) poniewaz zachodzi zaleznos¢ [1]:

Ryylcentr(l) :Ryy,niecentr(l) - myz-

Rys.2.2.

Zasady obliczania funkcji korelacji wtasnej wg firmy B&K, wzér (2.9). Wzér ten jest rownowazny sumowaniu
iloczynéw funkcji y(t) i przesunietej funkcji y(t) o wartos§¢ t, w przedziale T=const. Przyjeto
Tmax= (N/2 = 1)At, poniewaz Ryy(N/2+i) = Ryy(N/Z-i) dlai=1223,..,N/2. Te witasnosci wynikajq z wtasnosci
szybkiej transformaty Fouriera. Miedzy innymi, w zasadach przyjetych w tych obliczeniach jest zatoZenie, ze
funkcja y(t) jest funkcjq okresowq o okresie T, okreslong w przedziale -0 < t < + 0. Dla sygnatu y(t)
niestacjonarnego, tak okreslona funkcja autokorelacji nie zachowuje wspétczynnika ttumienia A
Przyktadowe wyniki obliczen funkcji korelacji wtasnej wg wzorow (2.1), (2.7), (2.9) sq zamieszczone
wrozdziale 5.

3. PROPONOWANA METODA OBLICZANIA FUNKC]JI KORELAC]I WLASNE]

Mozliwo$¢ zastapienia odpowiedzi impulsowej funkcja korelacji wtasnej jest waznym za-
gadnieniem w czasie badan flatterowych w locie. Za pomoca funkcji autokorelacji mozna oce-
ni¢ odporno$¢ samolotu na niebezpieczne drgania struktury samolotu w locie na podstawie
mierzonych drgan w normalnym locie, bez specjalnych, dodatkowych urzadzen do wymusza-
nia drgan.

Zastosowanie tej metody wymaga jednak sprawdzenia teoretycznego i praktycznego, czy
stosowane obecnie estymaty funkcji korelacji wiasnej zachowujgq warto$ci wspétczynnikow
ttumienia badanego obiektu.

Watpliwosci wynikajg z tego powodu, Ze dowdd przeprowadzono [7,8] dla nieskonczenie
dtugiego sygnatu drgan. Funkcja korelacji wtasnej takiego sygnatu zachowuje czestotliwosci
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i wspotczynniki ttumienia modalne badanego obiektu. W praktyce mamy jednak zawsze po-
mierzone skoniczone odcinki drgan. Estymaty funkcji autokorelacji takich sygnatéw zmieniaja
wspotczynniki ttumienia, co bedzie pokazane teoretycznie i praktycznie w dalszych rozdzia-
tach. Wtasnie wyniki naszych obliczen praktycznych na sygnatach modelowych, o znanych
wspotczynnikach thtumienia, wykazaty jednoznacznie, Ze istniejace estymaty autokorelacji wno-
sza btedy metodyczne, zwigzane jednoznacznie z poszczegdlnymi estymatami.

Analiza rzeczywistych sygnatéw drgan wnosi dodatkowo btedy wynikajace z btedéw po-
miarowych i z tego powodu, Ze wymuszenia w czasie normalnego lotu nie s3 $cisle stacjonar-
nym bialym szumem.

Aby wyeliminowa¢ btedy metodyczne oceny wspétczynnikéw ttumienia za pomocq istnie-
jacych estymat, proponujemy nowa estymate funkcji korelacji wtasnej. Opisowo, polega to na
tym, Ze majac pomierzony i sprébkowany odcinek drgan, bierzemy pierwsze N/2 prébek i prze-
suwamy nad catym odcinkiem. Po kazdym przesunieciu o jedng prébke, mnozymy wartos$ci
przypadajacych na siebie probek i sumujemy od 1 do N/2 iloczynéw. Otrzymang sume dzielimy
przez N/2.

Przy zerowym przesunieciu otrzymujemy pierwszy punkt estymaty autokorelacji R, ,(0). Punk-
ty przesuwanego odcinka o liczno$ci N/2 byty doktadnie nad pierwsza potowa catego odcinka.

Ostatni punkt proponowanej estymaty otrzymujemy gdy przesuwany odcinek znajduje sie
doktadnie nad drugg potowg catego odcinka drgan (R,,,,).

Dla N punktowego wektora sygnatu drgan otrzymujemy N/2+1 punktéw estymaty funkcji au-
tokorelacji (gdy N jest parzyste).

Uwzgledniajac wtasnosci konkretnego sygnatu, mozna dtugos¢ przesuwanego odcinka
zwiekszy¢. Wtedy otrzymamy mniejszy odcinek funkcji autokorelacji. | odwrotnie, zmniejsza-
jac dtugo$¢ odcinka przesuwanego, zwiekszymy dtugos$¢ otrzymanej funkcji autokorelacji.

Jezeli uzyjemy szybkiej transformaty Fouriera (FFT) do obliczania funkcji autokorelacji, to
N powinno spetniaé¢ warunek: N =2", gdzie m jest liczba naturalna.

Proponowang estymate funkcji korelacji wtasnej mozna zapisa¢ w postaci sumacyjne;j:

(3.1)

gdzie n=123.,N 1=012.,N/2

lub w postaci catkowe;j:

(3.2)

gdzie y(t) jest sygnatem rzeczywistym w przedziale _

Oznaczenia przyjete w rdwnaniu (3.2) pokazano na rys. 3.1.
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Rys. 3.1.
Przyktad zasad obliczania funkcji korelacji wtasnej dla funkcji y(t) = exp(-At). Kolorem niebieskim jest
narysowana funkcja y(t). Kolorem czerwonym naniesiono pierwszq potowe sygnatu y(t), przesuwanq wzdtuz
osi czasu. Pierwszy punkt funkcji autokorelacji otrzymujemy dla © =0, a ostatnidla t=T.

Rys. 3.2.
Przyktad zasad obliczania funkcji korelacji wiasnej dla funkcji y(t) = exp(-At), za pomocq szybkiej
transformaty Fouriera (FFT). Kolor niebieski: funkcja okresowa y(t) o okresie 2T, kolor czerwony: funkcja
okresoway(t) od 0 do T, uzupetniona zerami od T do 2T.

4. TEORETYCZNY DOWOD POPRAWNOSCI PROPONOWANE] METODY

W trakcie dowodu, ze funkcja korelacji wtasnej moze zastapi¢ nieznang funkcje odpowiedzi
impulsowej badanego obiektu, wystgpita potrzeba obliczenia catki nieskonczonej (od 0 do +o0)
z iloczynu dwu odpowiedzi impulsowych. Wynikiem tego dziatania byta odpowiedz impulsowa
zachowujgca modalne warto$ci wiasne (czestotliwo$¢ i wspoétczynnik ttumienia).

Udowodnimy, ze proponowany estymator catkowy (3.2) tez zachowuje warto$ci wtasne,
nawet na podstawie skonczonego sygnatu drgan.
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Przyjmujemy odpowiedZ impulsowa w postaci:

I 1

gdzie:

A - amplituda drgan,

¢ — wspotczynnik ttumienia wiskotycznego,

w(~ czestotliwos¢ drgan whasnych uktadu badanego bez ttumienia,

wq- czestotliwos¢ drgan wlasnych uktadu z thumieniem, @, = @, 1-¢ :

Rownanie (3.2) mozemy zapisa¢ w postaci:

R, (@)= [ 30 y(e+7)-dr =

= %jﬂ Aexp(—Cw,t)sin(w,t) - Aexp(—Cw, (¢ +1))sin(w, (¢t +7))dt =

= A?zexp(—cja)or) T exp(—24@y)| sin’(,7) +sin(w,t) cos(w, 1) sin(w,7) |d =
- ATZeXp(—g“a)or) cos(,T) } exp(—2Lw,t)sin®(w, t)dt +
+A7zexp(—§a)or)sin(a)dr) j exp(—2L@,t)sin(w, ) cos(w,t)dt =

= C, exp(—Cw,r)cos(w,r) + C, exp(—Lw,t)sin(w,7)

gdzie
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Catka

Dla T= kTO kr= k2n/2w d k=1,23,. calka

_ A_2 z ~ o cw, [l — eXp(-zgon]
C, = 7 ,'L exp(—24myt)cos(m t)dt = A 4T[a)§ + (é’a)o)z]

Dla T= kTO kr= k2n/2w d k=1,23,. catka

A wiec

R, +(7) = (G, — Cpp) exp(—{w,7) cos(@,7) + C, exp(—fo,r) sin(@,7) =
{ 1-exp(-26m) Sy [1—exp(-24w,T)]
e 2ol R oo A
4w, 4T I:a)s +(é’a)0)2]
g @all-exp(-26o,1)]
aT| @} +(Sw,) |
, 1—exp(-2{w,T)
— g2 - PR 5% J
4ol | @) + (G, |
, O [l—exp(—Zé’wOT )] .
—4r 4 T o0 M axp(— =
Tk p(—¢@,7)sin(a,7 + ¢)

= A \1-¢* w exp(—(w,7)sin(@,T + @)
4lw,T

}exp(é’ w,r)cos(w,T)+

exp(~C@,r)sin(@,7) =

exp(—(w,7) [a)j cos(w,7) + o ,lo, sin(o dz')] =
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Otrzymany wynik mozemy zapisa¢ w postaci:

gdzie stala C wyraza sie wzorem:

(4.3)
Z powyzszej zalezno$ci wynika, ze
a wiee: I (4.4

Formalnie, moZemy w otrzymanym wzorze (4.2) czas oznaczy¢ literg t zamiast 7. Widzimy,

Ze obliczona, zgodnie z proponowang metoda, estymata funkcji autokorelacji Ryy, 1(t) jest swo-
bodnie zanikajacym sygnatem o tej samej warto$ci wspétczynnika ttumienia ¢ i o tej samej
wartos$ci czestotliwosci wlasnej w4, jak w sygnale przetwarzanym y(t).
Staty wspoétczynnik A zostat zastagpiony przez stata C, a faza ¢ = 0 na poczatku sygnatu, zos-
tata zastgpiona zgodnie ze wzorem (4.4): dla sygnatu nie ttumionego, gdy ¢ = 0, faza tej sinu-
soidy wynosi /2 rad. Sinusoida niettumiona jest zamieniana na cosinusoide niettumiong,
zgodnie z teoria.

Nalezy tu podkresli¢, Ze otrzymaliémy poprawny wynik, czyli zachowanie warto$ci wias-
nych dla skoniczonego sygnatu odpowiedzi impulsowej: dla sygnatu niestacjonarnego.

Wzér (4.4) moéwi nam, ze faza poczatkowa funkcji korelacji wtasnej jest jednoznacznie za-
lezna od wspotczynnika tltumienia. Dla sygnatu y(t) zanikajacego, sygnat autokorelacji zaczyna
sie swojg warto$cig maksymalna. Przyktadowo, dla ¢ = 0.015, funkcja autokorelacji wyrazona
za pomoc3 funkcji sin zaczyna sie od fazy poczatkowej ¢ = 1.5558 rad. Dla sygnatu y(t) ros-
nacego, jego funkcja autokorelacji nie zaczyna sie warto$cig maksymalng (ta funkcja tez jest
funkcja rosnacg). Na przyktad, dla ¢ =-0.015 faza poczatkowa ¢ = 1.5858 rad. Taki sam wzdr
(4.4) otrzymano [9] poszukujgc potozenia punktéw maksymalnych zanikajacej wyktadniczo
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funkcji sin (patrz rys.4.4). Ttumiona sinusoida o fazie poczatkowej ¢ = 0 ma pierwsze maksi-
mum dla fazy ¢ = arccos {. Kolejne maksima przypadaja w punktach ¢ +n-2m, n=1,2,3,..

Wracajac do wyprowadzonego wzoru analitycznego na funkcje korelacji wlasnej (4.2), nizej
przedstawiamy (Rys.4.1) przyktadowy przebieg sygnatu zanikajacego (4.1) i jego funkcji ko-
relacji whasnej, dla A=1, { =0.015 i fz=fp=10.6 Hz.

Rys.4.1

DlaT=1s obliczamy funkcje autokorelacji (kolor czerwony) tylko w przedziale 0<t<T/2.
Wartos$¢ wspotczynnika thumienia i czestotliwo$¢ f; sygnatu autokorelacji sa takie same jak
sygnatu y(t). Nastapita zmiana amplitudy i fazy poczatkowej. Na podstawie analizy wzoru (4.1),
mozna stwierdzi¢, ze dla (=0 i A =2 amplituda funkcji autokorelacji pozostaje taka sama:
C = 2. Ogdlnie, dla amplitud A wiekszych od 2, amplitudy autokorelacji sa powiekszane, zgod-
nie ze wzorem (4.2) a mniejsze od 2 sg zmniejszane. To jest cecha pozytywna funkcji autoko-
relacji, bo utatwia to dekompozycje ztozonego sygnatu odpowiedzi impulsowej, lub innych
swobodnie zanikajgcych sygnatéw i sygnatu drgan w czasie normalnej eksploatacji samolotu
w locie. Szum biaty jest praktycznie catkowicie usuwany, funkcja autokorelacji jest , gtadsza” od
pierwotnego sygnatu drgan.

Zajmiemy sie teraz zastosowaniem proponowanej metody obliczania funkcji korelacji wtas-

nej dla zanikajgcego sygnatu o nieskorniczonej dtugosci, gdy T—+o0.
Zajmiemy sie catka:

(4.5)

gdzie y(t) jestsygnatem (4.1).

Wynikiem obliczen jest wyrazenie:
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(4.6)

a wiec

(4.7)

czyli

gdzie Cyy = const

Widzimy wiec, Ze proponowana metoda obliczania funkcji korelacji wtasnej przeksztatca
nieskonczony zanikajgcy wyktadniczo sygnat na sygnat nieskonczony o tej samej czestotliwo-
$ciio tym samym wspoétczynniku ttumienia.

Jezeli przyjmiemy ten sam sygnat (4.1), okreslony w przedziale skonczonym 0<t<T,i obli-
czymy za pomoca stosowanego obecnie ,nieobcigzonego” estymatora funkcji autokorelacji
(2.1) lub (2.7), tzn. obliczymy catke

(4.8)
to otrzymamy wynik w postaci
(4.9)
gdzie wyrazenie
(4.10)

nie jest statg a zalezy od czasu przesuniecia 7.

Przebieg w czasie tej wielkosci dla typowych parametréw jest pokazany nizej.



96 ROBERT KROLIKOWSKI, FRANCISZEK LENORT, ANTONI NIEPOKOLCZYCKI

Rys.4.2
gdzie t jest czasem przesuniecia T, a C = C_(T-t). Wykres ten zostat sporzqdzony
dla parametréw: A = 1, { = 0.015, f=10.6 Hz. Krzywa C w kolorze niebieskim jest doktadnie zakryta
krzywa B naniesionqg w kolorze czerwonym, wg zaleznosci (4.15).

Estymatorem funkcji korelacji wtasnej jest tutaj funkcja wynikajgca z przemnozenia zani-
kajgcej wyktadniczo sinusoidy i rosngcej funkcji Cp..(T-7), co w tym przypadku zmniejsza
szybkos¢ zanikania sinusoidy i zmienia jej charakter zmian w czasie - nie jest to juz czysto wy-
ktadnicze zanikanie.

Na rys. 4.3 pokazano przebieg sygnatu y(t) (4.1) (kolor niebieski) i przebieg jego funkcji ko-

relacji wtasnej Ryy, - (kolor czerwony), dla T=1 s. Wida¢ na nim, ze funkcja autokorelacji wol-
niej zanika niz sygnat y(t), ma mniejszy wspotczynnik thumienia.

Rys.4.3
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W nastepnym rozdziale sprawdzimy otrzymane wyniki z catkowania (wyniki analityczne),
metodami stosowanymi w praktyce - komputerowymi metodami sumacyjnymi.

Rys.4.4.
Przebieg ttumionej sinusoidy (kolor niebieski). Wspotczynnik ttumienia { = 0.3, amplituda A = 1, faza
poczqtkowa ¢ = 0. Krzywa wyktadnicza (kolor czerwony) jest styczna w punkcie
@ = 90 stopni, ale sinusoida ma maksimum lokalne w punkcie dla ¢ = arccos{ = 72.542 stopnia.
Analityczne krzywe na rys.4.4 ina rys.4.5 sq obliczone w N = 1001 punktach.

Rys.4.5.
Przebieg funkcji autokorelacji dla ttumionej sinusoidy z rys.4.4. Wartosé maksymalna funkcji autokorelacji
Ryy( 0) = 0.346, faza tej funkcji wyrazonej za pomocq ttumionej sinusoidy wynosi ¢ = 72.542 stopnia.

Rozwigzania catek C;,i Cy dla dowolnych wartosci T

Catki C1,1Cy zostaty wyzej rozwigzane dla przypadku bardzo upraszczajgcego posta¢ wyniku,
dla przypadku, gdy T = k T,,-. To uproszczenie nie wprowadzito jednak widocznych btedéw
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w obliczeniach pokazanych na rys.4.2. W tym konkretnym przyktadzie wyniki liczbowe r6znia
sie dopiero od czwartej cyfry znaczacej.
Dla uproszczenia zapisu i zwiekszenia przejrzystosci wzoréw przyjmiemy oznaczenia

A=l wy i w=wg

Przy tym zapisie catka

(4.11)

i ta catka ma decydujace znaczenie w analitycznej postaci wzoru funkcji autokorelacji.
Wyprowadzony wzér dla catki C7,, dla dowolnej wartosci T, ma postac:

(4.12)

gdzie

Warto$¢ pod pierwiastkiem w mianowniku jest tak duza, w stosunku do wartosci w liczniku,
ze ta catka jest pomijalna w stosunku do catki €y ¢, dla typowych danych pomiarowych.
Catka C, dla dowolnej wartosci T ma postac:

(4.13)

Ta warto$¢ tez jest pomijalnie mata w stosunku do catki ;7.

Wstawiajac te warto$ci do wyzej wyprowadzonego wzoru na warto$¢ funkcji korelacji wlas-
nej otrzymujemy zalezno$¢:

(4.14)

Wyrazenie typu mozemy przedstawi¢ w innej postaci:
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gdzie

W naszym przypadku
(4.15)

Wstawiajac do powyzszego wzoru odpowiednie wyrazenia €77, C;1 Cy otrzymujemy wzor
do oceny amplitudy B. Mozemy zbada¢ czy amplituda B jest niezalezna od przesuniecia 7, czy
zalezy od 7 iw jaki sposob.

Jezeli wstawimy wyrazenia Cy1, C1»i Cy wedtug wzoréw (4.11), (4.12) i (4.13), gdzie gérna
granica catkowania jest statai wynosi T, jak to jest w proponowanej metodzie obliczania funk-
cji autokorelacji, to wszystkie te wyrazenia sa wielko$ciami statymi, niezaleznymi od 7 iam-
plituda B jest stala. W otrzymanej funkcji autokorelacji zostaje zachowany wspotczynnik
ttumienia ¢ sygnatu drgan.

Jezeli w wyrazeniach Cyy, Cyp 1 Cy wstawimy zamiast statej T zmienng granice catkowa-
nia T -7, takjak to jest w klasycznej metodzie obliczania funkcji autokorelacji, to amplituda
Bjest wielkosScig zalezng od przesuniecia 7. Na rys.4.2 naniesiono dla przyktadu kolorem czer-
wonym amplitude B w funkcji przesuniecia 7, dla podanych wartosci 4, f1i ¢.

Dla sygnatu analitycznego nieskoniczonego (catka (4.5)) otrzymujemy funkcje korelacji wtas-
nej w postaci:

Gdzie

Wyrazenie i dlatego obli-

czona funkcja korelacji wtasnej - zachowuje wspotczynnik ttumienia ¢ sygnatu ana-

lizowanego y(t).
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5. TESTOWANIE METODY NA DANYCH CYFROWYCH

W praktyce catkowanie musimy zastgpi¢ sumowaniem. To moze wprowadzi¢ powazne
zmiany w doktadno$ci obliczen. Dlatego nizej przytoczymy przyktadowe wyniki obliczen wy-
konanych na sprobkowanych sygnatach drgan modelowych i rzeczywistych.

Do tych analiz uzyjemy opracowany w Instytucie Lotnictwa program ANDAT [10,11,12] do
analizy modalnej drgan struktury samolotu w locie.

Najpierw sprawdzimy doktadno$¢ obliczen na omawianym wyzej analitycznym sygnale mo-
delowym y(t) (4.1), po jego sprébkowaniu.

Rys.5.1.
U géry sygnat (4.1) (kolor niebieski) przykryty krzywaq (kolor czerwony), otrzymang na podstawie obliczonych
parametrow: fd, {, Ai @ (w drugim przyblizeniu), bez obliczania funkcji korelacji wtasnej.
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METODA PROPONOWANA (sygnat modelowy)

Rys.5.2.

U gory sygnat modelowy (4.1), nizej estymata jego funkcji korelacji wtasnej (kolor niebieski) obliczona
proponowanq metodq (3.1), przykryta krzywq (kolor czerwony) wykreslong na podstawie obliczonych
parametrow tej estymaty za pomocq programu ANDAT_A_acp do obliczert parametréw modalnych badanego
sygnatu na podstawie jego funkcji korelacji wtasnej. Amplituda sygnatu pierwotnego A = 1 ulegta
zmniejszeniu do wartosci 0.3168 - do wartosci obliczonej analitycznie (punkt poczqtkowy krzywej czerwonej
na rys. 4.1). Faza teoretyczna 1.5558 rad , wynik analizy: 1.517. Sygnat pierwotny zostat sprébkowany
z czestotliwosciq fpr=1024 probki/s.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat modelowy)

Rys.5.3.

U gory sygnat modelowy (4.1), nizej estymata jego funkcji korelacji wtasnej (kolor niebieski), obliczona
metodq klasyczng: (2.3), (2.7), przykryta krzywq (kolor czerwony) wykreslong na podstawie obliczonych
parametrow tej estymaty za pomocq programu ANDAT1unb do obliczen parametréw modalnych badanego
sygnatu na podstawie jego funkcji korelacji wtasnej. Amplituda sygnatu pierwotnego A = 1 ulegta
zmniejszeniu do wartosci 0.2142, (wartos¢ obliczona analitycznie, wg wzoru (2.7) wynosi 0.2161). Faza
teoretyczna 1.5558 rad , wynik analizy: 1.531. Sygnat pierwotny zostat sprobkowany z czestotliwosciq
fpr=1024 probki/s. Wartos¢ wspétczynnika tumienia zostata zanizona, z wartosci 0.015 do 0.003678 !!!
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METODA KLASYCZNA: B&K (sygnat modelowy)

Rys.5.4.

U gory sygnat modelowy (4.1), nizej estymata jego funkcji korelacji wtasnej (kolor niebieski), obliczona
metodq B&K (2.9), przykryta niezbyt doktadnie krzywq (kolor czerwony) wykreslong na podstawie
obliczonych parametréw tej estymaty za pomocq programu ANDATI1B&K do obliczeri parametréw
modalnych badanego sygnatu na podstawie jego funkcji korelacji wtasnej. Amplituda sygnatu pierwotnego
A = 1 ulegta zmniejszeniu do wartosci 0.2246. Faza teoretyczna 1.5558 rad , wynik analizy: 1.317. Sygnat
pierwotny zostat sprébkowany z czestotliwosciq fpr=1024 probki/s. Wartos¢ wspdtczynnika ttumienia
zostata zawyzona, z 0.015 do 0.04174 !, czestotliwos¢ zamiast 10.6 Hz jest 10.95 Hz.
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METODA ANDAT : bez obliczania funkcji autokorelacji (sygnat modelowy)

Rys.5.5.
U géry sygnat modelowy, prébkowanie 1000 prébek/s (kolor niebieski), sygnat nie ttumiony, o czestotliwosci
10 Hz i amplitudzie 2. Nizej w kolorze czerwonym narysowana krzywa na podstawie wynikéw analizy
dokonanej za pomocq programu ANDAT (bez obliczania funkcji autokorelacji). Pod tq krzywgq jest sygnat
modelowy w kolorze niebieskim (niewidoczny ze wzgledu na dobrq doktadnos¢ analizy). Czestotliwos¢ drgarn
iamplituda sq obliczone doktadnie.
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METODA PROPONOWANA (sygnat modelowy)

Rys.5.6.
U géry sygnat modelowy, prébkowanie 1000 probek/s (kolor niebieski). Nizej naniesiono w kolorze
czerwonym wynik analizy funkcji autokorelacji sygnatu modelowego (nie ttumionego). Pod tq krzywq jest
naniesiona, dla poréwnania, funkcja autokorelacji w kolorze niebieskim. Wyniki liczhowe Swiadczq
0 poprawnosci analizy: wspétczynnik ttumienia jest bardzo bliski zeru (0.000003619), czestotliwos¢
modelowa 10 Hz, obliczona 10.05 Hz, faza teoretyczna funkcji autokorelacji 1.57 rad, obliczona 1.492 rad,
amplituda teoretyczna 2, obliczona 1.993.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat modelowy)

Rys.5.7.
U gory ta sama krzywa modelowa, jak na poprzednim rys.5.6 (kolor niebieski). Nizej w czerwonym kolorze
narysowana krzywa na podstawie wynikéw analizy funkcji autokorelacji sygnatu modelowego. Pod tq krzywq
narysowana, dla poréwnania, funkcja autokorelacji (kolor niebieski). Wyniki bardzo podobne, jak w metodzie
proponowanej - dla sygnatu nie ttumionego metoda klasyczna obliczania funkcji korelacji wtasnej, na
podstawie skoriczonego odcinka drgan, zachowuje wartos¢ wspétczynnika ttumienia.
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METODA KLASYCZNA: B&K (sygnat modelowy)

Rys.5.8.
U gory sygnat modelowy, jak na rys.5.7, nie ttumiony. NiZej naniesiono kolorem czerwonym krzywq na
podstawie wynikéw analizy funkcji autokorelacji. Funkcja autokorelacji jest naniesiona w kolorze niebieskim
(pod krzywq czerwong, dla wizualnego poréwnania). Liczhowe wyniki analizy sq tez poprawne, bardzo
zblizone do wynikéw podanych na rys.5.7 - dla sygnatu nie ttumionego ta metoda tez jest dobra.
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METODA ANDAT: bez obliczania funkcji autokorelacji (sygnat modelowy)

Rys.5.9.
U gory sygnat modelowy, prébkowanie 1024 prébki/s, rosnqcy (ujemny wspétczynnik ttumienia -0.02). Nizej
kolorem czerwonym naniesiono krzywq na podstawie wynikow analizy krzywej modelowej. Pod tq krzywq
narysowano, dla poréwnania, sygnat modelowy (kolor niebieski). Wspdtczynnik ttumienia sygnatu
modelowego - 0.02, jest obliczony doktadnie. Czestotliwos¢ drgan, amplituda poczqtkowa i faza tez sq
obliczone poprawnie.
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PROPONOWANA METODA (sygnat modelowy)

Rys.5.10.
U gory sygnat modelowy, probkowanie 1024 probki/s, rosngcy (ujemny wspétczynnik ttumienia), kolor
niebieski. Nizej krzywa czerwona narysowana na podstawie wynikéw analizy funkcji autokorelacji sygnatu
modelowego. Pod krzywq czerwongq jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy sq poprawne:
czestotliwos¢ modelu 10 Hz, obliczona 10.04 Hz, wspdtczynnik ttumienia krzywej modelowej -0.02, obliczony
-0.01984, faza poczqtkowa sygnatu autokorelacji, teoretyczna 1.55 rad, obliczona 1.533 rad, amplituda
wzrosta zgodnie z teoriq dla funkcji korelacji wtasnej.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat modelowy)

Rys.5.11.
U géry sygnat modelowy, prébkowanie 1024 proébki/s, rosnqgcy (ujemny wspétczynnik ttumienia), kolor
niebieski. Nizej krzywa czerwona narysowana na podstawie wynikéw analizy funkcji autokorelacji sygnatu
modelowego. Pod krzywq czerwonq jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy sq btedne:
wspétczynnik ttumienia krzywej modelowej -0.02, obliczony +0.005914.
Rosngcy sygnat modelowy w wyniku obliczenia jego funkcji korelacji, zostat zastgpiony sygnatem malejgcym,

ttumionym.
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METODA KLASYCZNA: B&K (sygnat modelowy)

Rys.5.12.
U géry sygnat modelowy, prébkowanie 1024 proébki/s, rosnqgcy (ujemny wspétczynnik ttumienia), kolor
niebieski. Nizej krzywa czerwona narysowana na podstawie wynikéw analizy funkcji autokorelacji sygnatu
modelowego. Pod krzywq czerwonq jest funkcja autokorelacji (niebieska). Wyniki analizy sq btedne:
wspdtczynnik ttumienia krzywej modelowej -0.02, obliczony +0.005991.
Rosngcy sygnat modelowy w wyniku obliczenia jego funkcji korelacji, zostat zastgpiony sygnatem malejgcym,

ttumionym.
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METODA ANDAT: bez obliczania funkcji autokorelacji (sygnat modelowy)

Rys.5.13.
U géry sygnat modelowy ztozony z czterech postaci drgan, prébkowanie 1000 prébek/s (kolor niebieski). Nizej
krzywa aproksymujgca naniesiona w kolorze czerwonym. Pod niq jest sygnat modelowy, narysowany dla
wizualnego poréwnania (kolor niebieski).
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METODA PROPONOWANA (sygnat modelowy)

Rys.5.14.
U gory sygnat modelowy ztozony z czterech postaci drgan, jak na rys.5.13. Nizej naniesiona krzywa na
podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tq krzywq jest funkcja autokorelacji (kolor
niebieski). Wynik analizy lepszy niz na rys.5.13, zwtaszcza w ocenie wspétczynnikéw ttumienia.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat modelowy)

Rys.5.15.
U gory sygnat modelowy ztozony z czterech postaci drgan, jak na rys.5.13. Nizej naniesiona krzywa na
podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tq krzywaq jest funkcja autokorelacji (kolor
niebieski). Wynik analizy gorszy niz na rys.5.14, zwtaszcza w ocenie wspétczynnikéw ttumienia postaci drgan
o czestotliwosci 81 10 Hz, zanizenie wspoétczynnikéw ttumienia.
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METODA KLASYCZNA: B&K (sygnat modelowy)

Rys.5.16.
U gory sygnat modelowy ztozony z czterech postaci drgan, jak na rys.5.13. Nizej naniesiona krzywa na
podstawie analizy funkcji autokorelacji (kolor czerwony). Pod tq krzywaq jest funkcja autokorelacji (kolor
niebieski). Wynik analizy gorszy niz na rys.5.14, zwtaszcza w ocenie wspdétczynnikéw ttumienia postaci drgan

o czestotliwosci 8110 Hz, zanizenie wspdétczynnikow ttumienia.
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METODA PROPONOWANA (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.17.
U géry, rzeczywisty sygnat drgan lewego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po trawie
(kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgarn istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 18.06 Hz i ttumieniu 0.01572.
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METODA PROPONOWANA (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.18.
U gory, rzeczywisty sygnat drgan prawego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po
trawie (kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), nhaniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgarn istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 18.96 Hz ze wspotczynnikiem ttumienia 0.0264.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.19.
U géry, rzeczywisty sygnat drgan lewego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po trawie
(kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgarn istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 18.10 Hz i ttumieniu 0.014.2.
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METODA KLASYCZNA: MATLAB (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.20.
U gory, rzeczywisty sygnat drgan prawego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po
trawie (kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgarn istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 18.96 Hz ze wspotczynnikiem ttumienia 0.01359.
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METODA KLASYCZNA: B &K (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.21.
U gory, rzeczywisty sygnat drgan lewego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po trawie
(kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), naniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgan istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 17.94 Hz i ttumieniu 0.01045.
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METODA KLASYCZNA: B &K (sygnat rzeczywisty)

Rys.5.22,
U gory, rzeczywisty sygnat drgan prawego statecznika poziomego samolotu I - 23 w czasie kotowania po
trawie (kolor niebieski). Nizej jego funkcja korelacji wtasnej (kolor niebieski) i wynik analizy tej krzywej (kolor
czerwony), haniesiony na podstawie obliczonych parametréw w drugim przyblizeniu. W tym odcinku sygnatu
drgar istotna jest tylko postac drgan o czestotliwosci 18.02 Hz ze wspotczynnikiem ttumienia 0.03328.



122 ROBERT KROLIKOWSKI, FRANCISZEK LENORT, ANTONI NIEPOKOLCZYCKI

6. PRZYSPIESZENIE OBLICZEN ZA POMOCA TRANSFORMATY FOURIERA

Przyspieszanie obliczen za pomocg transformaty Fouriera nie jest potrzebne do jednos-
tkowych obliczen. Natomiast jest konieczne, jezeli w ciggu jednej sekundy musimy obliczy¢
wspétczynniki ttumienia kilku postaci drgan z kilkudziesieciu czujnikow aby sprosta¢ wyma-

ganiom stawianym w czasie préb flatterowych w locie.

Sposo6b postepowania i dowdd jego poprawnosci jest opisany w pracy [4]. Korzystajac z tych
podstaw nalezato tylko zmieni¢ dane wej$ciowe tak, by wynik obliczen byt zgodny ze wzorem

(3.1) a nie ze wzorem (2.7).

Nizej przytaczamy rozwigzanie tego zadania zamieszczone w artykule [13].

Mamy obliczy¢ funkcje korelacji wtasnej dla realizacji procesu stochastycznego y(n),

gdzie n=1223.,N N =2, gdzie i jestliczbg naturalng

Definiujemy sygnat potéwkowy:
yp(n)=y(n) dla n=123,.,N/2
yp(n) =0 dla n=N/2+1,.,N

Obliczamy dyskretne transformaty Fouriera:
Y() = FFT[y(n)]
YP(j) = FFT(yp(n)]

Obliczamy iloczyn transformaty Y(j) i transformaty sprzezonej YP'(j):
YyypG) =Y(G) YP'(G) j=1,23.,N

Obliczamy transformate odwrotna:

W praktyce mozna usredniaé¢ powyzszy iloczyn tranformat otrzymanych z kolejnych odcinkéw

sygnatu drgan, przed dokonaniem transformacji odwrotne;j.

7. WNIOSKI

1. Dotychczasowe estymaty, o udowodnionych poprawnych wtasnosciach dla sygnatéw nie-
skoniczonych, nie nadaja sie do analizy sygnatéw rzeczywistych o skorficzonej dtugosci.

2. W pracy udowodniono teoretycznie i udokumentowano praktycznie poprawne wtasnosci
nowej, proponowanej metody obliczania funkcji korelacji wtasnej na podstawie skoniczo-

nych odcink6w drgan.
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3. Proponowana metoda zachowuje warto$ci wtasne modalnych postaci drgan sygnatu ba-
danego. Zachowuje wartos$ci wspdtczynnikéw ttumienia i warto$ci czestotliwosci wtas-
nych badanego obiektu.

4. Istota proponowanej metody jest przemnazanie odcinka drgan o statej dtugosci, przez
przesuwajace sie w funkcji czasu odcinki sygnatu o tej samej, statej dtugosci.

5.  Opracowano metode obliczania proponowanej estymaty funkcji korelacji wtasnej za po-
moca szybkiej trasformaty Fouriera, w celu przyspieszenia obliczen. Przyspieszenie obli-
czen w czasie badan w locie odpornosci samolotu na drgania flatterowe jest bardzo wazne
ze wzgledu na konieczno$¢ analizy na biezaco.

6. Przedstawiona metoda obliczania funkcji autokorelacji nadaje sie do analizy drgan ros-
nacych, drgan swobodnie zanikajgcych i do analizy normalnych drgan w czasie eksploa-
tacji samolotu - do analizy biezacych wtasnosci dynamicznych samolotu.
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