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Streszczenie

Przedstawiono wyniki symulacji pokazujace skutki stosowania okien przy
wyznaczaniu widma, za pomocg MDFT, sygnatow probkowanych niesyn-
chronicznie. Symulacje przeprowadzono dla okna prostokatnego, okna
Hanninga i zsynchronizowanego okna Hanninga. Najlepsze wyniki uzy-
skano dla zsynchronizowanego okna Hanninga, ktore pozwala w petni
wykorzysta¢ zalety MDFT wynikajace z synchronizacji funkcji bazowych
szeregu Fouriera z harmonicznymi sygnatu.

Slowa Kkluczowe: dyskretne przeksztatcenie Fouriera, przeciek widma,
okna czasowe.

Synchronization of time windows
in determination of spectrum by means
of the MDFT

Abstract

The paper presents simulation results showing effects of application of
windows when determining the spectrum by means of MDFT of signals
sampled asynchronously. Simulations were performed for a rectangular
window, Hanning window, and a synchronized Hanning window. The best
results were obtained for the synchronized Hanning window, which allows
to take full advantage of MDFT arising from synchronization of basis
functions of the Fourier series with harmonics of the signal.

Keywords: discrete Fourier Transform, spectrum leakage, time windows.

1. Wprowadzenie

Dyskretne przeksztatcenie Fouriera (ang. Discrete Fourier
Transform, DFT) jest powszechnie stosowana metoda wyznacza-
nia widma sygnaléw reprezentowanych za pomocg probek.
W przypadku gdy do analizy brana jest niecatkowita liczba okre-
sow sygnatu, na przyktad w wyniku niesynchronicznego probko-
wania, pojawia si¢ przeciek widma i zwigzane z nim znaczne
btedy. Skutki przecieku widma mozna ograniczy¢ stosujac okna
czasowe, jednak uzyskiwane wyniki nadal maja ograniczong
doktadno$¢. Bledy spowodowane sa faktem, ze przedziat usred-
niania nie obejmuje catkowitej liczby okresow sygnatu. Drugim
zrodtem bledow jest wyznaczanie probek widma dla czgstotliwo-
$ci innych niz czestotliwosci harmonicznych sygnatu. Dla lepszej
lokalizacji harmonicznych sygnatu w uzyskanym widmie stosuje
si¢ rozne interpolacje obwiedni widma (np. IFFT — Interpolated
Fast Fourier Transformation [1]). Zwigksza si¢ rozdzielczo$¢
wyznaczanego widma przez dopisywanie zerowych probek lub
stosujac algorytm chirp-Z. Jest tez inny sposoéb na uniknigcie
przecieku widma polegajacy na reprobkowaniu sygnatu w celu
uzyskania rownomiernego (synchronicznego) rozktadu probek [2].
Wadg tego rozwigzania jest potrzeba przyjecia okreslonej funkcji
interpolujacej fragmenty sygnatu nie zawsze zgodnej z jego fak-
tycznym przebiegiem.

W MDFT (modyfikowane dyskretne przeksztatcenie Fouriera)
zwigksza si¢ dokladno$¢ analizy dzigki synchronizacji funkcji
bazowych szeregu Fouriera z harmonicznymi sygnatu [3, 4].
Wyznaczane sg probki widma dla faktycznych czestotliwosci
sktadowych harmonicznych sygnalu wigc w tym przypadku meto-
dy zwiagzane z lokalizacjg harmonicznych sg zbgdne. Uzyskiwane
wyniki obarczone sg jednak bledami wynikajacymi z nieréwno-
miernego rozkladu probek we fragmencie sygnalu branym do
analizy. Bledy te mozna zmniejszy¢ stosujgc okna sygnatowe.

Przedmiotem niniejszego opracowania sa wyniki badan wptywu
stosowania okien czasowych na btad wyznaczania, za pomoca
MDFT, widma sygnatow okresowych probkowanych niesynchro-
nicznie Ocena skutecznos$ci okien odbywa si¢ na zasadzie przybli-
zonej analizy bledow oraz poréwnania wynikow symulacji. Celem
tych badan bylo okreslenie jaki wptyw na doktadno$s¢ MDFT maja
okna czasowe i w jaki sposob nalezy je stosowaé. Czgs¢ tych
wynikow byla prezentowana na konferencji SP’2014 [7]. Rozwa-
zany jest rowniez wptyw doktadnosci wyznaczenia czgstotliwosci
sygnatu na btad wyznaczenia sktadowych harmonicznych.

2. Modyfikowane dyskretne przeksztatcenie
Fouriera, MDFT

Aby unikna¢ przecieku widma do analizy DFT nalezy bra¢ ze-
staw probek obejmujacy catkowitg liczbe okres6w sygnatu, tzn.:

NT, =mT > (M

gdzie N to catkowita liczba probek, T, to okres probkowania a m
jest catkowita liczba okreséw sygnatu T.

Gdy spetiony jest warunek (1), obliczane za pomoca DFT,
probki widma odpowiadajg warto$ciom harmonicznych z pomijal-
nie matym btedem wynikajacym ze skonczonej precyzji reprezen-
tacji liczb w komputerze. Warunek (1) nie zawsze moze by¢ spet-
niony, wtedy na catkowita liczbe okresow sygnatu przypada nie-
calkowita liczba okreséw probkowania N’, tzn.:

N'T,=mT- @

W takim przypadku pulsacja podstawowa sygnalu moze byc¢
wyrazona wzorem:

p=2F_2mT, (3)
T NT,

U podstaw MDFT lezy dopasowanie czestotliwosci funkcji ba-
zowych szeregu Fouriera do czestotliwosci harmonicznych sygna-
hu. Uzyskuje si¢ to wprowadzajac do wzoru analizy DFT niecat-
kowitg liczb¢ okreso6w probkowania N’ w miejsce calkowitej
liczby probek N. Rownanie analizy MDFT ma posta¢:

)= 2 Sl 5 @

gdzie X(k) jest amplitudg zespolong k-tej harmonicznej (k-tg prob-
ka widma).

Wprowadzenie wartosci N' do wzoru analizy poprawia doktad-
no$¢ wyznaczanego widma, poniewaz wyznaczane sg probki widma
dla faktycznych czestotliwosci sktadowych harmonicznych.

Pierwsze rozwazania dotyczace tzw. quasi synchronicznego
wyznaczania widma w podobny sposob jak w MDFT mozna
znalez¢ w [5, 6] 1 w zawartej tam literaturze. Opis wilasciwosci,
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analiz¢ btedow i przyklady estymacji, za pomoca MDFT, widma
rzeczywistych sygnatow probkowanych niesynchronicznie przed-
stawiono juz wezesniej w [3, 4].

3. Wplyw stosowania okien sygnatowych
na btad wyznaczania widma sygnatow
okresowych prébkowanych
niesynchronicznie

Branie do analizy widmowej fragmentu (zestawu probek) sy-
gnatu rzeczywistego jest roOwnoznaczne z zastosowaniem okna
prostokatnego. Natozenie okna na sygnat poddawany analizie
czestotliwosciowej powoduje, ze uzyskiwane widmo jest suma,
przeskalowanych, proporcjonalnie do amplitud sktadowych har-
monicznych sygnatu, obrazow widma tego okna poprzesuwa-nych
do czestotliwosei tych sktadowych harmonicznych. Tak wigc na
warto$¢ okreslonej probki widma ma wplyw wiele sktadnikow,
szczegollnie, ze widmo sygnatéw dyskretnych jest okresowe. Sens
stosowania tzw. okien sygnatowych polega na zmniejszeniu wza-
jemnego wplywu harmonicznych sygnatu uzyskiwanym dzigki
nizszym tzw. listkom bocznym obwiedni widma okna. Najlepiej
byloby gdyby w miejscach wystepowania innych harmonicznych
przypadaly miejsca zerowe obwiedni widma okna, tak jak dzieje
si¢ w przypadku synchronicznego probkowania.

W celu oceny wptywu okre§lonego okna sygnatowego na do-
ktadno$¢ wyznaczania widma potrzebna jest analiza obwiedni
widma tego okna w dwoch miejscach. Wazny jest btad wartosci
maksymalnej listka gldownego, bo jest to blad wyznaczenia warto-
$ci sktadowej harmonicznej przy zatozeniu braku wplywu innych
harmonicznych. Znaczenie maja takze wartosci widma uzyskiwa-
ne w miejscach wystegpowania innych harmonicznych bo to one
decyduja o wzajemnym wptywie réznych harmonicznych. Frag-
menty obwiedni widma stanowigce przedmiot analizy zaznaczono
narys. 1.
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Rys. 1. Obwiednie widma okna prostokatnego i okna Hanninga z zaznaczonymi
fragmentami podlegajacymi analizie

Fig. 1. Envelopes of the spectrum of a rectangular window and a Hanning window
with the selected fragments that are subject to analysis

Do analizy wplywu stosowania okien na doktadno$¢ wyzna-
czania widma za pomocg MDFT wybrano nastepujace okna:

Okno prostokatne (traktowane czasami jako ,brak okna”)
oznacza wybor okre§lonego zestawu N probek, wartosci probek
sygnahu nie sg modyfikowane. Formuta okreslajaca probki okna:

) 1dla ne{0l,.,N-1} )
w\n)= ’
0 dla ng{0,l,...,N~1}

Przyblizona warto$¢ bezwzglgdnego blgdu wyznaczenia, za
pomoca MDFT, probki widma sygnalu cosinusoidalnego
o jednostkowej amplitudzie i fazie poczatkowej ¢, dla okna pro-
stokatnego, okreslona jest wzorem [8]:

A—] _jkn AL 6
N (/,]e Noa, (6)
A
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gdzie A=N-N’". W obliczeniach wykorzystano przyblizenie dla
matych katow: sina ~ « -

Okno Hanninga jest najprostszym oknem typu cosinusoidal-
nego. Jest czgsto stosowane w celu zwigkszenia doktadnosci
analizy widmowej, ze wzglgdu na prosta formule, niezta skutecz-
nos$¢ 1 tatwos$¢ aproksymacji obwiedni widma okna. Formuta
okreslajaca probki okna:

w(n): ;(1 —cos[%r n]j ne {O,l,...,N — 1}’ o

Wyrazenie okre$lajace przyblizona warto§¢ btgdu MDFT dla
okna Hanninga jest bardzo ztozone i trudne do interpretacji.

Okno Hanninga zsynchronizowane to okno Hanninga zmody-
fikowane na potrzeby MDFT przez zastapienie liczby probek N
liczba okresow probkowania N’. Dzigki temu okno jest dopaso-
wane (zsynchronizowane) do okresu sygnatu. Formuta okre$lajaca
probki okna:

. n)] nelol.. . N-1p (8)

W)= ;[1 - cos[ 2

Przyblizona warto$¢ btedu bezwzglednego wyznaczenia, za
pomoca MDFT, probki widma sygnalu cosinusoidalnego, dla
zsynchronizowanego okna Hanninga, okreslona jest wzorem [8]:

A-1
— — jkr—— —
A-l +(p)e TN 1—008(71' A 1] ’
N-A N-A
©)

Poréwnujac wyrazenia (6) dla okna prostokatnego i (9) dla
zsynchronizowanego okna Hanninga, mozna zauwazy¢, ze wyra-
zenie (9) daje mniejsze wartosci ze wzgledu na dodatkowy czyn-
nik o utamkowej wartosci.

Przeprowadzono symulacje wyznaczajac widmo sygnalu sinu-
soidalnego:

2A
N, = cos| mx
N-A

x(t) = sin(a)t + (o) =2, (10)
o jednostkowej amplitudzie, o fazie poczatkowej ¢@=30°
i czgstotliwosci /=50 Hz na podstawie 60 probek zebranych
z okoto pieciu okreséw sygnatu. Liczba okreséw probkowania
wynosita N’ = 59,3.
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Rys. 2. Fragmenty obwiedni widma, a) w okolicy listka glownego, b) w okolicy
miedzy listkami bocznymi

Fig. 2. Fragments of the spectrum envelope, a) around the main lobe, b) in the area
between the side lobes
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Na rysunku 2. przedstawione sg fragmenty obwiedni widma,
w okolicy czestotliwosci sinusoidy (listek gtowny) oraz w okoli-
cach czestotliwosci migdzy listkami bocznymi widma. Probki
widma uzyskane za pomoca MDFT umiejscowione sa doktadnie
w czestotliwosci sinusoidy (50 Hz) lub w czgstotliwo$ci ewentu-
alnej innej harmonicznej (tutaj 70 Hz), probki widma uzyskane za
pomoca DFT umiejscowione sa obok tych czestotliwosci. Najlep-
sze wyniki uzyskano dla zsynchronizowanego okna Hanninga.
Obwiednia widma tego okna, dzieki synchronizacji, ma gltebokie
minimum migdzy listkami bocznymi (dla czestotliwosci 70 Hz).
Pozostate okna w tym miejscu przyjmuja znacznie wigksze warto-
$ci. W miejscu pojawienia si¢ jedynej harmonicznej sygnatu
o amplitudzie 1, dla 50 Hz, najgorszy wynik za pomoca MDFT
uzyskano dla okna Hanninga niezsynchronizowanego.

Na rysunku 3 przedstawione sa obwiednie widma z zaznaczo-
nymi warto$ciami harmonicznych obliczonymi za pomoca MDFT
przy wykorzystaniu trzech badanych okien. Tym razem analizo-
wany byl sygnat ztozony z trzech harmonicznych o jednostko-
wych amplitudach, o czgstotliwosciach 50 Hz, 100 Hz i 150 Hz.
Na 5 okresow sygnatu przypadato N’ = 99,3 okresow probkowa-
nia (delta A =0,7). Na wykresach, gdzie zastosowano skalg loga-
rytmiczng (odniesiong do amplitudy harmonicznych), bardzo
dobrze widoczne sg wartoéci uzyskiwane w miejscach, w ktdrych
amplituda harmonicznych wynosi zero. Najlepsze wyniki (najbliz-
sze zeru) uzyskano stosujac zsynchronizowane okno Hanninga.
Czg$¢ widma z prawej strony, stanowigca okresowe powtorzenie
widma przesunigte o czgstotliwo$¢ probkowania, zawiera warto$ci
harmonicznych obarczone znacznymi btgdami ze wzglgdu na brak
synchronizacji, ktora mozna uzyska¢ jedynie dla centralnego
fragmentu widma.
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Rys. 3.  Widmo sygnatu wieloharmonicznego uzyskane za pomoca MDFT z oknem
prostokatnym, Hanninga oraz Hanninga zsynchronizowanym

Fig. 3. The spectrum of the multiharmonic signal obtained by means of MDFT
with the rectangular, Hanning and synchronized Hanning window

4. Wplyw doktadnosci wyznaczenia liczby
okreséw probkowania N’ na doktadnos¢
wyznaczenia widma

Dzigki synchronizacji funkcji bazowych szeregu Fouriera oraz
synchronizacji okna czasowego mozna, za pomoca MDFT, wy-
znacza¢ widmo sygnaléw probkowanych niesynchronicznie ze
znaczng doktadnoscig. Synchronizacja uzalezniona jest od po-
prawnosci wyznaczenia liczby okresow probkowania N'. Wyko-
rzystanie blgdnej wartosci N’ powoduje utrate wlasciwosci
MDFT, szczegolnie w przypadku stosowania zsynchronizowanych
okien sygnatowych typu cosinusoidalnego.
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Rys. 4.  Widmo sygnatu sktadajacego si¢ z trzech harmonicznych uzyskane za
pomoca MDFT z oknem Hanninga zsynchronizowanym dla btgdu
wyznaczenia N’ wynoszacego 0,01 oraz 0,1

Fig. 4. The spectrum of the signal consisting of three harmonics obtained by
means of MDFT with the synchronized Hanning window when the N’
determination error was 0,01 and 0,1
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Rysunek 4. przedstawia obwiednie widma uzyskane dla réz-
nych bledow wyznaczenia N’. Zalezno$¢ blgdu wyznaczenia
widma drugiej harmonicznej od btedu wyznaczenia liczby okre-
sOw probkowania N’ przedstawia rysunek 5. Badania przeprowa-
dzono dla tego samego sygnatu wieloharmonicznego w podob-
nych warunkach.
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Rys. 5. Wartosci blgdu wzglednego amplitudy drugiej harmonicznej w zaleznosci
od bledu wyznaczenia N’ dla réznych wartosci delty

Fig. 5. Values of the relative error of determination the second harmonic amplitude
depending on the error of N’ designation for various values of delta

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono porownanie skutkéw stosowania okna
Hanninga i zsynchronizowanego okna Hanninga przy wyznacza-
niu, za pomocg MDFT, widma sygnatéw okresowych probkowa-
nych niesynchronicznie.

Wykazano, ze zastosowanie zsynchronizowanego okna Han-
ninga pozwala w petni wykorzysta¢ zalety MDFT ptynace z syn-
chronizacji funkcji bazowych szeregu Fouriera z czgstotli-
wosciami rzeczywistych harmonicznych sygnalu. Mozna spo-
dziewa¢ si¢, ze podobnie dobre efekty mozna uzyskac stosujac
zsynchronizowane inne okna typu cosinusoidalnego, np. okna
Hamminga, Blackmana, itd.

Mozliwo$¢ uzyskiwania dobrych wynikéw analizy widmowej
za pomocg MDFT bardzo mocno zalezy od doktadnosci wyzna-
czenia liczby okresow probkowania przypadajacych na catkowita
liczbe okresow sygnalu N’, a wigc w praktyce, od doktadnosci
wyznaczenia okresu lub czestotliwosci badanego sygnatu
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