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O PEWNYM UPROSZCZENIU 
W ROZWI ĄZANIU ZADANIA 

WILLISA-STOKESA 

Streszczenie 
W pracy przedstawiono rozwiązanie zadania Willisa-Stokesa, które dotyczy bezmasowej belki 

spręŜystej swobodnie podpartej na końcach i obciąŜonej ruchomym punktem materialnym. 
Zaprezentowano dwa rozwiązania tego zadania i porównano otrzymane w obu przypadkach wyniki. 
Rozwiązanie numeryczne równania ruchu belki porównano z analitycznym rozwiązaniem 
przybliŜonym. Z przeprowadzonej analizy wynika, Ŝe analityczna metoda przybliŜona moŜe być 
stosowana w zakresie małych prędkości obciąŜenia. 

WSTĘP 
Zadanie Willisa-Stokesa nie jest nowe w dynamice budowli. Dotyczy ono bezmasowej 

belki spręŜystej swobodnie podpartej na swoich końcach, obciąŜonej ruchomym punktem 
materialnym o zadanej masie M . W oryginalnym zadaniu punkt materialny ma stałą 
prędkość. Zadanie takie w dynamice mostów miałoby sens fizyczny wtedy, gdyby masa 
pojazdu była bardzo duŜa a masa dźwigara mostowego mała. Zadaniem odwrotnym do 
zadania Stokesa jest tzw. zadanie Kryłowa o ruchomej bezmasowej sile skupionej na belce 
o zadanej masie rozłoŜonej. Wreszcie jeśli belka ma masę i obciąŜenie jest równieŜ inercyjne, 
to zadanie mieści w sobie oba wymienione wyŜej modele. Na rysunku 1 pokazano 
symbolicznie wszystkie trzy modele i jako pierwszy tzw. model zupełnie bezmasowy 
stosowany w mechanice budowli przy wyznaczaniu linii wpływu. 

 
Rys. 1. Schematy dynamiczne belki swobodnie podpartej pod bezinercyjnymi i inercyjnymi 

obciąŜeniami ruchomymi; a) zadanie mechaniki budowli (linia wpływu), b) zadanie Willisa-
Stokesa (1849 r.), Boussinesq – 1883 r., c) zadanie Kryłowa (1905 r.) i Radakovica (1899 r.), 
d) zadanie Inglisa (1934 r.) i Renaudota (1861 r.) 
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1. RÓWNANIE RUCHU BELKI I JEGO NUMERYCZNE 
ROZWI ĄZANIE 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 2, na ruchomy punkt materialny działają trzy siły. 

Nacisk dynamiczny ( )N t  opisuje równanie równowagi : 
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Ugięcie statyczne belki ( )w x  wywołane siłą ( )N t , przy x vt=  opisujemy, znanym 

z wytrzymałości materiałów, wzorem: 
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Rys. 2. Układ sił działających na ruchomy punkt materialny w zadaniu Willisa-Stokesa 

 
RóŜniczkując równanie ruchu (1) opisujące ugięcie śledzące belki pod ruchomym 

punktem materialnym moŜemy je przedstawić albo we współrzędnej t  albo x . Mamy zatem: 
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Ostatnie równanie moŜemy zapisać w następującej postaci: 
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RóŜniczkowe równanie ruchu belki zawiera osobliwości we współczynniku przy 0x =  

oraz przy x l= . Rozwiązując to równanie numerycznie przy wykorzystaniu pakietu 

Wolframa „Mathematica” osobliwość we współczynniku ( )22x l x−  omijamy przez nadanie 

odpowiednich warunków początkowych 0x vt= ≈  i x l≈ . Na rysunku 3 pokazano graficznie 
wyniki rozwiązania w przypadku stalowej belki dwuteowej IP 500 o długości 6 metrów. 

 
Rys. 3. Ugięcie śledzące belki pod ruchomym punktem materialnym o masie M  i prędkości 

m
50

s
v =  

 
Rys. 4. Ugięcie śledzące belki pod ruchomym punktem materialnym o masie 30000 kgM =  

i róŜnych prędkościach v  
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2. UPROSZCZENIE ZADANIA WILLISA-STOKESA 
Zgodnie z oznaczeniami przyjętymi na rysunku 5 moŜemy zapisać następujące wyraŜenia 

na siłę nacisku oraz ugięcie statyczne tej belki: 
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Po uwzględnieniu nacisku (5)1 we wzorze na ugięcie (5)2 otrzymujemy rozwiązanie 

zadania w postaci: 
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Rys. 5. Schemat przyjęty do rozwiązania uproszczonego zadania Willisa-Stokesa 
 

Stosując uproszczenie polegające na zastąpieniu we wzorze (6) 
2
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d w

d x
 pochodną ugięcia 

statycznego: 
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otrzymujemy wyraŜenie na ugięcie w postaci zamkniętej: 
 

 
( ) ( )22 2 222 12 12

1 .
3 3

Q l l x x x l xv
w Q

lEJ g lEJ

 − + −
 = −
  

 (8) 

 
Na rysunku 6 przedstawiono graficznie porównanie numerycznego rozwiązania równania 

ruchu z analitycznym rozwiązaniem przybliŜonym. Z kolei rysunek 7 przedstawia wpływ 
prędkości na ugięcie śledzące belki wyznaczone na podstawie rozwiązania analitycznego. 
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Rys. 6. Ugięcie śledzące belki otrzymane na podstawie numerycznego rozwiązania równania ruchu 
belki i analitycznego rozwiązania przybliŜonego 

 

Rys. 7. Wpływ prędkości na ugięcie śledzące belki w analitycznym rozwiązaniu przybliŜonym 

PODSUMOWANIE  

W pracy omówiono zadanie Willisa-Stokesa bezmasowej belki spręŜystej swobodnie 
podpartej na końcach i obciąŜonej ruchomym punktem materialnym. Analizowano dwa 
rozwiązania tego zadania i porównano otrzymane w obu przypadkach wyniki. Rozwiązanie 
numeryczne równania ruchu belki porównano z analitycznym rozwiązaniem przybliŜonym. 
Z przeprowadzonej analizy wynika, Ŝe analityczna metoda przybliŜona moŜe być stosowana 
w zakresie małych prędkości obciąŜenia. Rozwiązując zadanie numerycznie osobliwość 
równania ruchu belki przy 0x =  oraz przy x l=  omijamy przez nadanie warunkom 
początkowym małych liczb niewiele róŜniących się od zera i od x l= . 
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ABOUT SOME SIMPLIFICATION IN SOLVING 
THE WILLIS-STOKES’ PROBLEM 

Abstract 
In the paper the Willis-Stokes’ problem is presented. The problem concerns free supported 

massless, elastic beam under the moving particle. Two methods of solution are presented and results 
are compared. Numerical solution of the beam’s equation of motion is compared with analytical 
approximate solution. It is shown that the analytical approximate solution may be used for low speeds 
of loading. 
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