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O PEWNYM UPROSZCZENIU
W ROZWI AZANIU ZADANIA
WILLISA-STOKESA

Streszczenie
W pracy przedstawiono rozywanie zadania Willisa-Stokesa, ktore dotyczy beawjsbelki
sprezystej swobodnie podpartej na Agach i obcgzonej ruchomym punktem materialnym.
Zaprezentowano dwa rozyiania tego zadania i poréwnano otrzymane w obupakach wyniki.
Rozwiizanie numeryczne réwnania ruchu belki poréwnano maliggcznym rozwizaniem
przybleonym. Z przeprowadzonej analizy wynika, analityczna metoda przyldna mde by
stosowana w zakresie matychegkasci obcizzenia.

WSTEP

Zadanie Willisa-Stokesa nie jest nowe w dynamicdowdi. Dotyczy ono bezmasowej
belki spezystej swobodnie podpartej na swoichnk&ach, obcizonej ruchomym punktem
materialnym o zadanej masi® . W oryginalnym zadaniu punkt materialny ma stat
predkos¢. Zadanie takie w dynamice mostéw miatoby sensclimy wtedy, gdyby masa
pojazdu byta bardzo da a masa advigara mostowego mata. Zadaniem odwrotnym do
zadania Stokesa jest tzw. zadanie Krylowa o ruchdreemasowej sile skupionej na belce
0 zadanej masie roztonej. Wreszcie jdi belka ma masi obciazenie jest rowniz inercyjne,
to zadanie miki w sobie oba wymienione vrgj modele. Na rysunku 1 pokazano
symbolicznie wszystkie trzy modele i jako pierwsizw. model zupetnie bezmasowy
stosowany w mechanice budowli przy wyznaczaniu viptywu.
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Rys. 1.Schematy dynamiczne belki swobodnie podpartej gaihlercyjnymi i inercyjnymi
obcigzeniami ruchomymi; a) zadanie mechaniki budowliifliwptywu), b) zadanie Willisa-
Stokesa (1849 r.), Boussinesq — 1883 r., c) zadémytewa (1905 r.) i Radakovica (1899 r.),
d) zadanie Inglisa (1934 r.) i Renaudota (1861 r.)
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1. ROWNANIE RUCHU BELKI | JEGO NUMERYCZNE

ROZWI AZANIE
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 2, na ruchomykipuaraterialny dziataj trzy sity.

Nacisk dynamicznyN (t) opisuje rownanie réwnowagi :

d2
N(t)=Mg—Mdt‘2’. 1)

Ugiecie statyczne belkiw(x) wywotane si N(t), przy x=vt opisujemy, znanym

Z wytrzymatgci materiatdw, wzorem:
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Rys. 2.Uktad sit dziatagcych na ruchomy punkt materialny w zadaniu Will&takesa

Rézniczkupc réwnanie ruchu (1) opisige ugecie $ledzmce belki pod ruchomym
punktem materialnym mm@my je przedstawialbo we wspétrednejt albo x. Mamy zatem:
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Ostatnie rownanie ni@my zapisdw nas¢pujacej postaci:

gdzie: g =—3| EJ
oMV

d2W+ q

dx xz(l—x)2

w= D,

g

a p=—2

\

(4)

Rd&zniczkowe réwnanie ruchu belki zawiera osoblasiowe wspétczynniku przyx=0
oraz przy x=I|. Rozwhzujac to réwnanie numerycznie przy wykorzystaniu pakiet

Wolframa ,Mathematica” osobliwig we Wspé}czynnikuxz(l - x)2 omijamy przez nadanie

odpowiednich warunkéw pogtkowych x =vt=0 i x=1. Na rysunku 3 pokazano graficznie
wyniki rozwiagzania w przypadku stalowej belki dwuteowej IP 508hugasci 6 metrow.
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Rys. 3.Ugigcie sledzce belki pod ruchomym punktem materialnym o madiei predkosci
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Rys. 4.Ugigcie sledzce belki pod ruchomym punktem materialnym o madie= 30 000 kg
i roznych pedkosciach v
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2. UPROSZCZENIE ZADANIA WILLISA-STOKESA

Zgodnie z oznaczeniami przyymi na rysunku 5 maemy zapisé nastpujace wyraenia
na sit nacisku oraz ugcie statyczne tej belki:

_ W) _d*w v
N—Q(1+EJ_Q(1 i~ gj,

W= N (1-x) |
3IEJ

(®)

Po uwzgtdnieniu nacisku (%) we wzorze na ugcie (5) otrzymujemy rozwgzanie
zadania w postaci:
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Rys. 5.Schemat przyty do rozwizania uproszczonego zadania Willisa-Stokesa

2
Stosujc uproszczenie poleg@e na zagpieniu we wzorze (6)3—)(\2/ pochodi ugiccia

statycznego:

d?w _ d? | Q¥ (I-%)
dx2~dx2{ 31EJ } %

otrzymujemy wyraenie na ugicie w postaci zamkaiej:

Q(212-12Ix + 12¢?) Vz} X (1-x)? .

w=0Q|1- —
Q[ 3IEJ g| 3IEJ]

Na rysunku 6 przedstawiono graficznie poréwnanim&rycznego rozvgzania rownania
ruchu z analitycznym rozwzaniem przyblionym. Z kolei rysunek 7 przedstawia wptyw
predkosci na ugecie sledzce belki wyznaczone na podstawie rogz@inia analitycznego.
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Rys. 6.Ugiecie sledzce belki otrzymane na podstawie numerycznego mzasia réwnania ruchu
belki i analitycznego rozweania przybtlionego
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Rys. 7.Wplyw predkosci na ugeécie sledzce belki w analitycznym rozwianiu przyblkonym

PODSUMOWANIE

W pracy oméwiono zadanie Willisa-Stokesa bezmasdvedki spezystej swobodnie
podpartej na kacach i obcizonej ruchomym punktem materialnym. Analizowano dwa
rozwiazania tego zadania i poréwnano otrzymane w obupadiach wyniki. Rozwzanie
numeryczne rownania ruchu belki poréwnano z araitym rozwazaniem przybkonym.

Z przeprowadzonej analizy wynikae analityczna metoda przybdina mae by stosowana
w zakresie matych pdkosci obchzenia. Rozwizujac zadanie numerycznie osobli$¢o
rownania ruchu belki przyx=0 oraz przy x=1 omijamy przez nadanie warunkom
poczatkowym matych liczb niewiele tdiacych st od zera i odx =1.
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ABOUT SOME SIMPLIFICATION IN SOLVING
THE WILLIS-STOKES' PROBLEM

Abstract
In the paper the Willis-Stokes’ problem is presdnt€éhe problem concerns free supported
massless, elastic beam under the moving partiel@ Methods of solution are presented and results
are compared. Numerical solution of the beam’s &quaof motion is compared with analytical
approximate solution. It is shown that the anabftiapproximate solution may be used for low speeds
of loading.
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