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TERESA LEDWINA (Wroctaw)

O pewnych testach statystycznych i ich poré6wnywaniu

Probabilistyka konstruuje i bada modele zjawisk losowych. Statystyka
stara sie odpowiedzie¢ na pytanie, jaki model probabilistyczny i na ile dobrze
opisuje obserwowane zjawisko.

Jednym z kilku gléwnych dzialéw statystyki jest teoria testéw. Zanim
wprowadzimy formalnie rozwazane przez nas zagadnienie testowania i po-
jecie testu, przedstawimy nieco informacji na temat najwczesniejszych prac
probujacych rozstrzygnaé czy dany model ,pasuje” do danych. Rozwigza-
niom starszym i mniej popularnym w $rodowisku matematykéw oraz ich
autorom pos$wiecimy nieco wiecej uwagi, niz tym dobrze znanym choéby
z prac probabilistycznych.

1. Konstrukcje testow

1.1. Od J. Arbuthnotta do K. Pearsona. Za pierwsza prace z omawia-
nej dziedziny uwaza si¢ notke J. Arbuthnotta [1]. Reprint tej pracy znalezé
mozna w ksiazce Kendalla i Placketta [34] na str. 30-34. Ciekawe komenta-
rze o tej publikacji zawarto w powyzszej ksiazce na str. 35-37 oraz w ksiazce
S. Stiglera [64] na str. 225-226. Nadmieiimy réwniez, ze ta krotka notka J.
Arbuthnotta jest uznawana za jeden z milowych kamieni w rozwoju staty-
styki (por. Kotz i Johnson [36] str. viii-ix). Arbuthnott opublikowal w niej
liczby noworodkéw plci meskiej i zehskiej ochrzczonych w Londynie w la-
tach 1629-1710. Dane te pokazuja, ze we wszystkich osiemdziesigciu dwoch
latach ujetych w jego wykazie, liczby noworodkéw chlopcéw sg wigksze od
liczb dziewczynek. Przyjmujac zalozenie, ze zdarzenie losowe ma szansg wy-
noszacg 1/2, autor wywnioskowal stad, ze szansa na to, ze w kolejnych 82
latach urodzi sie wiecej chlopcéw niz dziewczynek wynosi (1/2)82. Nie ne-
gujac stochastycznego charakteru samego procesu pojawiania si¢ typu plci,
autor konkluduje, ze tak male prawdopodobienistwo zaobserwowania uzyska-
nego wyniku wyklucza losowo$é (w powyzszym rozumieniu). Jednoczesnie
autor stwierdza, ze chlopcy wioda bardziej ryzykowne zycie i nieco wigk-
sza liczba meskich noworodkéw gwarantuje réwna proporcje ptei w wieku
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dojrzalym. To z kolei jest warunkiem monogamii, zgodnej z prawem natural-
nym. Ostateczny wniosek jest taki, ze wykazany brak losowo$ci wskazuje na
istnienie Boskiej Opatrznoéci. Niejako na usprawiedliwienie autora dodajmy,
ze poglady na to, ze rozmaite ,regularnosci” zdarzen losowych sg przejawem
boskiego porzadku, nie byly w osiemnastym wieku rzadkoscig. Nadmiehmy
réwniez, ze Arbuthnott byl lekarzem i znanym satyrykiem. Dla zarobku
przetlumaczy! na jezyk angielski i nawet nieco uzupetnit probabilistyczny
traktat Huyghensa [15]. To tlumaczenie bylo pierwsza pracg o prawdopo-
dobienstwie opublikowang w jezyku angielskim.

W nastepnych dwdch stuleciach pojawilo sie¢ zaledwie kilka dalszych préb
orzekania o zgodnosci modelu probabilistycznego z obserwacjami. E. Leh-
mann [43] str. 126, wymienia w tym kontekscie prace D. Bernoulliego [4], P.
Laplace’a [39], J. Gavarreta [14], W. Lexisa [44], [45] i F. Edgewortha [12].

Nastepng przelomowsg praca, ktdra zapoczatkowala powszechne stosowa-
nie testéw byla praca K. Pearsona z 1900 r. (patrz [58] i [37]). K. Pearson
mial wszechstronne wyksztalcenie. Oprécz matematyki studiowal prawo,
fizyke, biologie, filozofie i éredniowieczny jezyk niemiecki. Od 1884 r. K.
Pearson pracowal jako profesor matematyki stosowanej i mechaniki w Uni-
versity College w Londynie. Poczatkowo jego zainteresowania i publikacje
koncentrowaly sie na filozofii, religii i sztuce. Spotkanie w 1890 r. zoologa
W. Weldona i dyskusje z nim zaowocowaly zalozeniem w 1901 r. znakomi-
tego czasopisma Biometrika i pracami K. Pearsona drukowanymi w latach
1893-1905 miedzy innymi w rozprawach o matematycznej teorii ewolucji.
W szczegdlnosci, okoto roku 1900 K. Pearson zajatl si¢ problemem weryfiko-
wania zgodnosci rozkladu obserwacji z zadanym rozkladem. Wspomniana
wyzej praca zawiera wlasnie rozwiagzanie tego problemu. Przedstawimy je
w zastosowaniu do jednego konkretnego modelu, ktéry bedzie nam réwniez
stuzyt jako ilustracja w dalszej czeéci tego opracowania. Opis poprzedzamy
wprowadzeniem niezbednych oznaczen.

1.1.1. Podstawowe oznaczenia. Przypusémy, ze w wyniku pomiaréw pew-
nej cechy w populacji otrzymaliémy n liczb yi,...,y,. Bedziemy sie ogra-
niczaé do sytuacji, gdy pomiary sa dokonywane w sposéb gwarantujacy, ze
Y1,--.,Yn mMoga byé interpretowane jako wartoSci niezaleznych zmiennych
losowych Yi,...,Y, o jednakowym rozkladzie. Oznaczmy przez G dystry-
buante zmiennej losowej Y;, i = 1,...,n. Jedli Y; jest okreSlona na prze-
strzeni probabilistycznej (2, B, P), to G(y) = P(Y; < y), y € R. Skrétowo
bedziemy pisaé Y; ~ G i oznaczaé przez Pg laczny rozklad Y7,...,Y,.

Skupimy uwage wytacznie na przypadku, gdy G jest funkcjg ciggla. Wy-
suwamy przypuszczenie, zwane hipoteza testowana lub zerowa, méwiace, ze
G = Gy, gdzie Gy jest dang ciaggla dystrybuanta, np. dystrybuanta rozkladu
gaussowskiego N (0, 1). Prosta i naturalng ilustracja problemu jest weryfika-
cja dzialania generatora liczb losowych.
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Dla dowolnej cigglej dystrybuanty Go zachodzi Y ~ Go & X = Go(Y) ~
Fy, gdzie Fy jest dystrybuanta rozkladu jednostajnego na odcinku (0,1), to
Znaczy

0 dlaz <0,
Fo($)={a: dla0 <z <1,

1 dlaz>1.
Tak wiec problem weryfikacji hipotezy G = Go w oparciu o obserwacje
zmiennych Ys, ..., Y, mozemy zastgpi¢ problemem weryfikacji hipotezy F =

Fy w oparciu o wartosci zmiennych X; = Go(Y1),...,Xn = Go(Yn). Re-
asumujac, cale ponizsze opracowanie dotyczy¢ bedzie problemu weryfikacji
hipotezy zerowej
H, 0 F = FO
w oparciu o niezalezne zmienne losowe Xi, ..., X, o dystrybuancie F z roz-
kiadu skoncentrowanego na (0, 1). Przez Pr bedziemy oznaczaé laczny roz-
ktad tych zmiennych.
Na zakonczenie wprowadzimy jeszcze dodatkowsg dystrybuante

Fo(z) = #{Xi: X; < m}’

n

gdzie #B oznacza liczno$é zbioru B. F,(z) jest nazywana dystrybuantg
empiryczng zmiennych X,,...,X,. Z dystrybuanta empiryczng w sposéb
naturalny wigze si¢ proces empiryczny {Uy,(z),z € [0,1]} gdzie

Un(z) = v/n|[Fa(z) — 2], -
bedacy standaryzowang réznica miedzy F,(z) i Fo(z).

1.1.2. Test chi-kwadrat K. Pearsona. W zastosowaniu do weryfikacji
Hy : F = Fy, w oparciu o X;,...,X,, rozumowanie i rozwigzanie K. Pe-
arsona wygladalo nastepujaco. Wybieramy liczbe naturalng &k, k > 2, oraz
liczby 0 < a1 < ... < ag—1 < 1. Dzielimy (0,1) na klasy (ao, a1}, (a1, as), ...,
(ak—1,ax), gdzie ag = 0, a; = 1. Zliczamy licznosci N; wartosci zmiennych
Xi,...,X,, ktére wpadly do j-tej klasy, j = 1,...,k. Zauwazamy, ze przy
prawdziwo$ci Hy wektor (Ny, ..., Ni) ma rozklad wielomianowy z parame-
trami n i1 po = (po1,.-.,Pok), Poj = &j — aj—1, j = 1,..., k. Dla zmierzenia
stopnia zgodnosci rozkladu X; z Fy K. Pearson zaproponowal poréwnanie
obserwowanych licznosci N; z ich oczekiwanymi warto$ciami np;, liczonymi
przy zalozeniu, ze F' = Fy. W tym celu wprowadzil statystyke (kryterium)

k

=3 (IV; — npo;)?
=1 nPoj

Duze warto$ci tego kryterium $wiadczg o slabym dopasowaniu rozkladu

Fy. K. Pearson udowodnil, ze przy prawdziwosci Ho i n — oo zachodzi

32 X{k—1)» 8dzie X7,y oznacza zmienng losowg o rozkladzie chi-kwadrat
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z s stopniami swobody. Wobec powyzszego, przynajmniej dla w miare licz-
nych préb, majac dane i obliczona dla nich wartos$é x?%,, statystyki x?, mozna
z tablic rozkladu X%k——l) odczytaé warto$é Pr,(x? > x2,)- Ta liczba daje
poglad na ile ,typowa” jest zaobserwowana wartoéé x2,,, przy prawdziwosci
Hy. Jedli to prawdopodobienstwo jest bardzo mate, to prawdziwos¢ Hy jest
mocno watpliwa.

Jak widaé z tego opisu, rozwigzanie K. Pearsona wymagato wielu subiek-
tywnych decyzji. Nie jest jasne jak, wybieral k i liczby aj, j = 1,...,k —
1, a sprawa decyzji o akceptacji Ho pozostala kwestia odczué statystyka.
O pewnych rozwigzaniach powyzszych kwestii wspominamy w rozdziatach
1.3.11 1.4. Tym niemniej, w por6éwnaniu do wczeéniejszych dywagacji, praca
K. Pearsona stanowila ogromny postep.

J. Haldane napisal o tym rozwigzaniu: ,This has turned out to be an
immensely powerful tool, and is used on a huge scale” (por. [57], str. 432).
G. Barnard (patrz [37], str. 1) przypomina, ze czasopismo Science zaliczylo
w 1984 r. te prace K. Pearsona do dwudziestu najwazniejszych osiagnie¢
wieku dwudziestego, w szerokim spektrum nauk Scistych.

W nastepnym rozdziale omawiamy pokrétce dwa podobne rozwigzania,
zaproponowane znacznie pozniej przez znakomitych statystykéw i probabili-
stéw. Dla poréwnania statystyki K. Pearsona z ich propozycjami wyrazimy
x? jako funkcje procesu empirycznego {U,(z), z € [0, 1]}. Bezposrednio z de-
finicji mamy

=3 nler) = Unlen)
j=1 7 j—1

Tak wiec, dla danego k i ustalonych aq,...,ak, (Xz)% jest seminormag na
przestrzeni D[0, 1], liczong w punkcie U,,.

1.2. Statystyki Craméra-von Misesa i Kotmogorowa-Smirnowa. H. Cra-
mér [7] (przedruk w [8]) i R. von Mises [46] rozwazali miedzy innymi staty-
styki typu

1

[ U@ K (@)de,

0
gdzie K jest pewng nieujemna funkcja wagowa. W rzeczywistosci obaj for-
mutowali problem w terminach wyjsciowych zmiennych losowych Yi,..., Y,

i dystrybuanty Gy (por. rozdzial 1.1.1.). W takim ujeciu funkcje wagowe
warto uzaleznié¢ od Gg, co przytomnie zauwazyl N. Smirnow. N. Smirnow
[62] wyznaczyl réwniez asymptotyczny rozklad

1

W = {f[Un(ac)]zd:c}%.

0
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Seminorma W jest we wspéliczesnej literaturze nazywana statystyka Cra-
méra-von Misesa. Warto zaznaczyé, ze rozwazania H. Craméra [7] byly
ciekawsze i glebsze, niz to co ostatecznie weszlo do powszechnego obiegu.
H. Cramér bazowal na centralnym twierdzeniu granicznym i rozwinigciu
Charliera granicznej dystrybuanty. W jego pracy jest analizowanych pigé¢ du-
zych zbioréw danych oraz stopien dopasowania ich rozktadéw empirycznych
przez skorygowany (via uwzglednienie kolejnych czlonéw rozwiniecia) roz-
kiad normalny. E. Phragmén (por. [8], str. v) tak scharakteryzowat H. Cra-
méra: ,He belonged to a generation of mathematicians for which it was
self evident that mathematics constitutes one of the highest forms of hu-
man thoughts, perhaps even the highest.... This does not however mean that
they underestimated the importance of ‘using theoretical knowledge to obtain
know-how’.” Nalezy zalowaé, ze N. Smirnow spopularyzowal uproszczony
wariant rozwigzania H. Craméra.

W 1933 r. A. Kolmogorow napisal prace [35], w ktérej rozwazy! innag
seminorme procesu empirycznego. Mianowicie, zdefiniowat

D = sup |U,(z)|
z€[0,1}

i znalazl rozklad graniczny zmiennej D. Angielskie tlumaczenie tej prze-
lomowej, w powszechnym odczuciu, pracy mozna znalezé w [37]. Nalezy
podkresli¢, ze w przeciwienstwie do H. Craméra, A. Kolmogorow przynaj-
mniej do czasu drugiej wojny Swiatowej nie interesowal sie statystyks. We
wspomnianej pracy A. Kolmogorow jasno wyklada swoje motywacje. Skoro
zachowanie normy Lo procesu empirycznego (statystyka W) badat R. von
Mises [46], to on zajmie si¢ zadchowaniem normy supremum (statystyka D).
W pracy w ogdle nie pojawiaja sie stowa: test, statystyka itp. To N. Smirnow
opracowal rozmaite warianty D, wyznaczyl ich rozklady graniczne i wpro-
wadzil niejako te seminorme do praktyki statystycznej. W uznaniu jego
wkladu, D jest nazywana statystyka Kolmogorowa-Smirnowa. Oczywiscie,
tak jak w przypadku statystyki x2, duze wartoéci W i D wskazuja na istotne
odstepstwa od rozkladu hipotetycznego, zadanego dystrybuantg Fy. Row-
niez, podobnie jak rozwiazanie K. Pearsona, W i D sg dzi$§ standardowymi
narzedziami, omawianymi we wszystkich podrecznikach i zaimplementowa-
nymi w pakietach statystycznych. Wigcej informacji na temat tych statystyk
mozna znalezé w ciekawym artykule M. Stephensa (patrz [37], str. 93-113)
oraz w monografiach J. Durbina [11] oraz R. D’Agostino i M. Stephensa [9].

1.3. Test Neymana.

1.3.1. Uwagi i pojecia wstepne. Wklad J. Neymana w zbudowanie ogél-
nej teorii testowania hipotez jest fundamentalny. Wiele szczegdéléw na ten
temat mozna znalez¢ m.in. w oméwieniach L. LeCama i E. Lehmanna [40]



86 T. Ledwina

oraz T. Ledwiny [42]. W niniejszym opracowaniu ograniczymy si¢ do przypo-
mnienia paru malo znanych faktéw i nadwietlenia pewnych aspektéw, ktére
bedg istotne dla zrozumienia rewolucyjnosci pracy J. Neymana [49], doty-
czacej interesujacego nas problemu testowania. Prace te krétko oméwimy
w rozdziale 1.3.2.

Jak widaé z przedstawionego wyzej materialu, problem testowania zostat
postawiony przez przyrodnikéw i pierwsze prace nie wykraczaly daleko poza
dostarczenie jakiego§ narzedzia pozwalajacego poréwnywaé ,obserwowane”
z ,oczekiwanym”. Szczeliwym trafem J. Neyman byt doskonale wyksztatco-
nym matematykiem. Przypomnijmy, ze jego nauczycielem i mistrzem na stu-
diach w Charkowie byl S. Bernstein. Praca dyplomowa J. Neymana, liczaca
530 str., dotyczyla calki Lebesgue’a i zostala wyrdzniona zltotym medalem.
Te zainteresowania J. Neyman poglebial pdzniej na rocznym stypendium
w Paryzu u E. Borela i H. Lebesgue’a. Po przyjezdzie do Polski w 1921 r.,
z zyciowej konieczno$ci, J. Neyman zajal si¢ statystyka i w 1924 r. uzyskal
z niej doktorat na Uniwersytecie Warszawskim. Juz wtedy ujawnil si¢ nie-
zwykly talent J. Neymana. W sklad doktoratu weszly jego prace z doswiad-
czalnictwa rolniczego, opublikowane po polsku migdzy innymi w Rocznikach
Nauk Rolniczych. Czesé tych wynikéw zostala w 1990 r. przettumaczona na
jezyk angielski ([63]). W komentarzu do tego tlumaczenia D. Rubin ([60], str.
472) napisal: ... ,It is a honour to be asked to discuss this document, which
reinforces Neyman’s place as one of our greatest statistical thinkers...”. Po
doktoracie, J. Neyman spedzil rok akademicki 1924/25 u K. Pearsona. Na-
wigzanie wspoélpracy z E. Pearsonem, synem Karola, zaowocowalo stworze-
niem podstaw nowoczesnej teorii testowania hipotez. W szczegélnosci, ich
przetomowa praca z 1933 r. (patrz [53] lub przedruk w [66]) wprowadzila
formalizacje zagadnienia testowania w jezyku pewnego problemu optymali-
zacyjnego. Sprébujemy krétko przedstawié ich punkt widzenia na przykla-
dzie zagadnienia, ktérym si¢ zajmujemy w niniejszym opracowaniu. Takie
rozwigzanie ograniczy znacznie ogblno$¢ prezentacji, rownocze$nie pozwoli
na unikniecie wprowadzania szeregu dodatkowych oznaczen i zalozen.

Przypomnijmy, ze statystyk dysponuje warto§ciami n niezaleznych zmien-
nych losowych Xy, ..., X, o ciaglej dystrybuancie F', kazda. Hipoteza testo-
wana Hy orzeka, ze F = Fy, gdzie Fy jest dystrybuantg rozkladu jednostaj-
nego na (0,1). Zanotujmy réwniez, ze juz w pracach [51] i [52] (przedruki
w [66]) J. Neyman z E. Pearsonem wprowadzili istotng innowacje w stawia-
niu samego problemu testowania. Mianowicie, oprécz hipotezy testowanej
wyréznili réwniez hipoteze alternatywna. Tak wigc, jesli przez F oznaczyny
oznaczymy klase wszystkich ciaglych dystrybuant na (0, 1), to problem we-
ryfikacji zgodnosci z Fy wygladatby w ich ujeciu na przyklad tak: testujemy
hipoteze zerowa

HO F = Fo
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przeciwko alternatywie
Ao : FeF 0

gdzie Fo jest pewna interesujaca z praktycznego lub poznawczego punktu
widzenia podklasg F. OczywiScie, mozna wzigl w szczegdlnoSci Fo = F.
Zajmijmy si¢ tak postawionym problemem testowania. Dla formalno$ci wy-
wodu zanotujmy, ze X = (X1,...,X,) prayjmuje wartosci w X = (0,1)"
i wprowadZmy przestrzen probabilistyczng (X, B, Pr), gdzie B jest o-cialem
zbioréw borelowskich na X, a Pr oznacza miare produktows na B o brze-
gowych dystrybuantach F'. Podkreslmy, ze wszystkie rozwazania w tym roz-
dziale s3 robione dla ustalonego 7.

Testem statystycznym nazywaé bedziemy dowolna funkcje mierzalng
#(x),x € X, przyjmujaca wartoSci w zbiorze {0,1}. Dla wartosci x takich,
ze ¢(x) = 0 bedziemy akceptowal Hp, a dla x, dla ktérych ¢(x) = 1, be-
dziemy akceptowaé Ag (odrzucajac tym samym Hp). Kryteria wprowadzone
przez K. Pearsona oraz H. Craméra i R. von Misesa prowadzily do akceptacji
Ho, gdy wartoéci x2,, i Won byly subiektywnie malo prawdopodobne. Aby
wprowadzié¢ pewne standardy, J. Neyman z E. Pearsonem zaproponowali,
aby wybraé pewna mala liczbe o, zwang poziomem istotno$ci, wyznaczy¢
liczbe c,, zwang wartoscig krytyczna, akceptowal Hp, gdy obliczona war-
toéé rozwazanego kryterium nie przekracza c, i odrzucaé Hy (akceptowad
Ap) w przypadku przeciwnym. Warto$é ¢, ustala sie tak, aby prawdopodo-
bienstwo odrzucenia hipotezy testowanej, gdy jest prawdziwa, wynosilo a.
Ten postulat J. Neymana i E. Pearsona w naszym problemie mozna krétko
zapisa¢ w postaci warunku

(1) [ #(x)dPr, (x) = Epg, 6(X) = a.
X

Dla ilustracji, zamiast liczyé Pr,(x® > x2.), jak proponowal K. Pearson,
i decydowé czy uznaé je za male czy tez nie, poréwnujemy x2,, z wartoscig,
¢ spelniajaca P(X%,c_1 > cq) = a. Jedli X%, > ca, to Hp odrzucamy na
poziomie istotnosci a. ’I)ypowe poziomy istotnosci to 0.05 i 0.01. Takie ujecie
utatwia rozumienie konkluzji wycigganych przez rozmaitych statystykéw dla
tych samych zbioréw obserwacji.

Oznaczmy teraz przez 7, klase wszystkich mierzalnych ¢ : X — {0, 1},
ktore spelniajg (1).

Nawiazujac do ilustracji z rozdziatu 1.1.1., widzimy, ze test, stuzacy do
sprawdzania czy nowy generator rzeczywiscie dostarcza wynikéw z rozkladu
jednostajnego, jest na poziomie istotnosci « lub, réwnowaznie, nalezy do 7,
jesli szansa zdyskwalifikowania przez ten test dobrego generatora wynosi a.

Drugi postulat J. Neymana i E. Pearsona zawieral istote ich innowacji.
W jezyku rozwazanego tu problemu testowania mozna go sformutowaé na-
stepujaco. W klasie 7, szukamy funkcji ¢p maksymalizujacej Ep,¢(X) dla
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F € Fy. Tak wiec ¢ ma spelniaé
(2) arg maxyer, Epa9(X) = Ep¢o(X), VF € Fo.

Poniewaz ¢(x) = 1 prowadzi do akceptacji Ay, warunek (2) oznacza, ze
w klasie 7, szukamy funkcji maksymalizujacej, jednostajnie po Fy, praw-
dopodobienstwo stwierdzenia, ze F' € Fy, w sytuacji, gdy F rzeczywiscie
nalezy do Fy.

W rozwazanym przez nas przykladzie, drugi postulat J. Neymanai E. Pe-
arsona oznacza, ze szukamy testu, ktéry rzadko (z prawdopodobienstwem «)
bedzie dyskwalifikowal dobry generator i jednoczesnie maksymalnie czgsto
odrzucal wadliwe generatory.

Ep,¢(x), traktowana jako funkcja F € Fy, nazywana jest funkcjg mocy
testu ¢. Krétko moéwiac, J. Neyman z E. Pearsonem postawili formalny
problem wyznaczenia testu jednostajnie najmocniejszego w klasie testéw na
poziomie istotnosci a.

Jest chyba oczywiste, ze mozliwosci rozwiagzania tak postawionego pro-
blemu optymalizacyjnego sg ograniczone. We wspomniane]j pracy [53] po-
dano np. rozwigzanie, gdy Fo = {F1}, gdzie F; jest ustalong dystrybuanta.
Rozwazono tez pewng parametryczna rodzing rozkladéw {Fp,0 € © C R?},
pewne problemy testowania o jej parametrach i wyznaczono testy jedno-
stajnie najmocniejsze. Dalsze prace J. Neymana i E. Pearsona ([54], [55];
przedruk w [66]) oraz innych statystykéw doprowadzily do kompletnego
i eleganckiego rozwigzania tak postawionego problemu i probleméw pochod-
nych, wynikajgcych » pewnych dalszych ale naturalnych ograniczen na klase
7T, Jeszcze raz podkreslmy, ze wszystkie te wyniki uzyskano dla dowolnej,
ale ustalonej wielkoSci proby n. Wspdlczesne ujecie tych wynikéw mozna
znalez¢ w monografii E. Lehmanna [43]. Na zakonczenie tej krétkiej prezen-
tacji zacytujmy opinie L. Le Cama i E. Lehmanna [40] na temat znaczenia
omawianych wyzej prac J. Neymana i E. Pearsona. Chyba trudno trafniej
i krécej podsumowaé ich zastugi. ,,The impact of this work has been enor-
mous. It is, for example, hard to imagine hypothesis testing today without
the concept of power, which provides the basis both for the determination of
sample size and for any comparisons among competing tests. And the opti-
mum properties of the classical normal theory tests are not only aesthetically
pleasing but serve as benchmarks against which the performance of simpler
or more robust tests can be gauged. However, the influence of the work goes
far beyond its implications for hypothesis testing. By deriving tests as the
solutions of clearly defined optimum problems, Neyman and Pearson esta-
blished a pattern for Wald’s general decision theory and for the whole field
of mathematical statistics as it has developed since then.”

1.3.2. Gladki test Neymana. Jak widaé z powyzszego, juz okoto 1936
roku J. Neyman zdawal sobie sprawe z tego, ze lista probleméw, w ktérych,
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przy ustalonej wielkoéci préby n, istnieja testy jednostajnie najmocniejsze
w klasie 7, lub w pewnych interesujacych podklasach tej klasy, zostala wy-
czerpana. Dalszy postep w dziedzinie definicji i konstrukcji testéw opty-
malnych wymagal kolejnej istotnej innowacji. I J. Neyman takiej innowacji
dokonal juz w 1937 r. (por. [49] lub przedruk w [65]). Ta jego praca zo-
stata okre$lona przez L. Le Cama i E. Lehmanna [40] jako genialna. Jesli sie
wie, jak ogromne wymagania stawial sobie i innym Le Cam, waga tych siéw
zastuguje na szczegdlng uwage. We wspomnianej pracy [49], dedykowane;
pamieci zmarlego w 1936 r. Karola Pearsona, J. Neyman rozwazy! problem
testowania jednostajnoéci rozkladu. Uzywajac oznaczef z poprzedniego roz-
dzialu, problem wygladal nastepujaco.

Testujemy

H 0 - F = FO
przeciwko
A:F+#F, FeF,
na bazie obserwacji niezaleznych zmiennych X,, ..., X,. W przeciwienistwie
do swych stynnych poprzednikéw, J. Neyman wyprowadzil postaé statystyki
testowej na podstawie rozwazan optymalizacyjnych.

Pierwszy krok, ktory zrobil J. Neyman, polegal na wyréznieniu podklasy
alternatyw. J. Neymana interesowala konstrukcja testu, ktéry bylby czuly
na ‘gladkie’ odstepstwa od hipotetycznego modelu jednostajnego. ‘Glad-
kie’ odstepstwa obejmowaly: zmiane §redniej, wariancji, skosnosci, stopnia
splaszczenia rozkladu itp. W celu sformalizowania tego postulatu, J. Ney-
man ograniczyl po pierwsze rozwazania do dystrybuant F' posiadajacych
gesto$¢ f wzgledem miary Lebesgue’a na (0,1). Wéwczas réwnowazng po-
stacig Hj jest

Ho : f = fo =1.
Do modelowania wspomnianych ‘gladkich’ odstepstw of fo J. Neyman za-
proponowat rodzing gestosci Fi(#) zlozong z elementéw postaci

k
fi(z;0) = cr(8) exp { Zaij(m)},

Jj=1

gdzie k jest ustalong liczbg naturalng, § = (y,...,0) € R* jest wektorem
nieznanych parametréw, {L;};>1 jest ukladem ortonormalnych wielomia-
néw Legendre’a na (0,1) a cx(6) stala normujacg. W ten sposéb wyjsciowy
problem testowania zostal zawezony do weryfikacji

Hj:0=0
przeciwko

A;:0#0
w rodzinie gestosci Fi(6).
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Drugi krok konstrukcji polegal na wyznaczeniu testu optymalnego dla
tego zawezonego problemu testowania. Niebagatelna sprawg bylo samo okre-
$lenie optymalnosci testu. Rozwazajac te kwestie, J. Neyman podal rozwia-
zanie, ktére po trzech dekadach od momentu wprowadzenia weszlo do po-
wszechnego uzycia i na dlugie lata bylo podstawowym narzedziem statystyki
asymptotycznej. Mianowicie, J. Neyman zaproponowal badanie i poréwny-
wanie funkcji mocy testéw przy n — oo i jednoczesnym ,Scigganiu” para-
metréw alternatyw do 0 w tempie 1/4/n. Przy takim podejéciu J. Neyman
wyznaczyl test lokalnie asymptotycznie optymalny dla Hj przeciwko Ag,
w klasie testéw na poziomie istotnosci «, spelniajacych pewne dodatkowe
naturalne warunki symetrii. To asymptotycznie optymalne rozwigzanie oka-
zalo sie naturalne i latwe do interpretacji. J. Neyman oznaczyl statystyke
testowa, zapewne przez analogie do rozwigzania K. Pearsona, symbolem W2,
Otrzymany test odrzuca Hy dla duzych wartosci 2, gdzie

_nz{ ZL }zzn_};{ij(ﬂc)an(ﬂﬂ)}2
_ ; {Oij(x)dUn(z)}z,

podczas gdy F, jest dystrybuantg empiryczng zmiennych Xj,..., X,
a {Up(z),z € [0,1]} procesem empirycznym. Tak wiec ¥2 jest unormo-
wang sumg kwadraiéw k pierwszych wspélczynnikéw Fouriera F,, w ba-
zie {L;};j>1. Z drugiej strony, posta¢ wielomianéw Legendre’a implikuje,
ze male wartoéci U2 oznaczaja nieistotne zmiany kolejnych empirycznych
momentéw: $redniej, wariancji itd. J. Neyman przedyskutowal réwniez za-
chowanie funkcji mocy testu ¥ w zaleznoéci od wyboru k i do praktycznych
celéw zarekomendowal W2 lub ¥2. Zanotujmy, ze J. Neyman doskonale zda-
wal sobie sprawe z tego, ze wybér liczby sktadnikéw w U2 ma decydujace
znaczenie dla zachowania funkcji mocy tego testu. Jego wybér gwarantowal
stabilng moc tylko przy bardzo ‘gladkich’ odstepstwach od postulowanego
modelu.

W pracy [50] dedykowanej H. Cramérowi, J. Neyman dokonal nastep-
nego przelomowego odkrycia, podajac konstrukcje klasy lokalnie asympto-
tycznie optymalnych testéw dla probleméw testowania z parametrami za-
kiécajacymi. Tego typu problemy sa kluczowe w praktyce statystycznej.
Nalezy podkreslié, ze istota pomystu J. Neymana, pozwalajacego wyelimi-
nowaé wplyw parametréow zakldcajacych, zostala natychmiast podchwycona
i jest eksploatowana do dzi§ w analizie zlozonych modeli parametrycznych
i semiparametrycznych. Niestety, wydaje sig, ze zastugi J. Neymana w tej
materii nie sg wlasciwie eksponowane. Warto tez chyba nadmienié, ze test
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U2 byl praktycznie zapomniany przez niemal 50 lat, a wprowadzona w [50)
klasa testow optymalnych nie byla wlasciwie doceniona przez niemal 40 lat.

1.8.3. Klasa gtadkich testow Neymana. Jest rzecza oczywists, ze rozwia-
zanie J. Neymana mozna uogdlni¢ uzywajac innych uktadéw w miejsce wielo-
mianéw Legendre’a. W niniejszym opracowaniu bedziemy rozwazaé gléwnie
klase gladkich testéw odrzucajacych Hp dla duzych wartosci

k n 2
® - M= N0 =n 3 {1y 100}
1

gdzie {Y;};>1 jest ortonormalnym ukiadem w Ly([0,1], a A), A miarg Le-
besgue’a. Naturalnie, mozna p6j$¢ dalej i wprowadzi¢ ukiady podwdjnie
indeksowane {A;x}, 1 < j <k, k=1,2,... dopuszczajac w ten sposéb do
zastosowania np. funkcji sklejanych czy falek. W szczegdlnosci, biorge uklad
{Ag,k} zortogonalizowanych funkeji

-1/2
bj,k(x) = {I(aj—uajl(x) — Poj }pOj / )
gdzie I4(-) jest indykatorem zbioru A, a pozostale oznaczenia wzigto z roz-
dziatu 1.1.2, mozna pokazaé, ze statystyka x? K. Pearsona ma postaé

(4) x* = nkz_:l {% ZAQ,k—l(Xi)}z'

Statystyki o strukturze (3) lub, ogblniej,

k n 2
1
) DREWWE)
j=1 i=1
nazywa sie wspolcze$nie gladkimi statystykami rzedu k.

1.8.4. Inne rozwigzania i inne problemy testowania. Oprécz przedstawio-
nych tu statystyk istnieje wiele innych, bedacych funkcjami dystrybuanty
empirycznej lub procesu empirycznego. Rozwaza si¢ réwniez testy oparte
na procesach kwantylowych, spacjach, funkcjach charakterystycznych i es-
tymatorach gestoéci. Do konstrukeji testéw wykorzystuje si¢ ponadto roz-
maite charakteryzacje rozkladéw, wlasnosci momentéw itp. Przeglad tego
typu rozwigzah mozna znalezé w ksigzce R. D’Agostino i M. Stephensa [9].

Analogiczne konstrukeje opracowano i nadal si¢ opracowuje dla proble-
moéw testowania z parametrami zakidcajacymi, rozmaitych schematéw zbie-
rania danych (np. obserwacje zalezne lub cenzurowane), proceséw stocha-
stycznych, danych funkcyjnych itp. Istniejaca liczba rozmaitych wariantow
i uogblnien przedstawionych idei jest przeogromna. -

Pod koniec lat osiemdziesiatych zeszlego stulecia zaczeto robié pierwsze
badania symulacyjne. Wykazaly one migdzy innymi, Ze oméwione w ni-
niejszym opracowaniu rozwigzania sa proste, ale dosé stabe. Dokladniej,
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ich moc jest duza tylko dla specjalnych odstepstw od Hjp. Dla ilustracji
istoty tego problemu przedstawimy symulowane moce testu x2, Craméra-
von Misesa (W) i Kolmogorowa-Smirnowa (D) dla problemu testowania
Hy : f = fo = 1, w sytuacji, gdy obserwacje pochodza z rozkladu o ge-
stosci .
f(z;d, 1) =1+dcos(lnz) de(0,1], 1=12,...

W symulacjach wzigto poziom istotnosci o = 0.05, n = 100 i wykonano
10000 powtérzen. Statystyka x? jest liczona dla podziatu (0,1) na 15 réw-
nych podprzedzialéw.

1

moc _ ——W
—a-D
0,8 - 2
g —a— X
0,6

BA
: j %?:bﬂﬁ:‘i

1 L T T ¥ 1

1 2 3 4 5 6 7 8

Rys. 1. Symulowane moce testéw Craméra-von Misesa (W), Kolmogorowa-Smirnowa (D)
i K. Pearsona (x?) przy n = 100, a = 0,05 i alternatywach 1 + (0, 4) cos(lnz), I =1,...,8.

Wyniki pokazujg, ze moc testéw W i D jest bardzo wysoka przy zabu-
rzeniu fo pierwszym cosinusem, a potem gwaltownie spada wraz ze wzro-
stem liczby oscylacji. To poérednio implikuje, ze dla alternatyw f o duzym
pierwszym wspolczynniku Fouriera, w bazie cosinuséw, moc tych testéw tez
bedzie wysoka. Natomiast dla alternatyw f, w ktérych dominuja wyzsze
skladowe, moc wspomianych testéw bedzie stosunkowo niska. Z kolei test
x?, przy powyzszym do$é typowym doborze klas, ma stabilng, ale niezbyt
wysoka moc. >

Zauwazona stabo$¢ klasycznych i niezwykle popularnych testéw spowo-
dowala pod koniec lat dziewieédziesigtych spore zainteresowanie w znale-
zieniu nowych, bardziej efektywnych rozwigzan. Pewne istotne ulepszenia
przedstawili G. Neuhaus [48], J. Hart i R. Eubank [13] oraz P. Bickel i Y. Ri-
tov [5]. T. Ledwina [41] zaproponowata powiazanie konstrukeji J. Neymana
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z 1937 r. z nowoczesnymi metodami doboru modelu. Powstalg w ten sposéb
procedure nazwala testem adaptacyjnym. Szczegdly tej konstrukeji podamy
ponizej.

1.4. Adaptacyjne testy Neymana. Przypomnijmy, ze rozwazamy problem
testowania jednostajnosci

H, [V F = Fo
przeciwko
A:F#£F, felF,
gdzie F jest klasg wszystkich cigglych dystrybuant rozkladéw skoncentro-
wanych na (0, 1).

‘Myslac realistycznie, jest oczywiste, ze majac, powiedzmy, n = 100 ob-
serwacji niezaleznych zmiennych losowych o dystrybuancie F' nie jesteSmy
w stanie zidentyfikowaé wszystkich mozliwych alternatyw. Innymi stowy,
przy konstrukcji testu warto uwzglednié¢ jakie$ realistyczne postulaty co
do spektrum odstepstw od modelu, jakie przede wszystkim chcieliby$my
~wylapaé” z duza czestodcig, przy umiarkowanych wartosciach n. Postu-
lat J. Neymana [49], aby w pierwszej kolejnosci skupi¢ uwage na ‘gladkich’
odstepstwach od modelu, wydaje si¢ rozsadny. Z drugiej strony jest takze
naturalne, aby wraz ze wzrostem n stopien zlozonosci alternatyw, ktére mo-
zemy wykry¢ z duzym prawdopodobiefstwem, réwniez rost.

Dla spelnienia tych dwéch powyzszych postulatéw T. Ledwina [41] za-
proponowata, aby wyrézni¢ w F rosnaca wraz z n rodzing modeli Fy(6) C
F5(0) C ... C Fjpy(0), gdzie d(n) — oo przy n — oo, a elementy Fj(6)
majg postaé

k
(30 = i (0) exp { > m(a:)},

podczas gdy {Y;};>1 jest pewnym uktadem ortonormalnym. Przypomnijmy,
ze dla kazdego ustalonego k, uzywajac konstrukeji J. Neymana [49] z 1937 r.,
JesteSmy w stanie skonstruowa¢ optymalny test dla testowania fy przeciwko
fr- Test ten odrzuca Hy dla duzych wartosci Ny = Ni(Y) = "Zf=1{% S
T;(X;)}?. Caly problem z uzyciem konstrukeji J. Neymana do naszych celéw
polega na tym, ze nie wiemy jakiemu fi, choéby w przyblizeniu, podlegaja
obserwacje. Jak nadmieniliémy uprzednio, bezmy$lny lub nietrafiony wybér
k w N ma dramatyczne skutki dla mocy testu. Wobec tego w omawianej
pracy zaproponowano aby, majac dane, sprawdzi¢ niejako najpierw jak wy-
glada najlepiej dopasowany do nich model z listy Fy(0) C F5(6) C ... C
Fiiny(8), gdzie F(0) = {fx(z;6) : 6 € R*}. Dopiero w nastepnym kroku,
znajac ten model, a w szczegblnosci jego wymiar kg wybrany na podstawie
posiadanych obserwacji, sprawdzic testem Ng,, czy jednostajnos¢ nalezy od-
rzucic.
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Powyzsze rozumowanie doprowadzilo do pytania o odpowiednig metode
doboru modelu F (). Istnieje wiele rozwigzan w tym zakresie (por. Lanter-
man [38]). T. Ledwina [41] zaproponowala uzycie reguty Schwarza [61], ktéra
zostala wyprowadzona na gruncie bayesowskiej teorii decyzji. Sg znane réw-
niez uzasadnienia tej metody na bazie teorii kodowania (por. Barron i Cover
[3] oraz Lanterman [38]).

Prezentacje reguly Schwarza ograniczymy do rozwazanej powyzej sy-
tuacji. Przypu$émy, ze niezalezne zmienne losowe Xj,...,X, majg roz-
klad o gestoéci fi(z;8), kazda. Przy ustalonych wartosciach z,...,z, tych
zmiennych wprowadZmy nastepujace oznaczenia

n
Li(9) = log [ | fi(zi;6) oraz Ly = sup Ly(6) = Li(6s)-
i=1 GERk
Zauwazmy, ze Lj dobiera parametr 0y = 0r(z1,...,Tn), Przy ktérym po-
jawienie si¢ wynikéw z1,...,z, jest najbardziej prawdopodobne, méowigc
skrétowo. Zanotujmy réwniez, ze préba uzycia arg max,<p< d(n)f/k jako kry-
terium doboru wymiaru modelu F}(8) prowadzitaby do wyboru maksymal-
nego dopuszczalnego wymiaru d(n). Zdefiniujmy dodatkowo funkcje

ﬁk = izk - %klogn

pomniejszajaca Li o kare na wymiar modelu i wielkoéé préby. Opymaliza-
cyjne rozwazania Schwarza doprowadzily do reguly S, podajacej optymalny
wymiar modelu i danej wzorem

S =min{k,1 <k <d(n): Ly = lsr;léas((n) L;}.
Przedstawiona argumentacja wskazuje, ze S dobiera mozliwie ,o0szczedny”,
ale w miare dobrze dopasowany model.

Reasumujac, powyzsze rozumowanie dato w wyniku adaptacyjna wersje
gladkiej statystyki Neymana postaci Ng.

Wilasnosci S i Ng zostaly wnikliwie przebadane w pracach W. Kallen-
berga i T. Ledwiny [31] oraz T. Inglota i T. Ledwiny [21].

Praktyczne wyznaczenie reguly Schwarza S wymaga uzycia metod nu-
merycznych i obliczeh komputerowych. Ponadto, kwestia przeniesienia kon-
strukcji tej reguly na modele nieparametryczne i semiparametryczne nie
wydaje si¢ oczywista. Z tych wzgledéw w pracy W. Kallenberga i T. Le-
dwiny [32] zaproponowano tak zwang uproszczong regule Schwarza, ktéra
w omawianym tu przypadku testowania jednostajnoSci przyjmuje szczeg6l-
nie prostg postaé. Oznaczmy te nowg regule przez S1. Mamy

S1=min{k, 1 <k <d(n): Ng(Y) — klogn > N;(T) — jlogn,
j=1,...,dn)}.
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S1 jest prosta, bardzo dobrze nasladuje S i daje si¢ w naturalny sposéb
uogélnia¢ na bardziej zlozone problemy wnioskowania. Dla krétkosci pre-
zentacji, w dalszej czeSci tego opracowania, ograniczymy uwage do ukiadu
T,(z) = Cj(z) = V2cos(wjz), j = 1,2,..., i zwiazanej z nim uproszczonej
reguly Schwarza S1. Dla zwigzloéci bedziemy pisaé Ny w miejsce Ni(C).

Asymptotyczne zachowanie S1, zwigzanej z ukladem {C;};>1, przy za-
lozeniu prawdziwosci Hy, opisuje nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. Je$li cigg {d(n)} spelnia d(n),/logn/n — 0, to przy
prawdziwoéci Hy, mamy

lim Pp,(S1=1)=1.
n—oo

Symulacje pokazuja, ze zbiezno$¢ jest szybka. Np. przy n = 50 i n = 100
frakcje {S1 = 1} wynosza 94/100 i 96/100, odpowiednio. Dowéd twier-
dzenia 1 eksploatuje elegancksg wykladnicza nieréwno$é Prohorowa [59] dla
rozkladu norm wektoréw losowych. Twierdzenie 1 natychmiast implikuje, ze
granicznym rozktadem Ng; przy Hj jest X%l)'

Rozdzial ten zakonczymy prezentacja i dyskusjg zachowania symulowa-
nych mocy testu opartego na Ng;. Rozwazamy te samg sytuacje co na rys. 1
i uzupelniamy go o wyniki dla Ng; (patrz rys. 2).

1

moc —o—W
—=-D
i —ak— x2
7 —%—NS1
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1

Rys. 2. Symulowane moce testéw W, D, x? i Ng; przy n = 100, o = 0,05 i alternatywach
1+ (0,4) cos(lnz), I =1,...,8.

Widaé, ze uzywajac Ngp, dla alternatyw generowanych przez pierwsze trzy
lub cztery cosinusy uzyskano znacznie wigksze moce niz majg testy kla-
syczne. Jak stwierdzono uprzednio, podobny efekt uzyskuje si¢ dla innych
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alternatyw o dominujacych pierwszych czterech wspdlczynnikach Fouriera.
Powstaje tez pytanie, czy taki wynik mozna bylo uznaé za zadowalajacy. Je-
§li chodzi o klasyczne problemy testowania zgodnosci z zadanym rozkladem,
to, naszym zdaniem, odpowiedZ jest pozytywna. Bardzo obszerne badania
symulacyjne pokazaly, ze przedstawione rozwigzanie i jego uogdlnienia na
problemy testowania z parametrami zaklécajacymi (patrz np. Kallenberg
i Ledwina [32]) oraz zagadnienia nieparametryczne (np. testowanie nieza-
leznosci i problem dwéch préb; por. W. Kallenberg i T. Ledwina [33] oraz
A. Janic-Wréblewska 1 T. Ledwina [28]) daly moce poréwnywalne lub prze-
wyzszajgce moce najlepszych istniejacych rozwigzan poszczegdlnych proble-
méw. Wyniki poréwnahn z rozwigzaniami G. Neuhausa [48], R. Eubanka
i J. Harta [13] oraz P. Bickela i Y. Ritova [5] tez byly satysfakcjonujace.
Powodem takiej sytuacji jest to, ze rozklady alternatywne, jakie si¢ rozwaza
w modelowaniu wielu zjawisk, sg, w sensie analitycznym, bardzo gtadkie
i kilka pierwszych wyrazéw w ich rozwinieciu w szereg Fouriera zawiera za-
sadniczg informacje o ich ksztalcie. Informacja ta jest wychwytywana przez
adaptacyjne testy przy stosunkowo niewielkich n. OczywiScie, wraz ze wzro-
stem n czulo§é wszystkich testéw roénie i tym samym rozszerza sig¢ zakres
ich czulosci. Jednakze prace teoretyczne nad poréwnaniem adaptacyjnych
testéw z rozwigzaniami klasycznymi i wspélczesnymi pokazaly, ze w pew-
nym sensie moce testéw adaptacyjnych rosna szybciej wraz z n. Zagadnienia
te dyskutujemy pokrétce w ponizszym rozdziale.

Na zakoficzenie tej dyskusji nadmiefimy, ze rozwigzania, ktdére zapro-
ponowali$my, dajg sie rozszerzy¢ na duzo bardziej zlozone problemy, niz
te dotychczas dyskutowane. W takich zagadnieniach wysoko oscylujace al-
ternatywy wystepuja w sposéb naturalny. Praca nad takimi zagadnieniami
byla motywacja do pewnych modyfikacji konstrukcji Ng1, powiedzmy, w celu
uzyskania testu, ktérego zakres czulosci, przy danym n, zostatby zwigk-
szony dla wysokich oscylacji przy jednoczesnym ewentualnym minimalnym
spadku mocy dla niskich oscylacji. Takie rozwigzanie przedstawiono w pracy
T. Inglota i T. Ledwiny [27]. Rys. 3 zawiera symulowane moce tego nowego
rozwigzania (Np,) oraz tych uprzednio rozwazanych. Prezentacje samego
rozwigzania pomijamy.

Zanotujmy réwniez, ze, uwzgledniajac reprezentacje statystyki x? da-
ng (4), bylo w miare oczywiste, ze wypracowana metodologia konstrukcji
adaptacyjnych testéw moze byé réwniez uzyta do wyboru, na podstawie
obserwacji, liczby przedzialéw oraz ich koncéw. Takie rozwigzania podano
w pracach M. Bogdan [6] oraz T. Inglota i A. Janic-Wrdblewskiej [17].

2. Poréwnywanie testéw. Jak wspomnieli§my uprzednio, J. Neyman
[49] zaproponowal badanie i poréwnywanie asymptotycznej mocy testow
przy ciggach alternatyw zbieznych do hipotezy zerowej w tempie 1/4/n.
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moc —o—W
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Rys. 3. Symulowane moce testéow W, D, x*, Ng; i N, przy n = 100, o = 0,05
i alternatywach 1 + (0,4) cos(lrz), 1 =1,...,8.

Moze warto w tym miejscu nadmienié, jak si¢ formalnie rozumie stwierdze-
nie, e ciag gestosci {f,} zbiega do fo w tempie 1/4/n. Mianowicie, oznacza
ono, ze

lim sup TLH (fna fO) < OO,

n—0o0

gdzie
1/2
H(fn, fo) = {f(fl/2 fo!?)? d)\}

jest odleglo$cig Hellingera miedzy f, i fo. Ten pomyst Neymana zdomino-
wal asymptotyczng statystyke w dwudziestym wieku. W pewnym momen-
cie okazalo si¢ jednak, ze takie podejicie przestaje wystarczaé. Juz praca
Neuhausa [47] pokazala, ze informacja o asymptotycznej mocy tak prostej
statystyki jak W Craméra-von Misesa, jaka mozna w ten sposéb uzyskad,
jest do$é ograniczona i raczej opisowa niz iloSciowa. Dodatkowe przejécia
graniczne pozwolily Neuhausowi na stwierdzenie, ze test odrzucajacy Hp
dla duzych warto$ci W jest optymalny jedynie przy alternatywie postaci
1+ dcos(mz), d =~ 0, a dla alternatyw postaci 1+ dcos(jnz), d=~ 0, j > 1,
jego asymptotyczna moc maleje wraz ze wzrostem j. Te opisowe wyniki sg
zgodne z wynikami symulacji (por. rys. 1; dodajmy, ze maksymalna moc,
jaka mozna uzyskaé dla tej alternatywy przy j = 1, n = 100 i a = 0.05, wy-
nosi 0.9). W odniesieniu do Ng; rozwazanie lokalnych alternatyw zbieznych
w tempie 1/4/n daje wrecz absurdalne wyniki (por. T. Inglot i T. Ledwina

[22]).
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Statystycy wypracowali réwniez wiele alternatywnych metod poréwny-
wania testéw. Czeé¢ z nich nie ma, niestety, sensownej praktycznej inter-
pretacji. Wiekszos¢ standardowych procedur daje sie giéwnie stosowaé do
statystyk, ktore majg w przyblizeniu strukture liniowa i ich zastosowanie do
Ng; okazalo sig¢ niemozliwe (por. dyskusja w [22]).

Powstatla wiec potrzeba znalezienia jakiego$§ sensownego podejscia, po-
zwalajacego zbadaé zachowanie mocy Ng; przy duzych n i poréwnad je z za-
chowaniem mocy innych testéw. W serii prac napisanych w ciggu ostatnich
dziesieciu lat przez T. Inglota i T. Ledwing oraz wspélpracownikéw (por.
(10], [18], [19], [21]-[26]) rozwinieto tak zwane podejécie posrednie zapro-
ponowane w pracach Kallenberga [29], [30]. Okazalo sig, ze to rozwiazanie
dalo sie zastosowaé do poréwnywania testéw klasycznych, np. Craméra-von
Misesa i Kolmogorowa-Smirnowa, jak i nowych konstrukcji Neuhausa [48],
Bickela i Ritova [5], Eubanka i Harta [13], Ledwiny [41], Barauda i innych
[2], itp. Prace na temat asymptotycznego poré6wnywania testéw sa na ogdl
bardzo techniczne. Nie inaczej jest w przypadku stosowania podejscia po-
Sredniego. Wlasciwie, nalezy to wyraznie powiedzieé, samo podejécie jest
duzo bardziej zlozone niz klasyczne rozwigzania (por. Inglot i Ledwina [21]
oraz Inglot [16]). Jego precyzyjny opis znacznie wykracza poza ramy niniej-
szego opracowania. Ograniczymy sie wiec do zasygnalizowania, z czym sie
wiaze liczenie tak zwanej efektywnosci posredniej Kallenberga i jak wyglada
przykladowy rezultat jej zastosowania do statystyki W. Podamy réwniez
krétki komentarz na temat analogicznych wynikéw dla Ng;. W naszych pra-
cach rozwingliSmy dwa pomysty Kallenberga: liczenie efektywnosci i liczenie
niedoboru mocy. Liczenie niedoboru mocy jest subtelniejsze i wymaga nieco
mocniejszych narzedzi niz liczenie efektywnosci. Liczenia niedoboru mocy
nie bedziemy tu w ogdle dyskutowac.

Ponizej przedstawiamy pewne fragmenty argumentacji lezacej u podstaw
formalnej definicji efektywnoséci Kallenberga. Prezentacje ograniczamy do
problemu liczenia efektywnosci testu Craméra-von Misesa wzgledem innego
testu odrzucajacego Hy dla duzych wartosci pewnej statystyki V.

Generalnie, statystyk chcialby mieé pewien miernik méwigcy mu o ile
i jakich sytuacjach jeden test jest lepszy od drugiego. Typowg préba odpo-
wiedzi na tak postawione pytanie jest podanie jakiego§ wariantu efektyw-
nosci wzglednej. Efektywnosé wzgledng wypiszemy dla problemu testowania
jednostajnosci, przy dodatkowym zalozeniu, ze dystrybuanty F' posiadajg
gesto$é f wzgledem miary Lebesgue’a na (0,1). To ograniczenie nie jest po-
trzebne przy wprowadzaniu samej definicji efektywnosci, ale pozwoli nieco
skréci¢ pozniejsza dyskusje. Rozwazamy wiec

HQ : f = f() =1
przeciwko

A: f# fo
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Niech a bedzie danym poziomem istotnosci, a B zadang liczbg, 0 < a <
B < 1. Niech Ny(a, 3, f) oznacza minimalng liczbe obserwacji potrzebna na
to, aby test na poziomie istotnosci «, odrzucajacy Hy dla duzych wartosci
V, mial moc co najmniej B przy alternatywie f. Analogicznie definiuje sig
Nw (e, B, ). Relatywna efektywnoscia W wzgledem V nazywa sig iloraz

6) ey (@, 8, f) = %%%

Ta wielko$¢ ma prostg i intuicyjng interpretacje, ale jest praktycznie nie
do policzenia. Dla wybrnigcia z tego klopotu prébuje si¢ rozwazaé roz-
maite wielkoSci pochodne. Np. zastosowanie pomystu Pitmana z 1949 r.,
eksploatujacego podejécie Neymana [49], polegaloby na prébie wyliczenia
lim, 00 ew,v (e, B, frn), gdzie f, — fo w tempie 1/y/n. Wariant Bahadura
z 1967 1. to lim,— o0 ew,v (o, B, f), gdzie a,, — 0 w tempie wykladniczym.
Niestety, w rozwazanym przez nas przypadku oba te pomysly nie prowadza
do kryteriéw, ktére mozna by bezposrednio zastosowaé do poréwnywania te-
stéw. Neuhaus [47] i Nikitin [56] zastosowali dodatkowe przejscia graniczne,
aby dosta¢ dla W co$ w miare czytelnego.

W ogélnej sytuacji Kallenberg [30] podal, rozwigzanie poSrednie miedzy
tymi wprowadzonymi przez Pitmana i Bahadura. Mianowicie zaproponowal,
aby rozwazaé a,, — 0 wolniej niz wykladniczoi f, — fo wolniej niz w tempie
1/4/n. Formalnie rzecz ujmujac, maja by¢ spelnione nastepujgce warunki:

lim a, = lim n~} log a, = 0, lim H(fn, fo) =0
n—00 n—oo n—oo

oraz

im nH2(fn, fo) = oo.

n—0o0
Dla wyegzekwowania warunku 0 < < 1, wystepujacego w definicji re-
latywnej efektywno$ci i gwarantujacego nietrywialno$¢ uzyskiwanych wyni-
kéw, tempa zbieznoSci f, i @, musza byé powiazane. Pomyst Kallenberga
z grubsza wygladal tak, ze prébuje si¢ wyliczy¢ wielkos§é

(7) Ewy = T}glgo ew,v (Qn, B, fn)-

I rzeczywiScie, okazalo sig, ze przy drobnej, ale sensownej modyfikacji defini-
cji Ny (e, B, f), podanej wyzej, pewnych zalozeniach na zachowanie si¢ przy
Hy ogonéw rozkiladéw statystyk W i V oraz przy zachodzeniu prawa wiel-
kich liczb dla W i V przy {f»}, granica (7) istnieje dla duzej klasy ciagéw
{f=} 1 odpowiednich ciagéw {ay, }. Szczegbly, dyskusje warunkéw i przyklady
zastosowan mozna znalezé np. w pracach W. Kallenberga [30], T. Inglota
i T. Ledwiny (21}, [22] i [25] oraz T. Inglota [16]. Tu podamy jedynie gars¢
informacji na temat zachowania ogonéw rozkiladu W, ktére sy istotne dla
istnienia efektywnos$ci Kallenberga oraz postaé¢ £w,v dla wybranej prostej
klasy {f.} i wybranej konkurencyjnej statystyki V.
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Przypomnijmy, ze Bahadur zadal, aby a,, — 0 w tempie wykladniczym.
To zalozenie wymuszalo istnienie wielkich odchylen dla rozwazanych staty-
styk testowych. W szczegélnosci, w jego podejsciu kluczows role odgrywala
funkcja

) 1
I(z) = — Jim —3 log Pg, (W > z+/n).

Podejécie Kallenberga wigze si¢ z wolniejsza asymptotyka {a,}. To z kolei
implikuje, ze w omawianym tu przykladzie centralng role pelnig oszacowania
dla Pg,(W > x,/n) oraz granice

1
(8) cw = — lim ——2 log Pr,(W > z,y/n),

n—oo NI

gdzie x,, — 0 oraz n:c% — 00. Dla ilustracji przytaczamy oszacowanie, ktére

mozna uzyskaé z rezultatéw pracy T. Inglota i T. Ledwiny {20].

TWIERDZENIE 2. Jesli z, — 0 i nz2 — oo, to dla kazego v € (2,3)
zachodzi

(9) Pp,(W > xpv/n) = exp{ ~m2nz2 + O(nz}) + O(log[nz? ])}

OczywiScie, (9) natychmiast 1mphkuje (8) z cw = 7?/2.

Dla sprawdzenia jak sprawnie statystyka W wydobywa informacje o ge-
stosci f, zawartag w probie Xi,...,X,, bedziemy liczyé¢ jej efektywnosé
wzgledem najlepszego testu dla weryﬁkowa,ma Hy : f = fo przeciwko A; :
f = fn, gdzie f, jest n-tym elementem ciaggu gestoéci {f,}. Taki najlep-
szy (najmocniejszy) test zostal skonstruowany w 1933 r. przez J. Neymana
i E. Pearsona. Odrzuca on Hy dla duzych wartosci statystyki Y .., log fn(X:)
lub réwnowaznie, jej standaryzowanej wersji

1 n
V= N ;{log fn(Xi) — eonl,

gdzie

1 1
€on = f log fud\ oraz o2, = f 1og fn)2dA — €2,..
0 0

Jest chyba jasne, ze w rozwazanym zagadnieniu uzywanie V nie jest moz-
liwe, bo f,, nie jest znane. Test ten jest jednakze rodzajem pewnego wzorca
pokazujacego jaka maksymalna moc jest teoretycznie mozliwa do uzyska-
nia w punkcie f,, przy danym n i a. Przy takim wyborze V zawsze mamy
Ewyv < 1. Jedli dla jakiego$ ciagu {f,} zachodzi réwnosé, to méwimy, ze
W jest optymalny przy {f,}. Porébwnujac takze inne testy do wzorca V do-
stajemy jednoczesnie informacj¢ o ich wzajemnej relacji. Odpowiednik (8)
dla V mozna wydedukowaé z raportu Booka (1996) (por. twierdzenie 5.8 w
pracy [21)}).
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Rozwinieta przez nas teoria pozwala liczy¢ Ew vy dla dowolnych ciagéw
alternatyw spelniajacych H(fn, fo) — 0 i nH?(f,, fo) — oco. Jednaksze dla
prostoty prezentacji przedstawimy postac efektywnosci Ew,v jedynie dla wy-
branej, standardowej w literaturze, klasy ciagéw {f,}. Mianowicie, rozwa-
zymy wszystkie ciaggi o elementach postaci

(10) fo(z) =1+ 6na(z), 6, —0, nd2— oo,

gdzie
1 1

(11) acA= {a : sup |a(z)] < oo, fadA =0, fa2d)\ = 1}.

xz€[0,1] 0 0

Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy T. Inglota i T. Ledwiny [22].

TWIERDZENIE 3. Dla kazdego ciggu alternatyw {fn} danego przez (10)
i (11) oraz {a,} zdefiniowanego wzorem (12) zachodzi

Ewy = (]l Al)%,
gdzie

T

A@)= [adr, Al = { Ofl A2d)\}1/2 - {i (%)ch}w,

0 j=1
1
¢ = [aCsax,
0

a C;j(z) = V2cos(jmz). Zwigzana z {f,}, postaé an, gwarantujgca niezde-
gerowang asymptotyczng moc B € (0,1), jest dana przez

(12) Qy = exp { - %7{'2(')’1,9,%),}:4”2 + O(\/ﬁBn)}.

Poniewaz [ a? = 1, powyzszy wynik implikuje, ze Ew v = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy a(z) = Ci(z). Dla kazdego innego a € A mamy Eyy < 1.
W szczegblnosci, dla a(r) = Cj(x), j = 2,3,... otrzymujemy

(13) Ewy = 1/5°.

Wynik ten jest zgodny z opisowymi rezultatami Neuhausa [47]. Interpretacja
(13) jest nastepujaca. Dla uzyskania przez W takiej samej mocy jaka ma
V', wyliczone na bazie n obserwacji, nalezy wzia¢ dla powyzszych lokalnych
alternatyw nj? obserwacji. Oczywiécie, w praktyce mamy ustalone o i n oraz
ustalone alternatywy. Badania symulacyjne pokazuja jednakze, ze lokalna
teoria ma sensowne odzwierciedlenie w rzeczywistej sytuacji. Dla ilustracji
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Rys. 4. Empiryczne moce testébw Neymana-Pearsona (V) i Craméra-von Misesa (W) przy
o = 0,05 i alternatywach 1+ d cos(27z), d = 0,05,...,0,60. Géra: empiryczne moce V
i W przy n = 50. Dét: empiryczna moc V przy n = 50 i empiryczna moc W przy n = 200.

przytaczamy jeden z rysunkéw z pracy [24] (rys. 4). Analogiczne rozwazania
i ilustracje dla testu Kolmogorowa-Smirnowa podano w [25].

Zastosowanie efektywnoSci Kallenberga do poréwnywania Ng; i V jest
duzo bardziej zlozone. W szczegdlnoéci, dla Ng; nie istnieja umiarkowane
odchylenia w pelnym zakresie {z,} (odpowiednik (8)). Ponadto, oprécz
zgrania temp zbieznosci {f,} i {ay,}, trzeba jeszcze uwzglednié tempo w ja-
kim przyrasta dlugoé¢ listy modeli d(n). Tym niemniej daje sie pokazaé (por.
T. Inglot i T. Ledwina [21], [22] i T. Inglot [16]), ze przy szerokie] klasie al-
ternatyw {f,} zbieznych do fo w tempie wolniejszym niz 1/y/n zachodzi
ENg,,v = 1. Byla to pierwsza znana nam konstrukcja o takiej wlasnosci.
Mozna tez pokazaé, ze podobny wynik zachodzi dla Nr;.

W 2003 r. Baraud, Huet i Laurent podali alternatywna konstrukcje, ktéra
tez jest optymalna w sensie Kallenberga (por. T. Inglot i T. Ledwina [26]).

Na zakonczenie chcielibyémy przedstawic kilka uwag na temat interpre-
tacji wyniku Eng,,v = 1. Nie mozna zapomnieé, ze jest to wynik graniczny,
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osiggniety dla pewnej pomocniczej abstrakcyjnej sytuacji i jego przeniesie-
nie na sytuacjg rzeczywistsg, gdzie mamy ustalone n, « i alternatywe (dla
nas nieznang), nie moze by¢ literalne. Zbieznos¢ do wartosci 1 nie jest jed-
nostajna po klasie alternatyw. Tak wigc, jesli rozpatrujemy np. empiryczne
moce Ng; przy alternatywach typu 1 + dC;(z) i danym n oraz o (por.
rys. 2. i podane tam warunki), to nie nalezy oczekiwaé, ze dla wszystkich
j=1,2,... moc testu Ng; bedzie jednakowo bliska mocy testu najlepszego;
to jest .90. Konstrukcja Np; pokazuje, ze dla skonczonego n inny asymp-
totycznie optymalny test moze mieé nieco inna funkcje mocy (por. rys. 3.).
Wynik Eng,,v = 1 oznacza, ze konstrukcja T. Ledwiny (1994), wraz ze
wzrostem n, wyciaga, w pewnym sensie, cala dostepng informacje o alterna-
tywie, ktéra jest zawarta w prébie Xy, ..., X,,. Wynik ten wskazuje réwniez,
ze nazwa adaptacyjny test Neymana jest adekwatna i dobrze uzasadniona.
Konstrukcja Np; pokazala z kolei, ze dla skoficzonego n asymptotycznie
optymalne rozwigzanie mozna jeszcze poprawic.

Podziekowania. Niniejszy tekst pokrywa si¢ w duzej mierze z tredcia
wykladu wygloszonego na XVI Zjezdzie Matematykéw Polskich we Wrocla-
wiu w 2005 r. Autorka dziekuje Organizatorom za zaproszenie, a prof. dr
hab. R. Dudzie za propozycje przestania tego tekstu do Wiadomosci Mate-
matycznych.
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