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Dziedzina funkcji jednej zmiennej

Streszczenie. W artykule przedstawione zostaly podstawowe metody wyznaczania dziedziny
funkcji jednej zmiennej. Opracowanie przeznaczone jest dla studentéw pierwszego roku studidow
pierwszego stopnia i licealistéw, przy czym uczniowie szkét §rednich moga pominaé przyktady,
w ktoérych wystepuja funkcje cyklometryczne. Nauczyciele znajda tu przyktadowy konspekt éwi-
czen. Uzupelnienie artykutu stanowi wyboér przyktadéw do samodzielnego rozwigzania, ktére moga
by¢ wykorzystane jako zadania domowe.

Slowa kluczowe: dziedzina, funkcja rzeczywista, funkcja jednej zmienne;j.

1. Wstep

Dziedzina funkcji to zbior wszystkich argumentow tej funkcji, czyli tych elementéw, ktérym funk-
cja przyporzadkowuje wartosci. W tym opracowaniu rozwazane s3 wytacznie funkcje rzeczywiste jednej
zmiennej rzeczywistej, co oznacza, ze zaré6wno argumenty, jak i wartosci beda liczbami rzeczywistymi.
Tego typu funkcje sg stosowane miedzy innymi w geometrii i fizyce do opisu zalezno$ci pomiedzy réznymi
wielko§ciami.

Bardzo czesto dziedzina okreslona jest juz w opisie funkcji. Symbol f: X — R oznacza, ze dziedzing
funkcji f o wartosciach rzeczywistych jest zbior X, ktory w przypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej
zawsze jest podzbiorem R. W takiej sytuacji przy zapisie f: X — R podaje sie wzoér funkeji, ktory
okre§la sposob obliczania wartodci funkcji dla danego argumentu x, np. f: [1,9] — R, f(z) = 22 — 3
oznacza, ze argumenty x funkcji f naleza do przedziatu [1, 9], przy czym funkcja f kazdej liczbie z € [1, 9]
przyporzadkowuje liczbe 22 — 3. Dziedzine funkcji f oznacza sie przewaznie symbolem D +; odpowiednio
dziedzine funkcji g oznaczymy D,.

W wielu przypadkach dziedzina funkcji zwigzana jest z zastosowaniem tej funkcji do opisu okreslonych
zjawisk. Dziedzing funkcji opisujacej objetos¢ kuli w zaleznosci od jej promienia jest zbior liczb dodatnich,
poniewaz promien kuli z zalozenia jest wielkosciag dodatnig. Wprawdzie warto$é¢ funkcji danej wzorem
Vir) = %71'7‘3 moze byé obliczona dla dowolnej liczby rzeczywistej r, ale tylko dla r > 0 moze by¢
interpretowana jako objeto$¢ kuli o promieniu r. Mozna dopusci¢ tez r = 0 — mamy woéwczas kule
zdegenerowana do punktu, ktorej objetosé (zgodnie ze wzorem) jest réwna zero.
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Dwie funkcje sa réwne, gdy maja te samg dziedzine i tym samym argumentom przyporzadkowuja
te same wartosci. Moze sie zdarzy¢, ze dwie rowne sobie funkcje sg opisane réznymi wzorami, ale ich

dziedziny musza by¢ takie same.
Przyklad 1. Rozwazmy nastepujace funkcje:
(0,00) > R, f(z) =22,

f:
g:R— R, g(x) 2,
h: (0,00) — R, h(z)=(x—2) - (z+2)+4.

Funkcje f i g nie sa réwne. Co prawda sg opisane tym samym wzorem, ale maja rézne dziedziny. Funkcje
f i h maja te sama dziedzine, a przy tym h(x) = (z —2) - (z+2) +4 = 22 = f(x) dla kazdego z € (0, ),
wiec f = h.

2. Wyznaczanie dziedziny funkcji

Jezeli w opisie funkcji podany jest tylko jej wzor, przyjmuje sie, ze dziedzing jest najwiekszy zbior,
w ktorym wykonalne sa wszystkie operacje definiujace funkcje. Wyznaczanie dziedziny funkcji sprowadza
sie do okreslenia tego zbioru, nazywanego dziedzing naturalng funkcji. Przydaje sie przy tym znajomosé
wlasnosci pewnych szczegolnych funkeji: potegowych (zaliczaja sie do nich rowniez funkcje pierwiastkowe),
wyktadniczych, logarytmicznych, trygonometrycznych i cyklometrycznych.

Wyznaczenie dziedziny funkcji ma kluczowe znaczenie przy badaniu jej wtasnosci. Moze sie okazad,
ze np. wszystkie argumenty danej funkcji naleza do przedziatu o skonczonej dtugosci — w takiej sytuacji
nie bedzie mowy o istnieniu asymptot poziomych lub ukosnych. Jezeli dziedzing funkcji bedzie skoriczony
zbioér o niewielkiej liczbie elementéw, to wlasnosci tej funkcji mozna szybko odczytaé z tabeli wartosci i nie
trzeba stosowa¢ zadnych zaawansowanych narzedzi matematycznych. Moze si¢ réwniez zdarzy¢, ze dzie-
dzina funkcji bedzie pusta, poniewaz dla zadnej liczby rzeczywistej nie moga by¢ wykonalne wszystkie

operacje wystepujace we wzorze funkcji.
Przyklad 2. Wyznaczymy dziedzine funkcji okreslonej wzorem
f(z) = V1 —22+logs(x — 2).

Pierwiastek kwadratowy (oraz dowolnego parzystego stopnia) mozna obliczy¢ tylko z liczby nieujem-
nej, dlatego liczba z dziedziny funkcji f musi spelniaé¢ nieréwnosé

1—a%>0. (1)

Dziedzing wszystkich funkcji logarytmicznych, w tym logarytmu o podstawie 2, jest zbior liczb do-
datnich (0, 00). Stad otrzymujemy kolejne ograniczenie:

x—2>0. (2)
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Nier6wnosé kwadratowa, (1) zapisujemy w rownowaznej postaci':

2 -1<0
(x—1(z+1)<0

i odezytujemy rozwiagzanie:
—1<x< 1.

Z nieréwnosci (1) i (2) otrzymujemy warunki € [—1,1] i > 2, ktére nie mogg byé¢ spelnione
rownocze$nie. Oznacza to, ze dziedzina funkcji f jest zbiorem pustym.
Odpowiedz. Dy = (.

Najbardziej oczywistym ograniczeniem dotyczacym dziedziny jest niedopuszczalno$é¢ dzielenia przez
zero. Kolejne wiaze sie 7 dziedzing pierwiastka stopnia n € N: dla n parzystych jest ona réwna [0, c0),
podczas gdy dla n nieparzystych jest to caly zbiér R.

Przyklad 3. Wyznaczmy dziedzine funkcji

W liczniku wystepuje pierwiastek stopnia parzystego, dlatego kazdy element dziedziny musi spelniaé
nier6wnosé
x+12>0. (3)

Pierwiastek w mianowniku ma stopien nieparzysty, dlatego jedyne ograniczenie wiaze sie z miejscami

Va2 —4#0, (4)

czylix # —21ix # 2. Stad x € (—1,00) \ {—2,2} = (—1,2) U (2, 00).
Odpowied?. Dy = (—1,2) U (2,00).

zerowymi mianownika:

Przyklad 4. Wyznaczajac dziedzine funkcji

f(@) =logg [z(a® = 1)(2* — 4)],

korzystamy z tego, ze dziedzina funkcji logarytmicznej jest zbior liczb dodatnich. W konsekwencji otrzy-
mujemy nieréwnosé
x(2® — 1) (2% —4) > 0.

Znajdujemy pierwiastki (miejsca zerowe) wielomianu po lewej stronie:
z(z? = 1)(2? —4) = 2(z — V) (z + 1)(z — 2)(x + 2).

Sa nimi liczby: 0, 1, —1, 2, —2 (wszystkie sa pojedyncze). Zaznaczamy je na osi liczbowej i rysujemy
przyblizony wykres wielomianu.

1 Przy rozwiazywaniu nieréwnosci 2 — a? < 0 (czy 2 — a? > 0) bledy zdarzaja sie czesciej niz w przypadku innych
nieréwnosci kwadratowych. Wiele osob przeksztatca je do postaci 22 < a? i wyciaga falszywe wnioski.



34 A. Samulewicz

[ D

Odczytujemy z niego zbidr rozwigzan nieréwnosci, ktory jest dziedzing funkcji f. Jest to suma przedziatéw
(—2,-1)U(0,1) U (2,00).
Odpowied?. Dy = (—2,—1) U (0,1) U (2, 00).

Przyklad 5. Wyznaczymy teraz dziedzine funkcji
f(x) =log, (5 — ).

Przypomnijmy, ze logarytmowaé¢ mozna tylko liczby dodatnie, a podstawami logarytméw moga by¢ wy-
tacznie liczby dodatnie rézne od 1. Wobec tego elementy dziedziny musza spelniaé¢ nastepujace warunki:

(i) 5—xz >0,
(i) 2 —1>0,
(iii) 2 —1#1.

Stad Dy = (1,2) U (2, 5).

Przed omowieniem nastepnych przyktadow przypomnijmy, ze funkcje sinus i cosinus sg okreslone
w calym zbiorze liczb rzeczywistych R, dziedzing funkcji tangens jest zbior R\ {F +kn : k € Z}, a funkcji
cotangens — zbior R\ {kn : k € Z}. Symbol Z oznacza zbior liczb catkowitych.

Przyklad 6. Rozwazmy funkcje f(z) = sin(tgz) i g(x) = tg(sinz). Dziedzina f jest taka sama jak
dziedzina funkcji tangens: Dy = R\ {J +km : k € Z}. Jak wiadomo, sinz € [~1,1] dla wszystkich z € R.

Poniewaz [-1,1] C (-%,%),a (—%,%) CR\{Z + kr : k € Z}, dziedzina funkcji g jest caly zbior R.

Przyklad 7. Wyznaczymy dziedzine funkcji

T+ —x

f(z) =log 5(ctg 2z )+sinx+COS!E

Elementy dziedziny musza spelniaé¢ nastepujace warunki:

(i) 2z e R\ {km: k € Z},
poniewaz 2x jest argumentem cotangensa,

(ii) ctg2zx —1>0,
bo liczba, z ktorej oblicza sie logarytm, musi by¢ dodatnia,

(iii) —x >0, czyli <0,
bo —x wystepuje pod pierwiastkiem kwadratowym,
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(iv) sinx 4 cosx # 0,

poniewaz wyrazenie w mianowniku musi by¢ rézne od zera.
Rozwiazujemy nier6wnos$é¢ z warunku (ii):

ctg2x —1>0
ctg2x > 1

s
ctg 2z > ctg 1
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Cotangens jest funkcja malejaca w kazdym przedziale (kw, (k + 1)), gdzie k € Z i okresowa o okresie 7.
Stad

k‘7r<2x<k:7r+g, keZ,
km knm o«

— — 4+ = 7.
2<x<2+8, ke

Zajmiemy sie teraz warunkiem (iv). Zbior rozwiazan nieréwnosci sinz + cosx # 0 jest dopelnieniem
zbioru rozwiazan réwnania

sinz = — cos . (5)
Korzystajac z tozsamosci sin®z + cos?z = 1 (znanej jako jedynka trygonometryczna), otrzymujemy
zalezno$ci:
cosng y cosxz—g
sinx:—@ sinx:?.
Wobec tego rozwiazania rownania (5) sa postaci x = —75 + k7, gdzie k € Z. Przypomnijmy, ze wla$nie te

liczby musimy wykluczy¢ z dziedziny rozwazanej funkcji, poniewaz sa miejscami zerowymi mianownika.
7r
Stad elementy dziedziny naleza do zbioru R\ 21 +kn:keZ;.
W warunku (iv) mozna tez zastosowa¢ inny sposéb rozumowania. Z rownania (5) wynika, ze sinx # 0

ictgr = —1. Stad
cos2x  cos’x —sin’z  ctgiz —1
ctg2x = — = - - —
sin 2x 2sinx cosx 2ctgx

)

co jest sprzeczne z warunkiem (ii).
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Mozemy teraz zapisa¢ warunki (i)—(iv) w nastepujacy sposob:

(i) xeR\{k;:k:eZ}.

3T - _T 0 f ™
- 5 .
km kr «
i) —<z< —+— keZ
) L3 ,
O=—0 O=—0 O=—0 O=—0 O=—0 O=—0
3m 3w W Cr o T T T T 0o ™ T T .
"2 27w TS “2 "3%% 5 7 278 T
(iil) = <0,
0
. T
(iv) xER\{—Z—H@W:kEZ}.
51 T 0 3T
T4 4 4

Elementy dziedziny musza spelniaé¢ wszystkie powyzsze ograniczenia, a wiec
6(7r 7T+7T>U 27 27r+7r U 3 37T+7T U
T - ==+ = —— =+ = —_———— + =
27 2 8 27 2 8 27 2 8

o0
k k
Aby skroci¢ zapis, mozemy uzy¢ symbolu sumy mnogosciowej: z € U (—;, —g + g)
k=1

( kr k
Odpowiedz. Dy = U (-5,_; + g)
k=1

We wzorze funkcji z nastepnych przyktadow wystepuja funkcje cyklometryczne, nazywane réwniez
kotowymi: arcsin, arccos , arctg i arcctg . Przypomnijmy, ze dziedzing funkcji arcsin i arccos jest przedziat

[—1,1], natomiast funkcje arctg i arcctg sa okreslone w calym zbiorze R.

Przyklad 8. Wyznaczymy dziedzine funkcji

t -2
flz) = M + arcsin (—3 + log% x).

arcctg x
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Poniewaz dziedzing funkcji arctg i arcctg jest R, rozwazamy wylacznie nastepujace warunki:

(i) arcctgx # 0,
ktory jest speliony dla wszystkich liczb « € R, poniewaz wartosci funkcji arcctg naleza do prze-
dziatu (0, 7);

(ii) = >0,
poniewaz logarytmy sa okreslone tylko dla liczb dodatnich;

(i) ~1<—=3+logia <1
ze wzgledu na dziedzine funkcji arcsin. Z powyzszej nieréwnodci otrzymujemy
2 <log 1T <A4.

Zauwazmy, ze podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a wiec log% jest funkcja malejaca. Stad

12>>14(:li€il
9) =¥=\g) TS 1161

1
Warunki (i)—(iii) spelniaja liczby z € [167 4} .
Odpowiedz. Dy = 11
powiedZ. Dy = | 7=, |-
Przyklad 9. Wyznaczmy dziedzine funkcji

2 +1

z2 -1

f(z) = V2x — 1 + arccos . (6)

Pierwiastek stopnia nieparzystego jest okreslony dla wszystkich liczb rzeczywistych, wobec tego ele-
menty dziedziny funkcji f musza spelnia¢ nastepujace warunki:

(i) «? —14#0,

bo wyrazenie to znajduje sie w mianowniku,

22+ 1
i) —1<
(ii) <2 71<h

poniewaz dziedzing funkcji arccos jest przedzial [—1, 1].

Z (i) otrzymujemy
zeR\{-1,1}. (7)

Warunek (ii) oznacza, ze musza by¢ speinione dwie nieréwnosci:

2 +1
—— <1 8
51 S (8)
oraz B
1
TS 9)

2 -1



38 A. Samulewicz

Zajmiemy sie najpierw nieréwnoscia (8). Obie strony mnozymy przez kwadrat mianownika. Jest to
liczba dodatnia, dzieki czemu nie zmieni sie zwrot nieréwnodci?. Mamy:

e — 2<0
z+1)(z—1) <0,
—1<z<1

Biorac pod uwage (7), otrzymujemy nastepujace rozwigzanie nieréwnosci (8):
x e (—1,1). (10)

W podobny sposéb rozwiazujemy nieréwnosé (9):

Widzimy, ze liczba 0 jest pierwiastkiem podwojnym tego wielomianu i pamietamy, ze « ¢ {—1,1}, a wiec
x € (—o0,—1) U {0} U (1,00). (11)

Wszystkie warunki (7), (10) i (11) spelnia tylko liczba 0.
Odpowiedz. Dy = {0}.

Przy okazji zwroémy uwage na kilka ciekawych wtasnosci funkeji f z przyktadu 9.
Jej jedyna warto$é wynosi f(0) = /—1 + arccos1 = —1 + 0 = —1, dlatego mozemy zastapi¢ wzor (6)
bardziej czytelnym opisem, np. f: {0} — R, f(0) = —1, czy nawet f: {0} — {—1}.
Nawet nie znajac zadnych twierdzen o wtlasnosciach funkcji ciaglych, stwierdzamy, ze funkcja ta jest
ciggla, poniewaz jedynym jej argumentem jest punkt izolowany dziedziny.

2 Przypomnijmy, ze obustronne mnozenie przez mianownik nie daje takiej gwarancji. Mnozenie przez liczbe ujemna
zmienia zwrot nierdwnogci na przeciwny, dlatego jezeli nie znamy znaku mianownika, lepiej zdecydowaé sie na mnozenie
przez jego kwadrat. Mozna tez rozwigza¢ nier6wnos¢ rozpatrujac osobno przypadki z mianownikiem dodatnim i z mianow-
nikiem ujemnym, ale ten sposéb jest na ogél bardziej pracochlonny. Wiecej o nieréwnodciach wymiernych mozna znalezé
w artykule [1].
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Mozemy tez od razu poda¢ wzor funkcji odwrotne;j:

Fh =1} = {0y,

podczas gdy znalezienie tego wzoru wylacznie przez odpowiednie przeksztalcanie wzoru (6) bytoby bardzo
trudne. Pamietajmy wiec, ze badanie jakichkolwiek wlasnosci funkcji nalezy rozpoczaé¢ od wyznaczenia
jej dziedziny.

Przyklad 10. Okreslimy dziedzine funkcji

In (7 — 3arctg 2=
flz) = ( %) + {2 al.

22 _ 3

Ze wzgledu na operacje okreslajace wartosci funkcji elementy dziedziny musza spelniaé¢ nastepujace
warunki:

(i) 2=z 20,
poniewaz wyrazenie to jest argumentem pierwiastka stopnia parzystego,

(i) 22 — 23 > 0i Va2 — a3 #0,

bo 22 — 22 jest argumentem pierwiastka kwadratowego i /22 — x3 znajduje sie w mianowniku,

(iii) 7 — 3arctg % > 0,
poniewaz logarytm jest okreslony tylko dla liczb dodatnich.

Wyznaczenie dziedziny sprowadza sie do rozwiazania powyzszych nieréwnosci.

(i) Zapisujemy nier6wno$¢ w rownowaznej formie:

|z <2
—2<zx <2
Stad x € [-2,2].
(ii) Rozwigzujemy nieréwno$¢ wielomianowa

23— 2% <0

23z —1) <0

/ '
- 0 - 1

Wobec tego x € (—o0,0) U (0,1).
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(iii) Przeksztalcamy nieréwnosé

Poniewaz arctg jest funkcja rosnaca, otrzymujemy

czyli x < 3.

x
T > 3arctg —

3

arctg V3> arctg

T z
— > arctg —

V3> L

\/37

V3
V3

7

Wszystkie trzy warunki (i)—(iii) sa spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy « € [—2,0) U (0,1).
Odpowiedz. Dy = [—2,0) U (0, 1).

Podsumowanie

Okreslenie dziedziny jest bardzo waznym elementem badania wtasnosci funkcji. Jezeli chcemy np.

zbadaé cigglo$é, monotonicznosé, wypuklosé jakiejs funkeji, znalezé¢ asymptoty wykresu funkcji czy wy-

znaczy¢ funkcje odwrotna, to zawsze powinnismy zacza¢ od wyznaczenia dziedziny funkcji.

W przypadku funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej wyznaczanie dziedziny sprowadza sie

zwykle do rozwiazania pewnego uktadu nieréwnosci, dlatego wymaga wczes$niejszego opanowania metod

rozwigzywania nieréwno$ci réznych typoéw. Z drugiej strony zadania zwigzane z wyznaczaniem dziedzi-

ny funkcji sprzyjaja ugruntowaniu wiedzy o wilasnosciach funkcji elementarnych i pozwalaja rozwinaé

umiejetnos$é sprawnego rozwigzywania nieréwnosci.

Przy omawianiu tego typu zadan przydatne moga by¢ informacje zebrane w ponizszej tabeli:

Funkcja Dziedzina Zbiér wartosci
=1 B\ {0} R\ {0}

y = Yz, gdzie n € N jest liczba parzysta [0, 0) [0, 0)

y = Yz, gdzie n € N jest liczba nieparzysta R R

y = a”, gdziea>0ia#1 R (0, 00)

y = log, z, gdziea>0ia#1 (0, 00) R

y =sinx R [—1,1]

Yy = cosx R [—1,1]

y=tgx R\ {3 +kr:keZ} R

y =ctgx R\ {km: k € Z} R

y = arcsinx [—1,1] [-2,2]

Y = arccos T [—1,1] [0, 7]

y = arctgx R (—g,g)
= arcctg R (0,7)
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3. Zadania

Wyznacz dziedziny nastepujacych funkcji:

a) f(a)=ln(4d—vVz+7)
c) f(z) = /1 —logy(x2 + 5z + 6)

) flr) = Y18

g) f(x) = logg(arcctg (2x — 3))
. _ arcctg 3z
) fl@)= \/ —arctgx

Odpowiedzi

a) [-7,9)

g) R

i) (—o0,0)

Podziekowania

b) f(x) =2z + V4 + 2 — 22 — /sin(z — 422)

d) f(z) =27+ 1 — |22 = 3z + 1|

_cos(2— |z —1])
£) flz) = log, (1 — sin 2z)

h) f(z) = aurcsinxg1 +v2—Inzx
. r—4
) f@) = arccos ———.

1—V17 1417
b)l 2 2

d) [0,1] U [2,3]

f)R\({Z+k7r:keZ}U{]Zr:keZ})

h) (0, 3]

Autorka pragnie podziekowaé recenzentom za cenne uwagi i pomoc przy redagowaniu ostatecznej

wersji tekstu.
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