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Streszczenie. W pracy oméwione zostaly cztery kluczowe modele matematyczne opisujace przeplyw
nieustalony z kawitacja w przewodach ci$nieniowych: model rozerwania strumienia cieczy (Column
Separation Model — CSM), model kawitacji parowo-gazowej (Gas Column Separation Model — CSMG),
model Adamkowskiego (Adamkowski’s Column Separation Model — CSMA) i model kawitacji peche-
rzykowej (Bubble Cavitation Model — BCM). We wszystkich tych modelach uwzglednione zostaly
zmienne opory hydrauliczne. Réwnania opisujace te modele rozwigzano z wykorzystaniem metody
charakterystyk. Naprezenie styczne na $ciance przewodu obliczane bylo z sumy dwdch wyrazen:
quasi-ustalonego i nieustalonego. Wyrazenie nieustalone jest modelowane w postaci catki splotowej
z lokalnego przyspieszenia cieczy i funkeji wagi w(t).
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1. Wstep

Nieustalone przeptywy cieczy w przewodach ci$nieniowych wystepuja bardzo
czgsto w praktyce, mozna tu przytoczy¢ np.: rurociagi przesytowe, hydrauliczne
instalacje przemystowe, rurociagi dosylowe elektrowni wodnych, hydrauliczne uktady
pulsacyjne, czy tez niektdre uktady napedow i sterowan hydraulicznych. Wspoélczesna
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tematyka dotyczaca badania tych przeplywoéw jest bardzo bogata i obejmuje m.in.
takie zagadnienia jak dyssypacja energii mechanicznej cieczy, rozerwanie strumienia
cieczy spowodowane kawitacja czy tez wzajemne oddziatywanie cieczy i $cianek
przewodu. Praca niniejsza wigze si¢ z pierwszym i drugim zagadnieniem. Dotyczy
modelowania niestacjonarnych strat tarcia i kawitacji w przewodach ci$nieniowych
na drodze symulacji numerycznej, pod katem zastosowan do prognozowania pulsacji
ci$nienia w momencie wystepowania przeptywow nieustalonych.

Powszechnie stosowany quasi-ustalony, jednowymiarowy model strat tarcia
oparty o formute Darcyego-Weisbacha moze by¢ stosowany w przypadku powolnych
zmian pola predkosci cieczy w przekroju poprzecznym przewodu. Zawodzi on jednak
w przypadku modelowania i symulacji przeplywéw szybkozmiennych, np. podczas
uderzenia hydraulicznego. Otrzymane wowczas wyniki (znaczaco) odbiegaja od
wynikéw badan eksperymentalnych. W pracy niniejszej naprezenie styczne na
$ciance przewodu zapisane zostalo w postaci sumy dwoch wyrazen: quasi-ustalonego
i nieustalonego. Nieustalone wyrazenie jest modelowane w postaci calki splotowej
z lokalnego przyspieszenia cieczy i funkeji wagi w(t). Funkcja wagi w przypadku
przeptywow nieustalonych laminarnych jest znana od wielu lat za sprawg pracy
przedstawionej w 1968 roku przez Zielke [19], natomiast w przypadku przeplywow
turbulentnych funkcje wagi wyznaczy¢ mozna w oparciu o dwuwymiarowe réwnanie
Reynoldsa (osiowosymetryczne), hipotez¢ Boussinesqa oraz dane eksperymentalne
(dotyczace rozkladu wspoétczynnika lepkosci turbulentnej w przekroju poprzecz-
nym przewodu). Znane sg powszechnie funkcje wagi dla przeptywu turbulentnego
zaprezentowane przez Vardyego i Browna [11-13] oraz Zarzyckiego [17, 18]. Funkcje
wagi w przypadku przeplywu turbulentnego nie sg zalezne jedynie od czasu, lecz
takze od liczby Reynoldsa oraz chropowatosci wzglednej przewodéw rurowych.
Oznacza to, ze w przypadku przeplywu laminarnego ksztalt funkcji wagi pozostaje
staly i niezmienny, natomiast w momencie wystapienia przeptywu turbulentnego
jest on zmienny w czasie.

Z przeplywem kawitacyjnym spotykamy sie czesto podczas niestacjonarnego
przeplywu cieczy w przewodach ci$nieniowych maszyn i urzadzen hydraulicz-
nych i energetycznych. Obszary kawitacyjne pojawiajg si¢ w miejscach, w ktorych
ci$nienie spadnie do wartosci bliskiej ci$nieniu parowania cieczy w danej tempera-
turze. Ich zanikom towarzysza gwaltowne zmiany ci$nienia (zwykle powtarzajace
sie cyklicznie). Przeptyw w takich warunkach jest dwufazowy i szybkozmienny.
W literaturze przedmiotu brakuje potwierdzonych informacji o charakterze poja-
wiajacych si¢ obszarow kawitacyjnych, tzn. czy obszary te maja charakter lokalny,
czy sg roztozone wzdluz osi przewodu. W zwigzku z tym przyjmowane sg rézne
modele kawitacji przejsciowej oraz metody obliczania i symulacji przebiegu nie-
stacjonarnego przeplywu cieczy w przewodach zamknietych z towarzyszacym im
zjawiskiem kawitacji. Wigkszo$¢ programéw komputerowych wykorzystywanych do
symulacji przebiegéw nieustalonych z kawitacjg korzysta z najprostszego algorytmu
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obliczeniowego zaprezentowanego przez Streetera [14] w 1969 r., opartego na tzw.
modelu rozerwania strumienia cieczy (column separation model — CSM). Model
CSM ulegat z czasem licznym modyfikacjom. Najwazniejsze modyfikacje uksztal-
towaly dwa kluczowe modele: kawitacji parowo-gazowej [5, 6, 14, 15] (CSMG) oraz
Adamkowskiego [1, 2, 4] (CSMA). Pierwszy z nich uwzglednia dodatkowo wplyw
kawitacji gazowej na przebieg uderzenia hydraulicznego. W drugim przenoszone
zostajg nieciaglosci obliczane w wielu przekrojach do jednego wybranego przekroju
(najczesciej brzegowego), spelniajac przy tym zasade zachowania masy i ilosci ruchu.
Modelem kawitacji ciagglej omawianym w tej pracy jest model jednorodnej kawitacji
pecherzykowej [9, 16] (bubbly cavitation model — BCM). Modele uwzgledniajace
zmienne opory hydrauliczne wykazuja znaczng przewage nad modelami, w ktérych
uwzgledniono tylko quasi-ustalone opory. Zostanie to udowodnione w drugiej
i zarazem ostatniej cze$ci niniejszej pracy.

2. Modele przeplywu nieustalonego z kawitacja

W literaturze wyr6zni¢ mozna dwa typy modeli umozliwiajacych symulacje
stanow nieustalonych z kawitacja w przewodach ci$nieniowych: modele z grupy
rozerwania strumienia cieczy oraz modele przeptywu dwufazowego, ktorego szcze-
gélnym przypadkiem jest przeptyw jednofazowy.

W ponizszej pracy (szczegoty dotyczace modelowania niestacjonarnych strat
tarcia omowione zostang szczegdtowo w drugiej czesci niniejszej pracy) zmodyfi-
kowane zostang poprzez uwzglednienie zmiennych oporéw hydraulicznych cztery
kluczowe modele przeptywu nieustalonego z kawitacja:

— model rozerwania strumienia cieczy CSM,

— model Adamkowskiego CSMA,

— model kawitacji parowo-gazowej CSMG,

— model kawitacji pecherzykowej BCM.

Trzy pierwsze z analizowanych modeli zaliczane sg do grupy modeli dyskretnych
(CSM, CSMA i CSMG), natomiast model BCM jest modelem ciagtym.

2.1. Modele CSM i CSMA

Réwnania opisujace przeptyw nieustalony sa nastepujace [7, 14]:

1 ) 2
— réwnanie ruchu &+—a—p+gsmy+—rz 0, (1)
ot pox R
%) 0
— réwnanie ciggtosci &b, c’ p—v =0, (2)
ot ox
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gdzie: v =v(x, t) — $rednia predkos¢ cieczy w przekroju poprzecznym przewodu;
p = p(x, t) — ci$nienie w przekroju poprzecznym przewodu;
R — promien wewnetrzny przewodu;
T — naprezenie styczne na $ciance przewodu;
p — gestos¢ cieczy;
g — przyspieszenie ziemskie;
y — kat pochylenia przewodu ci$nieniowego;
¢ — predkos¢ propagaciji fali ci$nienia;
t — czas;
x — wspolrzedna osiowa przewodu.

Powyzszy uklad rownan (1) i (2) zawiera trzy niewiadome: v, p i 7. W celu jego
zamkniecia nalezy ustali¢ dodatkowy zwiazek, ktérym najczesciej jest zaleznos¢
miedzy naprezeniem stycznym 7 a $redniq predkoscia przeptywu 7 = ' (v). Nume-
ryczne szczegoly dotyczace modelowania naprezenia stycznego na $ciance przewodu
beda jednym z gléwnych tematéw w kolejnej czesci niniejszej pracy.

Korzystajac z metody charakterystyk réwnania (1) i (2), mozna doprowadzi¢
do postaci:

C": , (3)i(4)

c
c: 1 dp dv . 2 (5)1(6)
————+—+gsiny+—1=0.
cp dt dt PR

Roéwnania powyzsze beda wykorzystane przy symulacji niestacjonarnego prze-
plywu kawitacyjnego z wykorzystaniem modeli CSM i CSMA.

Naprezenie styczne wystepujace we wszystkich omawianych ponizej w tej pracy
modelach okreslone bedzie nastepujaca zaleznoscig matematyczna:

v 2u v
t(t):T+?-_(I;w(t—u)-5(u)-du, (7)
gdzie: A — wspolczynnik oporu hydraulicznego;

y — lepkos¢ dynamiczna;

w(t - u) — funkcja wagi.
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Dla dowolnego wewnetrznego punktu D siatki charakterystyk (rys. 1), przez
ktéry przechodza dwie réznoimienne charakterystyki C* i C-, przeprowadzono
catkowanie z wykorzystaniem liniowych réznic skonczonych miedzy punktami D
i A oraz D iB [7]. W wyniku tego catkowania otrzymano naste¢pujace réwnania:

1 . 2At
g(pD—pA)+(vD—vA)+gAts1ny+p—RrA =0, (8)

1 ) 2At
—;(po_pa)*'(vo_VB)+gAt5m7+p_RTB =0. 9)

Rozwiazujgc powyzszy uklad réwnan (8) i (9), znaleziono ostateczne wzory na
obliczane wielkosci ci$nienia pp, oraz predkosci v w wezle wewnetrznym D siatki
charakterystyk w nastepujacej postaci:

Pp = %|:(pA + pB)+ cp(vA _VB)+ 2;At (TB _IA)}’ (10)

1 1 . 2At
vy :5{(% +vB)+$(pA —pB)—2gAtsmV—p—R(fA +TB)] (11)

‘A

Ax Ax
k+2r- - — —— — I t+2At
D At
k+1p - ‘{ At
c-
Cct At
L |
k A E B 4!
'At
k-1 — t-At
F G
| | |
! ! ! -
i-1 i i+1 X

Rys. 1. Siatka charakterystyk

W celu rozwigzania zadania w pozostatych punktach siatki charakterystyk
konieczna jest znajomos¢ warunkow brzegowych (rys. 2).
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Rys. 2. Warunki brzegowe

Gdy na lewym brzegu siatki charakterystyk (i = 1) okreslona jest predkos¢
przeplywu v, natomiast na prawym (i = f+ 1) znane jest ci$nienie p, wowczas:

2cAt

Py = Px +cp(vM —vR)+ cpgAtsiny + Tgo (12)

1 oA
Vy =Vs —z(pN —ps)—gAtsmV—p—Rrs- (13)

Natomiast w przypadku gdyby na lewym brzegu siatki charakterystyk (i = 1)
okreslone byto ci$nienie p, a na prawym (i = f+ 1) warto$¢ predkosci przeptywu v,
wowczas:

1 . 2At
Vi :vR+—(pM—pR)—gAtsmy——rR, (14)
cp PR
. 2cAt
Py = ps = cp(vy —vs)-cpghisiny ———;. (15)

W procedurze numerycznej bazujacej na powyzszych wzorach zalozono moz-
liwos$¢ pojawiania sie obszaréw kawitacyjnych w wyniku spadku ci$nienia w danym
rozpatrywanym wezle siatki charakterystyk do ci$nienia bliskiego ci$nieniu preznosci
pary nasyconej p,.

Zalozenie wowczas stalego cisnienia p = p, umozliwia wyliczanie w rozpatry-
wanym wezle predkoséci na lewym i prawym brzegu rozerwania strumienia cieczy,
zgodnie z rysunkiem 3:
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_ 1 . 2At
VD:vA+_(pA_pv)_gA[81ny__TA5 (16)
cp PR
1 . 2At
v;:vB+—(pv—pB)—gAts1ny——rB. (17)
cp PR
| Py Py |
} —d4=3 }
V- — 7 vt
[ m— 725 :’> |
| e |
L (p>p,) —3=-4 ®>p,) |
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Rys. 3. Predkos$¢ na wlocie i wylocie dyskretnego obszaru parowego

Objetosc¢ strety kawitacji oblicza si¢, wykorzystujac warunek ciaglosci w postaci
[3,7]:

V. = Aj(v+ -y~ ) dt, (18)

gdzie: A — pole przekroju poprzecznego przewodu rurowego;
t, — czas pojawienia si¢ kawitacji (okres$lony chwilg, kiedy ci$nienie p
przekroczy wartos$¢ p,);
vt iv™ — sg warto$ciami predkos$ci powierzchni miedzyfazowych
odpowiednio z prawej i lewej strony powstalej nieciaglosci (rys. 3).

Po scalkowaniu powyzszego réwnania (18) objetos¢ strefy kawitacji w wezle
oblicza si¢ z nastepujacego warunku cigglosci:

Ve, =Vew + (1/) (v; -v, )+ (1 - w)(v; -V, ))-A-At, (19)

gdzie: ¥ — wspolczynnik wagi (w tej pracy przyjeto v = 0,5).

Wartos¢ tej objetosci V, podczas symulacji najpierw wzrasta, co §wiadczy
o rozwoju kawitacji, a nastepnie maleje, gdy kawitacja zanika. Osiggniecie warto-
$ci V, = 0 oznacza znikniecie obszaru kawitacji i tym samym powrdt do ciaglego
przeplywu cieczy.

W literaturze wyrdzni¢ mozna dwa rodzaje podejs¢ w numerycznej analizie
zjawiska dyskretnego kawitacyjnego naruszenia przeptywu cieczy.
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W pierwszym z nich zaktada si¢ mozliwos¢ tworzenia obszaréw objetych kawi-
tacja we wszystkich przekrojach obliczeniowych przewodu [3, 4, 10, 14] (rys. 4).

| ? ? P
punkt wezlowy  punkt wezlowy  punkt weztowy
(p=py) (p=p,) (p=p,)

Rys. 4. Przekroje przewodu z kawitacjg

Podejscie to skutkuje jednak wynikami znacznie odbiegajacymi od rzeczywisto-
$ci. Powstaja bowiem tzw. ,numeryczne piki” ci$nienia, ktore nie maja potwierdzenia
w rzeczywisto$ci i czgsto sg przyczyng przerwania procesu obliczeniowego. Streeter
[10], aby unika¢ wspomnianych ,,pikéw” opracowat tzw. ,,metode konsolidacji’, ktéra
zaklada przywracanie ciggloéci strumienia cieczy poprzez odpowiednie faczenie
(konsolidacje) obszaréw kawitacyjnych. W rezultacie stosowanie tej modyfikacji
pozwala czesciowo zredukowa¢ charakterystyczne ,,piki” ci$nienia. Jednak procedura
obliczeniowa, do ktérej prowadzi metoda konsolidacji, jest zbyt ztozona, o czym
wspomina sam autor, i przez to nie jest wykorzystywana w praktyce.

W drugim podejsciu zaklada si¢ natomiast, ze obszar nieciaglosci tworzy sie
tylko w jednym zadanym przekroju obliczeniowym. Podejscie to zostalo zapro-
ponowane przez Safwata i Poldera [8]. Najczesciej zaklada sig, ze jest to przekroj
przy elemencie regulujacym przeplyw lub przekro6j najwyzej potozonego odcinka
przewodu. W pozostatych przekrojach, gdy cisnienie spada ponizej cisnienia pary
nasyconej p < p,, oblicza si¢ srednig wartos¢ predkosci przeptywu ze wzoru:

(T) 00

v

Jak wykazaly badania z wykorzystaniem tego modelu [3, 5, 16], nie otrzymuje si¢
nierealistycznych ,,pikdw” cisnienia. Gléwna wadg tego modelu jest jednak koniecz-
no$¢ okreslenia przed numeryczng analiza miejsca tworzenia si¢ kawitacji.

Schemat postepowania numerycznego w weztach wewnetrznych siatki charak-
terystyk dla modelu CSM przedstawiony jest na ponizszym schemacie (rys. 5).
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NIE Icav(t, x)=1 TAK
‘ p(t+At, x) z zal. (10) ‘ vH(t+AL, x) z zal. (17)
¢ v (t+At, x) z zal. (16)
NIE P(t+AL, X)>p,, }TAiK Ve(t+At, x) z zal. (19)
v(t+At, x )z zal. (20)
v
AL x)= V(t+AL, x) NIE TAK
v+(tf(At, Xz ;afv(w) ) z(zalill)) . V(t+At, x)>0
- cav(t+At, x)=
v (t+At, x) z zal. (16) (t+AL %) 2 7al. (10) (AL Dp
ViEHAAtt’ 9)‘) ‘ Z?l'(;g) v(t+At, x) z zal. (11) Ieav(t+At, x)=1
v(t+At, x) z zal. Ve(t+At, x)=0
Teav(t+At, x)=1 Teav(t+At, %)=0

.

Rys. 5. Schemat blokowy algorytmu obliczeniowego w wewnetrznych weztach siatki charakterystyk
— model CSM

Adamkowski w swoich pracach [1, 2, 4] zauwazyl, ze wystepuje sztuczne zani-
kanie (tlumienie) impulséw (amplitud) ci$nienia w klasycznym modelu rozerwa-
nia strumienia cieczy CSM przy zalozeniu braku strat tarcia. Po glebszej analizie
stwierdzil, ze ten sposob obliczen nie spetnia warunkéw wynikajacych z zasady
zachowania masy i ilosci ruchu. Potwierdza to bowiem fakt, zZe nie uwzglednia si¢
w nim obszardéw nieciagtosci przeptywu cieczy wynikajacych z zatozenia p = p,
w przekrojach obliczeniowych poza przekrojem, w ktérym formuluje si¢ gléwny
obszar kawitacji. Z tego tez powodu w kolejnych cyklach naruszenia ciagtosci
zmniejsza si¢ objetos¢ obszaru kawitacyjnego oraz nastepuje zanikanie impulsowych
zmian ci$nienia (rys. 6).

W celu przedstawienia istoty proponowanego nowego modelu, Adamkowski
rozwazal wyidealizowany odcinek przewodu, nachylony do poziomu pod katem y,
wypelniony cieczg z rozmieszczonym w sposdb dyskretny gazem (para) w wielu
jego obszarach. Wychodzac z zasady zachowania masy cieczy i ilo$ci ruchu, zastapit
wszystkie obszary gazowe jednym. Przy zalozeniu stalego ci$nienia p, powyzsze
rozwazania wymagaly, aby objeto$¢ obszaru gazowego zastepczego byla rowna
sumie objetosci wszystkich obszaréw dyskretnych (rys. 7).

Przedstawil alternatywny wzor stuzacy do zastgpowania dwdch strumieni cieczy
plynacymi z predkosciami v, i v_ w przewodzie jednym strumieniem o predko-
$civ:

v= 0507+ S gz, —2). (21)
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gdzie: z, i z_ oznaczaja wspdlrzedne pionowego potozenia przekroju obliczeniowego
przewodu, odpowiednio z prawej i lewej strony obliczanej objetosci V- nieciagtosci.

125

¢=1320 [m/s]

= 100 (1 vo=1,5 [m/s]
= 75 r=t./(2L)
g’ 50
S 25
< \

-25

-50

0,3
— 1=37,2 [m]
X A\
% 0.2 ( N p=1000 [kg/m?]
= 0,1 a
SN /

NERIR VARV AVAVIU

-4 0 4 8 12 16 20 24 28 32

-]
Rys. 6. Przyktadowe obliczenia przebiegu ci$nienia w przewodzie (przekroj przy zaworze) oraz objeto$ci
obszaru kawitacji (V) odniesionej do objetoéci calego przewodu (V) [4] — wg modelu klasycznego
Safwata i Poldera

vi=0,5[(vir2+v;-2) +g(zi2+2;-2)]

Rys. 7. Model przeplywu z kawitacja wg Adamkowskiego [4] — tok postepowania

W przewodach ci$nieniowych poziomych réznica pozioméw wynosi zero.
Natomiast w ogdlnym przypadku mozna jg wyznaczy¢ z obliczanej objetosci obszaru
kawitacji: (z, — z_) = V¢siny/A. Zwazywszy na to:
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V.
v=,0,5(7 +v* + g—Ssiny. 22
J (2 +v2 p+ g=Csiny (22)

Uwzgledniajac wszystkie powstate w danej chwili nieciagglosci oraz mozliwos¢
wystepowania przeptywu w réznych kierunkach, ostatecznie zapisano:

v, = sign{(v}'

Zaleznos¢ powyzsza jest stuszna dla przewodow prostoosiowych o stalej srednicy.
Adamkowski przedstawit réwniez podobng zaleznos¢ stuzaca do obliczen przewo-
déw zlozonych z odcinkéw o réznych srednicach i katach pochylenia [4]. Wyniki
obliczen z wykorzystaniem tego modelu charakteryzujg sie¢ w przypadku pomijania
oporow tarcia staloscig objetosci szacowanych obszaréw kawitacyjnych (rys. 8).

v;. +v]_.|vj_.|)+ glﬁ;%siny}\/o,S(\;} v . (23)

+v; |vj_|)+ gi%siny

125 ¢=1320 [m/s]
-y 100 vo=1,5 [m/s]
E 75 t*=tc/(2L)
;§ 50
2 2
2& 0

-25

-50
x z)z A A A A A A L=37,2 [m]
JARTAVIWAVATAWW AL
- VARV \ L\

0
4 0 4 8 12 16 20 24 28 32

£ [-]
Rys. 8. Przykladowe obliczenia przebiegu ci$nienia w przewodzie (przekrdj przy zaworze) oraz

objetosci obszaru kawitacji (V) odniesionej do objetoéci calego przewodu (V) [4] — wg modelu
Adamkowskiego

W modelu CSMA objetosci lokalnych obszaréw kawitacji grupowane zostaja
w jednym przekroju poprzecznym. W tej pracy zalozono, ze jest to przekrodj przy
zaworze odcinajagcym przeplyw. Objetosci obszaréow kawitacyjnych w weztach
wewnetrznych siatki charakterystyk wyliczane s3 wg wzoru:

VC(HAt,x) = (1.0 (V(Jr:mz,x) ~Visara )+ (1 - 1/))(V(+,,x> Vi )) A-At. (24)
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Wyznacza sie p(t+At, x) z zaleznosci (10)

NIE p(t+AL, x)<py TAK

p(t+At, x)=p,
vH(t+At, x) z zal. (17)
v(t+At, x) z zal. (11) v=(t+At, x) z zal. (16)
V(t+At, x) z zal. (24)
v(t+At, x) z zal. (23)

v

Rys. 9. Schemat blokowy algorytmu obliczeniowego w wewnetrznych wezlach siatki charakterystyk
— model CSMA

Sumowanie pojawiajacych si¢ obszaréw kawitacyjnych odbywa sie od najdalej
oddalonego wezla obliczeniowego, poprzez wszystkie wezlty wewnetrzne, az do
miejsca gtéwnego rozerwania strumienia. Srednig predko$¢ przeptywu w weztach
wewnetrznych wyznacza si¢ ze wzoru (23). Schemat postgpowania numerycznego
w weztach wewnetrznych siatki charakterystyk dla modelu CSMA przedstawiony
jest na rysunku 9.

Warunek brzegowy od strony zbiornika cisnieniowego w modelach CSM oraz
CSMA jest taki sam. Zaklada sig, ze ci$nienie w zbiorniku jest stale oraz wigksze
od ci$nienia preznosci pary nasyconej p(t, L) = const > p,. Oznacza to, Ze obszary
kawitacyjne nie moga powstawac¢ w przekroju przy zbiorniku ci$nieniowym, tym
samym predkos¢ przeptywu w tym miejscu wyznacza si¢ w procedurze numerycznej
ze wzoru (13).

Przy zaworze w momencie powstania rozerwania strumienia cieczy jedynie
prawy brzeg rozerwania ma mozliwos¢ zmiany swojego polozenia (rys. 10). Stad
zaklada sie, ze v~ (t+ A1, 0) =01iv™ (t,0) = 0.

p>pv

;‘%gé%%% -
5§ og%{g% : 5°<g0(2
Pt

PRy

Rys. 10. Gtéwny obszar kawitacji przy zaworze odcinajacym przeptyw

Zwazywszy na te zalozenia, wzor na objetos¢ obszaru kawitacyjnego w przekroju
przy zaworze prezentuje si¢ nastepujaco dla modelu CSM:
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VC(HAI,O) = VC(t,O) + (1/) : V(+HAz,0) + (1 - 1/})' V;,O) ) A4-At, (25)
gdzie:

1 . 2At
V(tmz,()) =Vian T z(pv ~ Py )_ gAtsiny — p_Rt(t,Ax)‘ (26)

Szczegdlowy tok obliczania parametréw przeptywu w weztach brzegowych dla
modelu CSM przedstawia rysunek 11.

Wyznaczanie predkosci przeplywu przy zbiorniku: v(t+At, L) z zal. (13)

'

NIE TAK
Icav(t, 0)=1

A 4
‘ p(t+AL 0) z zal. (12) ‘ vH(t+At, 0) z zal. (26)
V(t+At, 0) z zal. (25)

v
ﬂ{ p(t+AL, 0)>p, }ﬂ ¢
NIE TAK
L—{ V(t+At, 0)>0 }7

p(t+At, 0) = py
vH(t+At, 0) z zal. (26) v(t+At, 0)=0 p(t+At, 0) z zal. (12)
Ve(t+At, 0) z zal. (25) Ve(t+At, 0)=0 w(t+At, 0)=0 p(t+At, 0)=p,
V(t+AL, 0)=v*(t+At, 0) Ieav(t+At, 0)=0 Ve(t+At, 0)=0 v(t+AL, 0)=v*(t+At, 0)
Ieav(t+At, 0)=1 Icav(t+At, 0)=0 Icav(t+At, 0)=1

.

Rys. 11. Wyznaczanie parametréw brzegowych — model CSM

W przypadku modelu CSMA na objeto$¢ kawitacyjna sklada si¢ suma wszyst-
kich obszaréw kawitacyjnych obliczona w pozostatych wezlach siatki charakterystyk
w rozpatrywanym chwilowym kroku obliczeniowym:

/-1
Vesum = VC(z,O) + ZVC(HAIJ-AX)’ (27)
i=1
VC(t+Az‘,0) =Vesum + (1/) ) v(t+At,0) + (1 - ')U) V(t,()) ) A4-At. (28)

W powyzszym wzorze (28) predko$¢ v¥(, , o o) Wyznacza si¢ dwuetapowo,
tzn. najpierw wyznacza sie¢ jej warto$¢ dla rzeczywistego obszaru kawitacyjnego
powstalego w przekroju przy zaworze (26), a nastgpnie wartos¢ dla ,,rozerwania
sumacyjnego’ w danym kroku czasowym:
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-y
+ . + + C(t+At,i-Ax) .
Visanoy = Slgn|:(v(t+At,0) ‘V(H-At,())‘ ) 2g2 y Sln)/:|-
i=1

Szczegdlowy tok obliczania parametréw przeptywu w weztach brzegowych dla
modelu CSMA przedstawiono na rysunku 12.

(29)

n v b & VC(t+At,i-Ax) .
(V(HAI,O) ) + gZ y smy
i=1

Wyznaczanie predkosci przeptywu przy zbiorniku:
v(t+At, L) z zal. (13)
v
p(t+At, 0) z zal. (12)
Vesum. (t+At, 0) z zal. (27)

v

NIE TAK
p(t+At, 0)<p,

TAK
Vesum. (t+At, 0)>0 }—1
p(t+At, 0)=p,

NIE vt(t+At, 0) z zal. (26)
v(t+At, 0) z zal. (29)
Ve(t+At, 0)=0 Ve(t+At, 0)z zal. (28)
v(t+At, 0)=0 v(t+At, 0)=v*(t+At, 0)
TAK *

R veaLo<o |

|
v
Rys. 12. Wyznaczanie parametréw brzegowych — model CSMA

2.2. Model CSMG

Szczegdlnym przypadkiem modelu dyskretnego jest podany przez Streetera
i Wylieego [14] i opisany w pracy [5] tzw. model wydzielonego powietrza i kawita-
cji parowej. Model ten oparty jest na gléwnych réwnaniach opisujacych uderzenie
hydrauliczne (1) i (2) — z jedna réznica, ci$nienie p zastgpiono w nim wysokos$cia
ci$nienia H. Dodatkowo w réwnaniu cigglosci (2) w miejsce predkosci propagacji
fali ci$nienia w cieczy ‘c; wprowadzono predkos¢ dla mieszaniny dwufazowej ‘c,,,.
Uklad réwnan (1) i (2) rozwigzano metodg charakterystyk, co umozliwia oblicza-
nie szukanych funkcji v(x, t) i H(x, ) na plaszczyznie (x, t) i tym samym objetosci



Modelowanie stanéw nieustalonych w przewodach cisnieniowych... Czes¢ I 63

przestrzeni kawitacyjnej rozerwania strumienia cieczy V. Otrzymany ukltad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych dla tego modelu prezentuje si¢ nastepujaco:

R -T-K y P
£ .| L. m2+ 2~d—+ﬂ+g~siny+L|v|=O, (30)
CI'H 1+K1'D (pg) dt dt 2-D
E-e
-1
a_ N RTE o
a7 K, D ; ’
1+ (o-g)
E-e
R -T-K H 1y
& P LD iy T Moo, 62
¢-H 1480 (p-g) dt dt 2-D
e
-1
R -T-K
& H L LI (33)
dt 1+ 502 (p-g)

E-e

Chwilowa absolutng wysoko$¢ ci$nienia H wyznacza si¢ z zaleznosci:

H=H, -z+H, (34)

gdzie: H,,— wysokos¢ ci$nienia od poziomu poréwnawczego do linii cisnien;
z — odleglosé¢ od poziomu poréwnawczego do rozwazanego przekroju;
H — wysoko$¢ ciénienia barometrycznego;
A, — chwilowa wartos$¢ wspolczynnika oporu.

Iloczyn wspoélczynnikéow z prawej strony rownania charakterystyki (31) jest
predkoscia propagacji fali ci$nienia dla mieszaniny dwufazowej [14]:
-1 -1

R -T-K
+H | =¢-| 1+ L2

- 2 . )
\j1+K’ D (p-g) 1+ KD op
E-e E-e

, (35)

m
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gdzie: R, — uniwersalna stata gazowa;
T — temperatura bezwzgledna (K);
K; — modul scisliwosci cieczy;
e — grubos¢ $cianki przewodu;
m — masa wolnego gazu na jednostke objetosci mieszaniny;
E — modut sprezystosci materiatu rurociagu;
D — $rednica wewnetrzna przewodu.

W zwigzku z tym, ze w réwnaniach opisujacych przeptyw nieustalony (30)-(33)
uwzgledniono zmienng (zalezng od ci$nienia) predkos¢ propagacji fali cisnienia, nume-
ryczna procedura obliczeniowa funkcjonujaca na prostokatnej siatce charakterystyk
opiera si¢ na interpolacji i pomocniczych procedurach iteracyjnych. Jak zauwazyli sami
autorzy tego modelu [14], interpolacja znaczaco komplikuje cala procedure i czesto
odpowiada réwniez za bfedne symulowanie. Dlatego pare lat po przedstawieniu pod-
stawowej wersji tego modelu E.B. Wylie [15] zaproponowal, zeby wydzielajacy sie gaz
skupi¢ w dyskretnych obszarach niecigglosci i tym samym predkos¢ propagacji fali
ci$nienia pomig¢dzy nimi traktowac jako stalg réwna predkosci w cieczy. Szczegotowy
tok postepowania przy wykorzystaniu tego modelu zostal przedstawiony w pracy Liou
[6]. Wynika z niego, ze w kazdym analizowanym przekroju poprzecznym przewodu
przy spadku ci$nienia ponizej wartoéci ci$nienia nasycenia cieczy rozpuszczonym
gazem (najczesciej powietrzem) powstaja obszary nieciaglosci wypelnione gazem.
Dodatkowo, gdy cisnienie spadnie ponizej cisnienia preznosci pary, obszary te powiek-
szaja sie o powstale obszary odparowanej cieczy.

Procedura stuzaca do wyznaczania biezacego cisnienia pp, oraz sredniej predko-
$ci przeplywu vp (rys. 1) wymaga rozwigzania nastepujacego nieliniowego ukladu
roéwnan [6]:

1 . 2At
vy =vy +—|pp — py |- gsinyAr—=—1,, (36)
ap Rp
B 1 ) 2At
vp=v,+—|p,—pp|-gsinyAt—-=——1, (37)
ap Rp
(pD_pv) At

gdzie: p,— ci$nienie odniesienia;
o, — udzial przestrzeni gazowej przy cisnieniu p,;
¥ — wspolczynnik wagowy (dla v < 0,5 rozwigzanie jest niestabilne,
przy v = 0,5 rozwigzanie jest stabilne, lecz zawiera oscylacje, natomiast
gdy v > 0,5 rozwigzanie jest ttumione [15]);
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v* — predkos¢ cieczy z prawej strony rozerwania;
v~ — predkos¢ cieczy z lewej strony rozerwania.

Schemat postepowania numerycznego w weztach wewnetrznych siatki charak-
terystyk dla modelu CSMG przedstawiony jest na rysunku 13.

Wyznaczanie ci$nienia p(+At, x) z ukltadu réwnan nieliniowych (36), (37), (38)
v(t+At, x) z zal. (36), v-(t+At, x) z zal. (37) i v(t+At, x) z zal. (20)

v

NIE TAK
Icav(t, x)=1

NIE TAK
4{ Pp(t+AL, x)>py }7 v+(t+At, x) z zal. (17)

v (t+At, x) z zal. (16)
V(t+At, x) z zal. (19)

(t+At, x)=p, v(t+At, x) z zal. (20

v+(1t7+At, x)z zfl. (17) Leav(t+At, x)=0 ( *) e

v=(t+At, x) z zal. (16) NIE TAK
Ve(t+AtL x) 7 zal. (19) Vcl(t+At, x)>0

v(t+At, x) z zal. (20)

Icav(t+At, x)=1 V(t+At, x)=0 p(t+At, x)=p,,
Icav(t+At, x)=0 Icav(t+At, x)=1
| |
v
Rys. 13. Schemat blokowy algorytmu obliczeniowego w wewnetrznych wezlach siatki charakterystyk
— model CSMG

Srednia predko$¢ przepltywu w przekroju zlokalizowanym tuz przy zbiorniku
ci$nieniowym v(t + At, L) w tym modelu liczona jest z identycznego wzoru jak
w modelach CSM oraz CSMA, tzn. ze wzoru (13). Ci$nienie przy zaworze wyznacza
sie natomiast z ukladu dwoch réwnan nieliniowych:

. 1 ) 2A¢t
Vi :vR+—[pM—pR]—gsmyAt——rR, (39)
ap Rp
a Ax -
P P Po <y 4 (1) v (40)
(pM_pv)

Ponizej przedstawiono schemat ideowy dziatan realizowanych w programie
komputerowym dla brzegowych weztoéw siatki charakterystyk (rys. 14).
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Wyznaczanie predko$ci przeptywu przy zbiorniku: v(t+At, L) z zal. (13)

!

Wyznaczanie ci$nienia p(f+At, 0) przy zaworze z ukladu réwnan nieliniowych (39), (40),
przy zatozeniu: v-(t+At, 0)=0 i v-(¢, 0)=0

v

NIE TAK

Icav(t, 0)=1 —¢

vt(t+At, 0) z zal. (39)
V(t+At, 0) z zal. (25)

ﬂ{ pt+AL, 0)>p, }ﬁ( NIE L TAK
l—{ V(t+At, 0)>0 }7

P(H'At) O):Pv

vt(t+At, 0) z zal. (39) v(t+At, 0)=0 (t+A%, 0)=0
Ve(t+At, 0) z zal. (25) Ve(t+At, 0)=0 VV (:+A} 0)‘_0 p(t+AL, 0)=p,
v(t+At, 0)=v+(t+At, 0) Icav(t+At, 0)=0 C > v(t+At, 0)=v+(t+At, 0)

I t+At, 0)=0
Teav(t+At, 0)=1 cav(t+At, 0) Icav(t+At, 0)=1

\ ; \ \

Rys. 14. Wyznaczanie parametréw brzegowych — model CSMG

2.3. Model BCM

Podczas kawitacji parowej pecherze moga by¢ jednorodnie rozmieszczone
w przekroju poprzecznym rurociagu albo polaczone w wigkszy obszar nieciagglosci
(czasami wypelniajacy caly przekréj). Czesto na dlugosci rurociaggu w pewnym
okreslonym czasie moga wystepowac obie powyzsze formy. Ich zachowanie moze
by¢ opisane za pomoca teorii przeptywu dwufazowego. Pojedyncza faza staje si¢
wowczas szczegélnym przypadkiem i zachodzi, gdy na calej dtugosci rozpatry-
wanego rurociggu nie wystepuja niecigglosci przeptywu spowodowane kawitacja
parowa.

Model parowego przeplywu dwufazowego jest alternatywnym wyrazeniem
matematycznym przezwyciezajacym niektdre ograniczenia modeli rozerwania
strumienia cieczy.

Roéznice predkosci pomiedzy fazg ciekly a fazg gazowa (para) powodujg wza-
jemna wymiane pedu. Czesto jednak te procesy zachodza bardzo szybko i mozna
zaklada¢, ze dominuje stan rownowagi, tzn. ze pecherzyki parowe dysponuja ta
samg predkoscig i ci$nieniem co ciecz. Na podstawie powyzszego zalozenia bazuje
model jednorodnej kawitacji parowej.

Podstawowy uktad réwnan opisujacy przeptyw nieustalony z kawitacja (row-
nania cigglosdci i ruchu) dla tego modelu wyglada nastepujaco [9]:
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1 op aa, o0 (v
—_ .z - — =0
¢’ az+(p’ PV o TP ax[ J

a,
s +a—p+£r 2 a, |+p, g-siny=0
pm at al ax R al’ ] pm g y s

gdzie: & — wspolczynnik stezenia fazy cieklej;
y — kat pochylenia przewodu ci$nieniowego;
p1 — gestos¢ cieczy;
p, — gestos¢ pary cieczy.

(41)

W réwnaniu powyzszym p,, jest gestoscig mieszaniny wyznaczang z liniowej
zaleznosci:

pm:al.pl+(1_al).pv‘ (42)

Drugie wyrazenie w réwnaniu ciggloéci (41) opisuje wielkos¢ migdzyfazowego
przenikania masy, natomiast wyrazenie v/a; w réwnaniu ciagtosci i ruchu ukazuje
réznice pomiedzy predkoscia przeplywu fazy cieklej a predkoscig przeptywu fazy
parowej. Opisany powyzej model nalezy do grupy modeli dwufazowych.

W wyniku wykorzystania metody charakterystyk (MOC) uktad réwnan réznicz-
kowych czastkowych opisujacych model BCM (41) sprowadzony zostal do dwéch
nastepujacych ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

d( v 1 o, p 2.7
—| — |% + In— |+ g-siny+ =0, 43
dt(a,) p,-C dt(p p)Ee at( p,J ESYTR p )

gdy: dx=tc-dt. (44)

Nastepnie, dokonujac catkowania, otrzymano:

oy (p, - pv)+— nPm> — 77, (45)
ap pP;-¢ P

e o1 (py - pv)—— nLm — 79 (46)
an p;-c P

gdzie poprzez Z1 i Z2 zapisano wartosci stale wyliczane na podstawie danych
z poprzedniego kroku czasowego:
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1 . 2-At .
Z1=24 g (p, = p, )= in P P ‘T, —At-g-siny, (47)
Ay Ppc 2 P Pui  R-pPy
1 . 2-At .
72="B _ .(pB_pv)_E.lnme Puc _ T, —At-g-siny. (48)
Ay P 2 PP R

Gdy dla analizowanego w procesie numerycznym wezla numerycznego zachodzi
nieréwnos¢ Z1= Z2, wéwczas kawitacja nie wystepuje. W danym rozpatrywanym
przekroju wyznacza si¢ wowczas $rednig predkos¢ przeptywu v oraz cisnienie p,
przy zalozeniu ) = 1 z nastepujacych wzorow:

Py = %.(21 ~72)+p,, (49)
v, =O%~(Zl+22). (50)

Natomiast gdy Z1 < Z2, to ciecz paruje i tym samym kawitacja ma miejsce.
Wyznacza si¢ wowczas w rozpatrywanym przekroju srednig predkos¢ przeptywu
ze wzoru (50) oraz wspdlczynnik stezenia fazy cieklej, zakladajac pp = p,:

Z1-2722
P, EXp ‘ P,
alD: . (51)
pl _pv

Powyzsze réwnanie na wspélczynnik stezenia fazy cieklej wynika z przeksztat-
cenia wzoru (42) do postaci:

ap=mw=p) (0 —p,) (52)

w ktdrej gesto$¢ mieszaniny p,,p wyznacza sie z rownan (45)-(48) przy zalozeniu
Pp =Py

Schemat postepowania numerycznego w weztach wewnetrznych siatki charak-
terystyk dla modelu BCM przedstawiony jest na ponizszym rysunku 15.

Warunki brzegowe, ktére zalozono w niniejszej pracy, sa nastepujace: z prawej
strony przewodu znajduje si¢ zbiornik cisnieniowy z ciecza, z lewej zawor odcinajacy
przeptyw. Przy zbiorniku znane sg nastepujace parametry (rys. 2): py=p,, ay=a;=1
i p,.n = p1. Parametry te umozliwiaja wyznaczenie predkosci przeptywu w przekroju
przy zbiorniku ci$nieniowym z charakterystyki C* z réwnan (45) i (47):

me _ 2At

|
vy =V—S+$(ps —pz)+§'1n T, — gAtsiny. (53)

IN mS mS
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Wyznacza si¢ Z1 z zal. (47) 1 Z2 z zal. (48)

NIE TAK
Z1<Z2
a(t+At, x)=1 aj(t+At, x) z zal. (51)
Pm(t+AtL, x)=p| p(t+At, x)=pv
Um(t+AL, x)=1] Pm(t+At, x) z zal. (42)
p(t+At, x) z zal. (49) Um(t+At, x) z zal. (56)
v(t+At, x) z zal. (50) v(t+At, x) z zal. (50)

v

Rys. 15. Schemat blokowy algorytmu obliczeniowego w wewnetrznych wezlach siatki charakterystyk
— model BCM

Cis$nienie przy zaworze wyznacza si¢ przy zalozeniu vy; = 0 i p,.ar = p1
Ze wzoru:

: 2At .
Dy = Px —p,c(V—R]+p§ (ln’f)’"?zmr —lnp[’)"’” J+ Rpp’c-rR + p,cgAtsiny. (54)
IR 1 mR ! mR

Jednak w momencie wystapienia kawitacji, tzn. gdy py, < p,» zaklada sie py; = p,
i wyznacza si¢ zmiane gesto$ci mieszaniny spowodowang powstaniem fazy paro-
wej:

2 v_Rj+1npm0me+ 4 2eMisiny | oo
C C

2
Py =P XP| ——5\Pr— D)~ —
v LWCZ( ! ) [am Pi Pur  CRP,. !

Znajomo$¢ p,,,r umozliwia wyznaczenie chwilowej wartosci wspétczynnika
stezenia fazy cieklej ayy, z wzoru (52). Lepko$¢ dynamiczng mieszaniny w powyz-
szym modelu wyznacza si¢ z zaleznosci:

ﬂmzﬂ/'a1+(1_a/)'ﬂga (56)
gdzie: y; — lepkos$¢ dynamiczna fazy cieklej;

tg — lepkos¢ dynamiczna fazy gazowej;
oy — wspolczynnik stezenia fazy cieklej.
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Szczegblowy schemat obrazujacy obliczanie parametréw przeplywu w wezlach
brzegowych dla modelu BCM przedstawia rysunek 16.

Wyznaczanie predkosci przeplywu przy zbiorniku:
v(t+At, L) z zal. (53)
v

p(t+At, 0) z zal. (54)
v(t+At, 0)=0

'

NIE TAK

17 p(t+At, 0)<p, —l

p(t+At, 0)=p,
Pm(t+At, 0) z zal. (55)
a)(t+At, 0) z zal. (52)
Um(t+At, 0) z zal. (56)

a(t+At, 0)=1
Pm(t+At, 0)=p;
Um(t+AL, 0)=u;

v

Rys. 16. Wyznaczanie parametréw brzegowych — model BCM

Uproszczony schemat blokowy uniwersalnego algorytmu obliczeniowego na
podstawie zaprezentowanych w niniejszej pierwszej czesci pracy schematéw przed-
stawiony jest w zalaczniku na rysunku Z1.

3. Podsumowanie

W pierwszej czesci pracy zaprezentowane zostaty kluczowe modele przeptywu
nieustalonego z kawitacja. Dla kazdego z nich pokazano szczegélowe schematy
blokowe, na bazie ktérych powstaty wlasne programy komputerowe umozliwiajace
symulacje stanéw nieustalonych z kawitacja w przewodach cisnieniowych. Wery-
fikacja symulacyjna zmodyfikowanych modeli obliczeniowych zostanie ukazana
w drugiej czesci niniejszej pracy, gdzie szczegétowo omoéwiony zostanie réwniez
temat modelowania zmiennych oporéw hydraulicznych zaréwno przy przeptywach
laminarnych, jak i turbulentnych.

Artykut wplyngt do redakcji 1.07.2014 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 19.06.2015 .

Praca niniejsza byla czesciowo realizowana w ramach projektu badawczego nr: N50402931/2026 nt.
»Modele i metody obliczeniowe przebiegu uderzenia hydraulicznego z uwzglednieniem kawitacji oraz
tarcia cieczy”, koordynowanego przez IMP PAN w Gdansku.
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K. URBANOWICZ

Modelling transient pipe flow with cavitation and frequency dependent friction
— part I (cavitation models)

Abstract. The paper presents four key mathematical models of transient cavitating pipe flow, i.e. column
separation model (Column Separation Model — CSM), gas cavitation model (Gas Column Separation
Model — CSMG), Adamkowski model (Adamkowski’s Column Separation Model — CSMA) and
bubbly cavitation model (Bubble Cavitation Model — BCM). In the all investigated models, frequency-
dependent frictional losses were taken into account. The equations describing all models have been
solved using the method of characteristics. In this work, the wall shear stress (defined as an effect of
unsteady fluid friction) is presented as a sum of quasi-steady and unsteady components. The unsteady
component of the wall shear stress is modelled as an convolution of local fluid acceleration and
a weighting function w(#).

Keywords: numerical fluid mechanics, transient flow, cavitation, frequency-dependent friction losses,
pipeline, waterhammer
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Zalacznik

Dane wejsciowe: 8,9, 0, R, L, ¢, f, 5, py
Warunki poczatkowe: p(0, x), v(0, x), Icav(0, x) (dla 0<x<L)
Warunki brzegowe: p(t, L)=p_, v(t, 0)=0, Icav(t, L)=0 (dla t>0)
1]
| Ax=L/f; At=Ax/c |
1]

\ t=0; i=1 \

J

~

Wyznaczanie chwilowej postaci
funkcji wagi

v

Obliczanie 7, we wszystkich weztach siatki
B charakterystyk w danym kroku czasowym
(wewnetrznych + brzegowych)

‘4

\ x=L-Ax-i \

Obliczanie parametréw przeplywu w weztach
wewnetrznych siatki charakterystyk:
C Pp(t+AL, x), v(t+At, x)
model CSM - rys. 5, model CSMA - rys. 9
model CSMG - rys. 13 i model BCM - rys. 15

]
\ i=i+1 \
v
\ i>f-1 }—NIE
TAK

Obliczanie parametréw przeplywu w weztach
brzegowych siatki charakterystyk:

D p(t+At, 0), v(t+At, L)

model CSM - rys. 11, model CSMA - rys. 12

model CSMG - rys. 14 i model BCM - rys. 16

v
\ t=t+At \
, v KONIEC
=1 NIE t>s - TAK  oBLICZEN

Rys. Z1. Uproszczony schemat blokowy algorytmu obliczeniowego

Uwaga: Bloki A i B zostang szczegélowo omdwione w drugiej czesci niniejszej pracy.






