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W pracy przedstawiono analitycgmmetod wyznaczania mnaika obcizenia
krytycznego gitno-sketnej utraty stateczroi niestzonych stupéw wykonanych
z dwuteownikéw bisymetrycznych. Zatesci analityczne skonstruowano w ten
sposob, by byly rozszerzeniem wzoréw na momentykeyty zwichrzenia zgina-
nych belek dwuteowych. Zaletego podeicia jest miedzy innymi taze mazemy
ocent wplyw sity osiowej na podstawie zmiany znanychvezoréw na moment
krytyczny zwichrzenia wspoétczynnikéw (w tym przygadC: i D). Przemieszcze-
nie z ptaszczyzny zginania jest aproksymowane maogp funkcji bedacej kombi-
nacp symetrycznej i antysymetrycznej postaci wyboczeRrayktady numeryczne
pokazuj dobm zgodndé rozwigzan analitycznych z wynikami otrzymanymi
w programie LTBeamN. Metoda m® znalg¢ praktyczne zastosowanie przy wy-
miarowaniu metogl ogdlng stupéw obcizonych mimgrodowo.

Stowa kluczowe:gigtno-sketna utrata stateczga, stupy obcizone mimd@rodo-
wo, podparcie widetkowe, dwuteowniki bisymetryczrazwigzanie analityczne

1. Wprowadzenie

W przypadku wymiarowania stupow jednokierunkowonzagiych isciska-
nych metod ogdélrg [12] musimy wyznaczy mnaznik obcizenia krytycznego
dla gietno-sketnej utraty stateczrgoi. W pracy analizowano przypadki obae-
nia momentami skupionymi na podporach z ewentualggnoczesnym obgi
zeniem rownomiernie rozkmnym w przsle. Omoéwienie literatury w ktorej ana-
lizowano moment krytyczny zwichrzenia dla prost¢zgchematéw statycznych
przedstawiono np. w [1, 7]. Natomiast w literatuzastawionej na kKeu tego
opracowania w zasadzie zawarto pozycje, ktorejsgtaiataczy¢ prostot wzo-
réw z doktadnécia rozwigzania [1+9].

Otrzymane rozwizania porownano z wynikami MES (LTBeamN [14]).
W tym programie pit jest dzielony na 100 elementéw gkaonych. W przy-
padku podziatu na 200 elementdéw wynik jest ten éadoktadnécia do 0,001).
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W prezentowanej pracy wyprowadzono odpowiednieznakei analitycz-
ne uwzgédniajgce wplyw sity osiowej w ten sposoéb, by byly rozgasiem
wzoréw na moment krytyczny zwichrzenia zginanyclebelwuteowych [1+7].
W celu poprawy doktadrici rozwigzania, przemieszczenie z ptaszczyzny zgi-
nania jest aproksymowane za poméenkcji bedacej kombinaci symetrycznej
i antysymetrycznej postaci wyboczenia (por. [8, 9Y) pracy nie uwzgdniano
podatndci polaczer, ktéra ma istotny wplyw na utkastatecznéci np. ptatwi
dwuteowych [11]. W przypadku stupéw zaémie podparcia widetkowego na
koncach daje oszacowania po stronie bezpiecznej.
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Rys. 1. Rozpatrywane przypadki ofp@nia
Fig. 1. Considered load cases

Moment krytyczny zwichrzenia niegbnych belek zginanych o przekroju
bisymetrycznym, podpartych widetkowo nankach, maemy aproksymowa
za pomog Wzoru:

Mogr =G, [Ny, ([D+(Cz)° +C2,) (1)
_TEl

I
D="Y+—1 N, = 2a,b
2 Nez o 2t
gdzie:C, — wspétczynnik zaleny od rozktadu momentu zginaggo,
C, — wspotczynnik zateny odCs i rozktadu obcizenia poprzecznego,
Zy — wspotrzdna przytaenia obcizenia poprzecznego,
E, G- odpowiednio modut spzystasci podtuznej i poprzecznej,
lw, IT — moment bezwiadioi wycinkowy i skecania St. Venanta,
I, — moment bezwladgoi wzgledem osiz,
L — rozpktosé belki.

W literaturze niemieckiej [6] wzér (1) jest nieataczej zapisany:

2
c=¢, C, =05, D=¢, ﬁ—“-: oosgﬂTl—" (3a:d)
Przyjecie statejC, wg wzoru (3b) upraszcza obliczenia. Jest jednakan
prawne w przypadku schematow statycznych z giboiem poprzecznym
i momentami skupionymi na podporach [5].
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2. Moment krytyczny zwichrzenia zginanych belek dwteowych

Warunek gitno-sketnej utraty stateczroi zginanych belek wykonanych
z dwuteownikow bisymetrycznych raeemy zapisaw formie [3]:

dly = [ (ELP6VP+GLg® o +E1, #7587t (4)

+[ MERIW aprpov@ )t [ dz,9 =0

gdzie:f® = df/dS —k-ta pochodna po wspotidnejx,
V(X) — przemieszczenie wzdtwsiy,
o(X) — kat skrecenia przekroju.

Gorny indeksh odnosi s do stanu krytycznego:
My =My (), &= (5a,b)

gdzie:My(x) — rozktad momentu zgingjego po diug&ci elementu,
Ler — mMnaznik obcizenia krytycznego,
g — obchzenie roztaone skierowane wzdiosiz.

Calkujgc przez cesci (4) otrzymujemy ukitad rowrarozniczkowych gét-
no-sketnej utraty stateczroi:

ELVY+Mpg®@ =0 (6)
MNV® +c0g+EL#" -Glg® =0 (7)

Wykonujgc dwukrotne catkowanie rownania (6) i uwadhiajgc warunki
brzegowe dla podparcia widetkowego otrzymujemy:

b
~My(¥
El

V= ¢ (8)

Po podstawieniu zatacsci (8) do (7) redukujemy uktad (6), (7) do réwna-
nia r@&niczkowego gitno-sketnej utraty stateczroi:

b 2
L . gL 59 -GHg =0 ©)

Réwnanie (9) jest podstavdo znalezienia przylidonego rozwjzania ana-
litycznego. Zostato to pokazane szczegétowo w miad¢d, 5]. W dalszej cZci
przedstawiono tylko wyniki potrzebne do opracowagniayktaddw.
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W celu oszacowania momentu krytycznego zwichrzeayieorzystano meto-
de ortogonalizacyja Bubnowa-Galerkina [3+5] otrzymag rownanie:

—a(Mp)? +Nq,, 82 (Mp) +N;,D=0 (10)
a= 2 TMZ(x)sinzl—de, a,= qtt (11a,b)
M2Ly 7 L Myz*

gdzie:Mo® = uerMo — krytyczna warté momentuMo,
Mo — maksymalna wargé bezwzgédna momentu zginagego
(makMy(x) | O<x<L).

Rozwigzanie réwnania kwadratowego (10) ina zapisaw postaci wzoru
(1) z nastpujacymi parametramt,, C; [4, 5]:

1
=1 (12)

"
C, :Cl% (13)

Dla prostych schematéw olgen wspotczynnikC, wyznaczamy bezpo-
srednio ze wzoréw (11a), (12). W tabeli 1. zestawi@proksymaegj wspot-
czynnikbw C,, C; dla schematéw statycznych rozpatrywanych w dalszsici

pracy.

Tabela 1. Wsp6tczynnikts, Cz dla wybranych schematéw obzénia (rys. 1.)
Table 1. Coefficient€s, Cz for selected load cases (fig. 1.)

Ws Schemat statyczny E1 (rys. 1) Schemat statyczny E2 (rys. 1)
= 0<w<0,69 0,69<y<1 O<y<1
C 1,13+0,19 -1,25+3,% 1,77-1,04+0,27%° (leczC1<2,6)
C 0,41C1/(1-yl4y 0,41Cy/y 0

W ogélnym przypadku (schemat statyczny E3, rys.wispotczynnikC,
mozemy aproksymowaza pomog Wzoru:

21IM?2
G = 2 2 > 2 2 (14)
MZ +6M2 +8M2 +6M?

gdzie:Mz, Mz, M4 — momenty zginage odpowiednio dla = L/4,L/2, /4.
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3. Wptyw sity osiowe]j na getno-skretng utrate stateczndci

Uwzgledniajgc (4) warunek gitno-sketnej utraty stateczroi jednokie-
runkowo zginanych sciskanych stupéw wykonanych z dwuteownikoéw bisyme-
trycznych maemy zapiséw formie:

dl, =k, - [ N° (VO +i p¥¢)dx=0 (15)

gdzie:N° = uN — krytyczna warté sity sciskapcej,
ip — biegunowy promie bezwtadnéci.
Calkujac przez cgsci (15) otrzymujemy uktad réwmerézniczkowych gét-
no-sketnej utraty stateczroi:

EILV®+MPp? +Nv@ =0 (16)
Mv® +cPp+ElL g -GLp® +N°i %@ =0 (17)

Wykonujagc dwukrotne catkowanie rownania (16) i uwadpiajgc warunki
brzegowe dla podparcia widetkowego otrzymujemy (j68)):

M (X b
va = M0 )¢—N—v (18)
EL, © El

Po podstawieniu zateosci (18) do (17) otrzymujemy zmodyfikowany
uktad réwna rézniczkowych gétno-sketnej utraty stateczrioi:

E|ZV(2)+M5¢+ NbV:O (19)
ME(x)]? M(X
- E(u Lo-n Ey.() v+ Qg +ElgY ~Glg® +N"iZg® =0 (20)

Przemieszczenia zaono w postaci:

H(X) = Asir[%j L WW)= Blsir[%j +B, sir[%"j (21a,b)

W celu oszacowania momentu krytycznego zwichrzesieorzystano meto-
de ortogonalizacyjs Bubnowa-Galerkina. Wyznaczono réwnanie kwadratowe:
2,D=0 (22)

cnz

_éi(M(tJ))z + Ncr,zaZZg(M(tJ)) +N

Wspotczynnika, we wzorze (22) jest taki sam jak w (11). Pozospatea-
metry uwzgédniajg wptyw sity osiowej:
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a 1 6N 2 6N 2 ') 12 Nb .
=+ + , D=D-4,i;, =" (23&
2 c? 1-4, (%) 4-5, (92) N'p N N, (23arc)

My +Mg  ql(7° +3 16M, —Mg)

- + , =-"A 78/ 24a,b

%= om, 1M, 77 2 oM (242.0)
gdzie:Ma, Mg — momenty skupione na podporach wg rys. 1.

Moment krytyczny meemy zapisé analogicznie do (1):
ME(N®) =G (N, (/D +(C,z;)” +Cyz,) (25)
~ 1 T Mg _ NP

=), =C =, == 26a
G \/a G > er M, N ( c)

4. Wyniki obliczen

Mnoznik obcihzenia krytycznegawr wyznaczamy iteracyjnie. Najpierw za-
ktadamy jego wart& pocatkows np. ucrn = 3. Na jej podstawie wyznaczamy
N:® = ueraN orazMor® (N:°) wg (25). Nasgpnie okrélamy ucr = Moi”/Mo. Obli-
czenia powtarzamy do momentu, gay; ~ ucr. Wygodnie jest opracowaod-
powiedni arkusz kalkulacyjny.

W tabeli 2. poréwnano rozadanie analityczne z wynikami MES w przy-
padku stupa wykonanego z HEA 400 o ditgd. = 8,5 m dla schematu sta-
tycznego E2 (rys. 1. M, Mo przedstawiono w kKNmi\® w kN, D w cn¥). Ob-
liczeniowa sitasciskapca wynosiNeq = 600 kN, obliczeniowy moment skupiony
My,eda = 350 KNm.

Tabela 2. Liniowy rozktad momentu zgineggo (przypadek E2, rys. 1.)
Table 2. Linear bending moment distribution (caeflg. 1.)

Zginanie Zginanie zesciskaniem
C C2 Mer C C2 D Mer Mob NOb

Metoda

LTBeamN - - 765,2 - - - 1,59 557 954

4
1
wzor (25) 1 1 0 765,21 0,784 0 8352 1,58 556 948
0
0

LTBeamN - - 1401 - - - 2,40 840 | 1440

1,77 0 1354 1,220 0 764,8 2,88 830 1428

wz0r (25)

LTBeamN | -0,6 - - 2040 - - - 3,22 | 1127| 1932

wzér (25) | -0,6 | 2,49 0 1906| 1,744 0| 6951 3,22| 1130 190¢
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W Tabeli 3 poréwnano rozazanie analityczne z wynikami MES w przy-
padku stupa wykonanego z HEA 400 o digd. = 8,5 m dla schematu sta-
tycznego E1 (rys. 1). Obliczeniowa séleiskapca wynosiNeq = 600 kN. Obci-
zenie rownomiernie rozi@mnegeq = 40 kKN/m jest przyteone do gornej potki.

Tabela 3. Obaizenie wg wykresu E1 (rys. 1.)
Table 3. Load according to E1 diagram (fig. 1.)

Zginanie Zginanie zeciskaniem
Metoda
v Ci Cz Mer C1 C2 D Her Mq° No?
LTBeamN 0 - - 652,3 - - - 1,42 | 515,1| 856

wzor (25) 0 | 1,13| 0,46| 6508 0,919 0,3713848,8| 1,42| 513,797 852

LTBeamN | 0,8 - - 738,1 - - - 1,91 | 552,7| 1148

wzor (25) | 0,8 | 1,55 0,79 7349 1,2%5 0,643 802,7 61,9%68,7| 1176

LTBeamN 1 - - 1003 - - - 2,07 | 748,6] 1243

wzor (25) 1 2,25 0,92 9935 1,689 0,685 795 2]05 0,34 1230

5. Przyktady wymiarowania wg metody ogdlnej

W przypadku wymiarowania stupéw migrodowo sciskanych metaogd
0906l [12] musimy wyznaczy mnaznik obcigzenia krytycznego dla ¢ino-
skretnej utraty stateczrioi:

Aerop = Her (27)

Za pomog analizy geometrycznie nieliniowej z uwgdhieniem imperfekcji
geometrycznych wyznaczanW'yeq oraz globalg smukici¢ wzgledmg (28a):

T = |G 1 _Neg, Mgy (28a,b)
* acr,op aull;k NRk MyRk
gdzie: Nrk, My,rc— NG&NOSE charakterystyczna przekroju krytycznego odpowied-

nio przysciskaniu i zginaniu.
Na podstawie)l_op wyznaczamy wspétczynniki wyboczenia i zwichrzenia:
/\/zop :/Yz(/‘_op) ' XLT,op :)_(LT(A_op) (29a,b)
Jezeli aurk Wyznaczamy ze wzoru (28b) to warunek stateéznarzyjmuje

posta& (30a). W przypadku tradycyjnej metody korzystanmey vezoru (30Db)
(M'yeq otrzymujemy z analizy liniowej).
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w = Neg + Mlgd <1, Wl - Neg + MIIEd
XzooNrk  Xi1opM yrK XNre  XitM yre
o W1 Y Wi

<1 (30ab)

W przyktadach przedstawionych pégji porownano warunek stateczZonb
elementu wg metody 2 i metody ogolnej [12, 13]. Blakalny moment zgingj
cy wyskpuje w nich nad podpeti wowczasM "yeq = M 'yeq. Pominito spraw-
dzenie nénasci przekroju.

Przykiad 1

Rozpatrzmy stup wykonany z HEA 400 ze stali S238ugaici L = 8,5 m
obcigzony wg schematu statycznego B20, rys. 1.) [12]. Obliczeniowa sikzi-
skapca wynosiNeq = 600 kN, obliczeniowy moment skupioiv,eq = 350 kNm.
Nosnasci przekroju wynosz Nrk = 3736 KNMyrc= 602 kNm {m1 =1,1). W tabe-

li 4. zestawiono podstawowe parametry dla warunktatecznéci elementu M
w kNm, N> w kN). Jezeli zastosujemy bardziej zaawansowane metody nume-
ryczne [12], to wowczasicrop = 2,42,W1=0,989.

Tabela 4. Warunek stateczeoelementu [12] wg metody 2 i metody ogodlnej
Table 4. Stability condition for element [12] acdioig to method 2 and general method

Metoda 2 [12] Metoda ogélna

Ng,z Xz Mer XLT kzy Wl* Ocr,op OQult,k lop Xz,0p XLT,0p W1

2450 | 0,460 1414 | 1,00f 0,89 0,954 2,40 | 1,348 0,749| 0,755 0,844| 0,992

Przyktad 2

Rozpatrzmy stup wykonany z IPE 500 ze stali S22Bugasci L = 3,5 m.
Bedziemy korzystaze wzorow dla schematu EBI{ = 0,Mg =-350 kNm). Ob-
liczeniowa sitasciskapca wynosiNeq = 800 kN. Obliczeniowe obgitenie rozto-
zonedeq= 30 KN/m jest przytpone dosrodka cezkosci (z; = 0) [13]. N&nosci
przekroju wynosz Nrx = 2714 kN,Myrc = 516 kNm. W tabeli 5. zestawiono
podstawowe parametry dla warunkow stateéenelementu e w KNm, Ne;

w kN, ym1 = 1,0). WspétczynnilC, wyznaczono za pomgavzoru (14):

_ 21350 _
Cl_\/ 350 + 65PZ +81296 +62295 =209 (31)

Nastpnie wyznaczamy, i C; odpowiednio ze wzoréw (11b), (13).z8& sko-
rzystamy z programu LTBeamN to wowczasp = 3,125 w;=1,099.
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Tabela 5Warunek stateczioi elementu [13] wg metody 2 i metody ogdinej
Table 5. Stability condition for element [13] acdioig to method 2 and general method

Metoda 2 [13] Metoda ogodlna

Ng,; Xz Mer LT kzy Wl* Ocr,op Ouwlt,k lop Xz.0p XLT.0p W1

3624 | 0,683 2127 | 1,00( 0,847 1,006| 3,08 | 1,028 0,578| 0,849 0,899| 1,102

6. Uwagi i wnioski

Prezentowana metoda pozwala na automatyczne wywaaie w arkuszu
kalkulacyjnym stupéw mimirodowo éciskanych wg metody ogolnej. W rozpa-
trywanych przykiadach otrzymano stosunkowo madelyplaproksymaciji mno
nika obcizenia krytycznego wyznaczonego ze wzorow (23+2&)edstawione
przyktady @ jednak stosunkowo prostéeby stosowéja w praktyce projekto-
wej potrzebnegdalsze analizy [15].

Zarowno w przypadku prezentowanej metody jak i pmogs LTBeamN
istnieje maliwosé¢ rozpatrywania obgienia dwuparametrowego podobnie jak
w pracy [10]. Jeeli np. N°/N = uern, Mo?Mo = perm = 2,%uern to zmieniamy
mnaznik ucrn dopoki nie spetnimy warunku dla momentu zgicago. Analo-
gicznie posfpujemy w programie LTBeamN zmieraj wartg¢ sity osiowej
i ustawiac opcg z jej blokad. W przypadku arkusza kalkulacyjnego Excel,
najwygodniej jest wykorzyséawbudowan funkcije rozwiazywania rowna nie-
liniowych (Solver w zaktadce Dane). Mua p rowniez wywolywaé z poziomu
VBA. Dla schematu statycznego rozpatrywanego wierzie 1 otrzymujemy:
tern = 1,26 wg prezentowanej metody i 1,28 z progranttSM

Whptyw sit skupionych i zrénicowanie miejsca przyienia obcizenia po
wysokasci przekroju mana uwzgédni¢ w sposéb pokazany w pracy [5].
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LATERAL-TORSIONAL BUCKLING OF SIMPLY SUPPORTED
BISYMMETRIC I-BEAM-COLUMNS

Summary

In the paper, it was presented analytic methodetdrehination of critical load factor for lat-
eral-torsional buckling of unbraced columns madenfbisymmetric I-sections. Analytic formulas
were elaborated in a manner to make them extensdigxpressions used for determination of
critical moment for beams under bending. Directeadage of such approach is possibility of es-
timation of influence of axial force on basis ofokv coefficients (C1 and D in this case). Dis-
placement out of bending plane is estimated withaffunction which is combination of symmet-
ric and antisymmetric form of buckling. Numericalaeples show good consistency of analytic
results with those obtained from LTBeamN FEM sofewarhis approach can find practical appli-
cation for calculations of column with use of thengral method.

Keywords: lateral-torsional buckling, beams-columns, simglypported beams, bisymmetric
I-shaped beams, analytical solution
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