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Iteracje odwzorowan, orbity, twierdzenie Banacha o punkcie
stalym

Streszczenie. Praca stanowi zbior zadan i probleméw poswieconych wprowadzeniu w teorie
punktow statych, ktora realizowana jest jedynie w zarysie na drugim semestrze studiéw na kierun-
ku matematyka. Stanowi niezalezny byt, ale w gruncie rzeczy jest uzupelieniem finalizowanego
opracowania teoretycznego, ktore rowniez zamierzamy opublikowaé¢ w tym czasopi§mie.

Stowa kluczowe: iteracje odwzorowari, orbity, punkty stalte, kontrakcje, stata zwezajaca, twier-
dzenie Banacha o punkcie stalym, twierdzenie Szarkowskiego.

1. Podstawowe pojecia i oznaczenia (zob. [2], [7], [9], [10])

Niech para (X, g) bedzie przestrzenia metryczna, gdzie X # (.

Definicja 1. Odwzorowanie f: X — X nazywamy kontrakcjq, jesli istnieje k € [0,1) takie, Ze dla
dowolnych x,y € X mamy:

o(f(@), f(y)) < kolz,y).
Kazdg takg statg k nazywamy statq zwezajgcq dla odwzorowania f.

Definicja 2. Odwzorowanie f: X — X nazywamy kontrakcyjnym, jesli dla dowolnych x,y € X, © # vy,
zachodzi:

o(f(x), f(y) < olz,y).

Definicja 3. Niech f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Punkt x € X nazywamy punktem
statym odwzorowania f, gdy f(x) = x.
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Definicja 4. Niech f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Odwzorowanie f": X — X, gdzie
n € Ny, nazywamy n-tq iteracjq i definiujemy rekurencyjnie w nastepujgcy sposob:

fPla)y=z fH2)=f""fx), neN zeX,

czyli rownowaznie jako:
fO:ian fn:fnilofa HEN,

a sted f! = f.

Definicja 5. Niech n € N oraz f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Orbitg n-elementowq
odwzorowania | nazwiemy dowolny n-elementowy zbior O = {x1,xa,...,2,} C X, taki ze:

f(x1) = 22, f(z2) = z3, ) f(zn) = 21.

Definicja 6. Niechn € N oraz f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Punkt x € X jest n-okresowy
dla f, jesli f*(x) = x i jednoczesnie f*(z) #x dlak=1,2,...,n— 1.

Definicja 7. Mowimy, ze funkcja f: I — I, gdzie I C R jest przedziatem niepustym i niezdegenerowa-
nym, ma wlasno$é¢ Darbouz, jesli dla dowolnego przedziatu J C I jego f-obraz, to jest zbior f(J), takze

jest przedziatem.

Twierdzenie 1 (Banacha o punkcie stalym). Niech (X, o) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng.
Jesli odwzorowanie f: X — X jest kontrakcjg, to f ma doktadnie jeden punkt staty.

Uwaga 1. W dalszej czesci artykutu bedziemy po prostu pisaé twierdzenie Banacha.
Uwaga 2. Wybrane z prezentowanych tutaj zadan maja charakter projektéw. To znaczy na ich pod-
stawie, po stosownym rozszerzeniu tre$ci i uzgodnieniu z prowadzacym zajecia, mozna, po rozliczeniu

projektu na konsultacjach, zdoby¢ dodatkowe porcje punktéw z aktywnosci i zrealizowaé¢ odpowiednie
efekty nauczania (nawet wiecej niz jeden efekt).

2. Zadania (zob. [4], [12], [13], [14])

Zadanie 1. Niech f(z) = 22(1 — z), € R. Udowodni¢, ze n-ta iteracja f™ odwzorowania f ma postac:

n _ 1 2" —1 1 >
fM(z) = 5 2 <x 2)
dlan € N.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Niech n = 1. Wéwczas mamy:

f(x):;—2<x—;>2:2x(l—x).
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Zal6zmy teraz, ze wzor jest prawdziwy dla n-tej iteracji odwzorowania f, czyli:

on
fM(z) = % — 92"t <x - ;) .

Woéwczas znajdujemy:

9 2
rsru=y s (a2 ) -

2n+1

co na mocy zasady indukcji matematycznej konczy dowod.

Zadanie 2. Niech F(x) = 22 — 2, x > 2. Udowodni¢, ze n-ta iteracja F™ odwzorowania F' ma postaé:

2" 2"
n z+ V2 —4 x—Vr?—4
F'(2)=| ——— + | —
2 2
dla kazdego n € N.
Wskazowka. Przyja¢ ©x =y + % i zauwazy¢, ze:

F'(z)=y* 4y, n € N.
Zadanie 3. Okresli¢ liczbe punktow statych kazdej iteracji funkcji f, gdzie:
a) f(x) =2z —1], z €10,2],
b) f(z)=m|cosz|, x € [0,7].

Wskazowka. W celu wstepnego zorientowania sie w zagadnieniu proponujemy narysowaé¢ wykresy funkeji

f, f? oraz f3.
Zadanie 4.

a) Rozstrzygnac¢ dla jakich wartosci a > 0, a # 1, funkcja f,(z) :=log, z, © > 0, posiada punkt staly.

_ Inz
T

Wskazowka. Skorzystaé z faktu, ze funkcja g(z) jest rosnaca w przedziale (0, e] oraz malejaca

na polosi [e, 00).

b) Rozwazy¢ tez problem istnienia punktow statych zlozen f, o fy, fu o fo o fe, itd. w zaleznosci od
wartosci a,b,c¢ > 0. Przyktadowo zauwazy¢, ze dla kazdego a € (0,1) U (1,00) zlozenie f, o f1
posiada punkt staly.

¢) Udowodnié, ze dla dowolnego k € Ny istnieje rosnaca funkcja gi: R — R posiadajaca dokladnie k
punktow statych i taka, ze:
k()

A% o) O
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dla kazdego n € N. Istnieje tez rosnaca funkcja g : R — R posiadajaca przeliczenie wiele punktow
statych i taka, ze:

Joo ()

w00 fo(z)

=0

Uwaga 3. Fakt z podpunktu c¢) zadania 4 mozna znaczaco uogolni¢. Niech {p,}%2 , bedzie ciagiem
niemalejacych funkcji ¢,,: R — R, n € N, spelniajacych warunek:
(VmGN): lim L(m):oo.
200 P 41(T)

Wowczas dla dowolnego k € Ny U {w} istnieje rosnaca funkcja ¥,: R — R posiadajaca dokladnie k
punktow statych i taka, ze:

I Ui ()

im

=0

dla kazdego n € N. Twierdzenie to stanowi uogoélnienie klasycznego wyniku du Bois-Reymonda z 1875
roku (zob. [3]), gdzie w miejsce funkeji ¢, k € N, rozwazano jedynie rosnaca funkcje v: R — R.

Zadanie 5. Niech X # (), n € N oraz f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Udowodnié, ze
odwzorowanie f posiada punkt n-okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy posiada n-elementowa orbite. Co
wiecej, wszystkie elementy n-elementowej orbity sa n-okresowe.

Rozwigzanie. Zalozmy, ze odwzorowanie f posiada n-elementowa orbite O = {z1,z2,...,z,}. Wtedy
z definicji jest:

f(x1) =22, f(x2) =23, ..., f(2n) =11,

wiec mamy f"(z1) = 1. Jesli dla pewnego k € {1,2,...,n— 1} zachodzitoby f*(z1) = x1, to mieliby$my
T3 = Tpy1, co prowadzitoby do sprzecznosci z zalozeniem dotyczacym mocy orbity O. Stad z; jest
punktem n-okresowym. Teraz zal6zmy, ze odwzorowanie f posiada n-okresowy punkt z € X. Wtedy, jak
tatwo mozna sprawdzi¢, zbior:

O ={z f(2), f*(2),.... " (2)}

jest n-elementowa orbita odwzorowania f. Dodatkowo widzimy, ze wszystkie elementy orbity sa punk-
tami n-okresowymi, poniewaz definicja orbity jest niezmiennicza ze wzgledu na cykliczne przestawienie
punktow, tzn:

O=1{f(2),f22), .., " H2), 2} = {f2(2), ..., [ H2), 2, f(2)} = ...
Zadanie 6. Niech ¢ € (0, 1) oraz:

z dla z € [0, ],
=2 dlazeel]

Udowodnié, ze dla kazdego n € N funkcja f posiada n-elementowa orbite.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze n-krotne zlozenie odwzorowania f z sobg, tj. odwzorowanie f", jest
funkcja kawatkami monotoniczng oraz jej wykres jest tamanga sktadajaca sie z 2" odcinkéw. Kazdy z od-
cinkéw tworzacych wykres odwzorowania f™ posiada jeden z koncéw na osi OX a drugi na prostej y = 1
oraz lezy w kwadracie {(z,y): 0 < 2 <110 < y < 1}. Stad wykres funkcji identycznosciowej id(z) = =
przecina kazdy odcinek wykresu funkcji f™ doktadnie jeden raz. Zatem mamy 2" punktéw, dla ktorych
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f™(x) = x. Poniewaz wykres funkcji f* posiada 2¥ punktéw wspolnych z wykresem funkcji id, wiec ist-
nieje co najwyzej 2! + 22 4 ... + 2771 = 2" — 2 punktow x € [0,1] o tej wlasnosci, ze fF(x) = x dla
co najmniej jednego k € {1,2,...,n — 1}. Zatem co najmniej dwa z 2" punktoéw stalych funkcji f" sa
punktami n-okresowymi funkcji f, a wiec na mocy zadania 5 funkcja f posiada n-elementowa orbite.

Zadanie 7.

a) Niech f: [a,b] — [a,b]. Zalozmy, Ze istnieje punkt c € [a,b] taki, ze fl[, ) jest funkcja rosnaca,
flie,p) jest funkcja malejaca, f(a) = f(b) = a oraz f(c) = b. Wyznaczy¢ iloé¢ punktéw statych
wszystkich iteracji funkcji f przy zalozeniu, ze f jest funkcja ciagla. Czy funkcja f posiada wowczas
n-elementowg orbite dla kazdego n € N?

b) Dla kazdego ¢ € (a,b) podaj przyktad funkeji f.: [a,b] — [a, b], dla ktore] istnieje przeliczalny zbior
W, C (a,b) taki, ze f. jest rosnaca w zbiorze [a,c] \ W, i jest malejaca w zbiorze [c,b] \ W, oraz
spelnia réwnosci:

fela) = fe(b) =a oraz fele) =1

i ktorej wszystkie iteracje posiadaja dokladnie jeden punkt staly z = a.
Rozwigzanie. Niech ¢ € (a,b). Rozwazmy dowolna funkcje ciagta f: [a,b] — [a, b], ktora jest rosnaca
w [a, c], malejaca w [c, b] 1 ktora spelnia rownoscei:

fla)=f()=a oraz, f(e)=hb.

Niech:
Fi={z€[a,b]: (An e N)(f*(z) =2)}.
Poniewaz dla kazdego n € N n-ta iteracja funkcji f posiada 2" punktow stalych, wiec zbior F jest
przeliczalny. Przyjmijmy:
a, gdy = € F,
f(z), gdy z € [a,b]\ F.

Wtedy dla dowolnego z € [a,b] oraz n € N, jedli f2(z) = f"(z) =z, to x € F, czyli f2(z) = a = .
Jesli f(x) =z i f2(x) # f*(x), to istnieje k € N, k < n, takie ze f¥(z) = a, czyli f*(2) = a = .

fe(z) =

Zadanie 8. Niech X # () i niech f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Zalézmy, ze dla pewnego
n € N odwzorowanie f" posiada doktadnie jeden punkt staly. Udowodnié, ze wowczas odwzorowanie f
réwniez posiada doktadnie jeden punkt staty.

Rozwigzanie. Przypomnijmy, ze jesli z € X jest punktem stalym odwzorowania f, to réwniez jest punktem
statym kazdego zlozenia f z soba. Zatem, na podstawie zalozenia zadania, f moze posiadaé¢ co najwyzej
jeden punkt staty. Niech n € N i zal6zmy, ze z € X jest jedynym punktem stalym iteracji f™*. W takim
razie:

fr(f(2) = f"71(2) = f(f"(2) = f(2),

co oznacza, ze f(z) jest punktem stalym zlozenia f™ i z jednoznacznoéci punktu stalego mamy:

f(z) ==z
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Uwaga 4. Pojawia sie naturalne pytanie o uogélnienie stwierdzenia stanowiacego tre§¢ powyzszego za-
dania. Okazuje sie, ze w pewnych przypadkach jest mozliwe znaczne ostabienie zalozen, co pokazuje
zadanie 9.

Zadanie 9. Niech odwzorowanie f: I — I bedzie ciagle, gdzie I C R jest przedzialem niepustym.
Udowodnié, ze jesli dla pewnego n € N, n > 2, zlozenie f" posiada punkt staly, to f réwniez posiada
punkt staty.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze funkcja f nie ma punktéow stalych. Mozemy wtedy rozwazy¢ trzy rdzne
przypadki.

a) Jedli dla kazdego x € I zachodzi f(x) > z, to wtedy indukcyjnie wykazujemy, ze:

@)= f(f" @) > ) > o>
Zatem w tym przypadku zadna iteracja nie ma punktu statego.

b) Jesli natomiast dla kazdego = € I, mamy f(z) < z, to analogicznie jak poprzednio pokazujemy, ze:

i) = f(f" @) < @) <<
a wiec zadna iteracja nie ma punktu statego.

c) Jezeli jednak istnieja punkty x1,zo € I takie, ze f(x1) < x1 oraz f(x3) > x2, to zdefiniujmy funkcje
g: I — I okreslong wzorem:

g9(x) = f(z) — .

Oczywiscie funkcja g jest ciagla w przedziale I. Wtedy:

g(x1) = f(x1) =21 <0 oraz g(z2) = f(x2) — 22 >0

i z wlasnosci Darboux, istnieje zo € (min{zy, 22}, max{z1,z2}) takie, ze g(z¢) = 0, to jest:

f(xo) = w0

co stoi w sprzecznosci z zalozeniem.

Uwaga 5. W szczegdlnosci kazda ciagla inwolucja, tj. odwzorowanie ciagte f: I — I takie, ze fo f =id;
(przykladowo odwzorowanie f(z) = (1 — x2/3)3/2, r € [0,1]), jak tez odwzorowanie ciagle F: I — [
takie, ze dla pewnego n € N, n > 2, F* = id; posiada punkt staly. Dla zainteresowanego Czytelnika
istotna moze by¢ informacja, ze jesli I jest przedzialem symetrycznym wzgledem zera, a funkcja f: I — I
jest nieparzysta inwolucja ciagla, to f =id; lub f = —id;.

Zadanie 10. (uogolnienie zadania 9) Niech odwzorowanie f: I — I bedzie ciagle, gdzie I C R jest do-
wolnym przedzialem niepustym. Udowodnié, ze jesli dla pewnego skoniczonego podzbioru Z C I zachodzi
f(Z) C Z, to odwzorowanie f posiada punkt staly.

Rozwigzanie. Niech | Z| = n, gdzien € N, oraz z € Z. Rozwazmy zbiér A = {f(2), f2(2),... f**(2)} C Z.
Poniewaz |A| < n, wiec na podstawie zasady szufladkowej Dirichleta istnieja ¢,5 € {1,2,...,n+1}, i < j,



172 J.J. Ludew, M. Roézanski, B. Smolei-Duda, R. Wituta, S. Czernik

takie, ze f7(z) = f%(2). Jedli oznaczymy = := fi(2), to wtedy:
Fri @) =F7(f1(2) = F(2) = fi(z) = a,

gdzie j —i € {1,2,...,n}, czyli punkt = jest punktem statym iteracji f/~¢. Odwolanie si¢ do zadania 9
koniczy dowdod.

Zadanie 11. (funkcja uregulowana a punkty stale) Rozpocznijmy od podania definicji funkcji uregulo-

wanej.

Definicja 8. (Nicolas Bourbaki, 1949) Funkcje f: [a,b] — R nazywamy funkcjq uregulowang, jesli dla
kazdego £ € (a,b] istnieje wltasciwa granica lewostronna lir? f(x) oraz dla kazdego £ € [a,b) istnieje
T—E™

wtasciwa granica prawostronna lim+ f(z).
r—E

Poda¢ przyktad réznowartosciowej funkcji uregulowanej f: [a,b] — [a, b], ktéra nie posiada punktu sta-
tego. Udowodnié, ze:

a) jesli f: [a,b] — [a, b] jest funkcja uregulowana taka, ze zbior [inf f(I),sup f(I)]\f(I) jest przeliczalny
dla kazdego przedziatu niepustego I C [a,b], to albo f posiada punkt staly, albo istnieje punkt
¢ € [a,b] taki, ze:

lin, f(2) = lim f(e), gdy € € (a),

z—Et

¢ =4 Jim fx), gdy £ =a,
lim f(z), gdy € =b.
rz—E

Rozwigzanie. Najpierw zauwazmy, ze dla kazdego £ € (a,b) mamy 11121+ flx) = 111? f(z). Po-
r—r rx—E™

nadto istnieja skoniczone granice jednostronne lim+ f(x) oraz lim f(x). WprowadZmy pomocnicza
T—a z—b~

funkcje g: [a,b] — [a,b] przyjmujac:

lir?+ f(z) dlag € [a,b),

98 = lim f(z) dlag=b.

r—E~
Oczywiscie g jest funkcja ciggla, czyli posiada punkt staly, a to implikuje teze zadania.

b) jesli f: [a,b] — [a,b] jest funkcja uregulowana posiadajaca wlasnosé Darboux, to f posiada punkt
staly. Natomiast jesli f: [a,b] — [a,b] posiada wlasno§¢ Darboux oraz istnieje n € N takie, ze f"
jest funkcjg uregulowana, to f™ posiada punkt staty.

Wskazowka. Funkcja uregulowana moze posiadaé jedynie punkty nieciggtosci I rodzaju. Zauwazmy,
ze jezeli funkcja uregulowana posiada punkt niecigglosci, to nie moze posiada¢ wtasnosci Darbo-
ux. W uogdlnieniu nalezy skorzystaé¢ z faktu, ze kazda iteracja funkcji majacej wlasnosé Darboux

rowniez ma wilasnosé Darboux.

c) (projekt, dobra baza merytoryczna tego projektu moze by¢ praca [1]) zachodza nastepujace twier-
dzenia.
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Twierdzenie 2. Jesli cigg funkcji uregulowanych f,: [a,b] = R, n € N, jest zbiezny jednostajnie
w [a,b] do funkcji f: [a,b] = R, to funkcja f réwniez jest funkcjg uregulowang.

Twierdzenie 3 (charakteryzacja funkcji uregulowanych). Funkcja f: [a,b] — R jest uregu-
lowana wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg funkcji schodkowych f,: [a,b] — R, n € N, ktéry jest
zbiezny jednostajnie do f w przedziale [a, b].

Uwaga 6. Warunek z punktu a) powyzszego zadania: ,zbidr [inf f(I),sup f(I)]\ f(I) jest przeliczalny
dla kazdego przedziatu niepustego I C [a,b]” ma charakter lokalny, wlasciwy dla funkcji uregulowanej,
i nie moze byé zastapiony przez nastepujacy warunek globalny: ,zbidr [a,b] \ f([a,b]) jest przeliczalny”,
o czym $wiadczy nastepujacy przyktad:

z+1 dlaze€]0,1),

flo) = z—1 dlazell,2].

Zadanie 12. Niech a € (1, 00). Zdefiniujmy funkcje f: (0,00) = R wzorem:
flx) = a”.
Uzasadni¢, ze ciag {f"(a)}22, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a € (1, /e]. Wtedy tez:

lim f"(a) = b,

n—oo

gdzie b € (1, €] jest takie, ze Vb = a.
Rozwigzanie. Zdefiniujmy funkcje &: (0, 00) — R nastepujaco:

Znajdujac jej pochodna;:

1—lnx}

widzimy, ze funkcja £ jest rosnaca w przedziale (0,e), jest malejaca w przedziale (e,00) oraz osiaga
maksimum globalne w punkcie e o wartoéci £(e) = e. Jesli zatozymy, ze dla a € (1, 00) ciag {f"(a)}>2,
jest zbiezny do pewnej liczby g € [1,00), to z cigglosci funkeji f wynika réwnosé f(g) = g, czyli:

£(9) = ¥9=qa, (1)

co 7z wlasnosci funkcji € daje nam, ze a ¢ (/e,00). Niech wiec teraz a € (1, /e]. Z wlasnosci Darboux
funkcji &|[,¢) wynika istnienie punktu b € (1, ¢] takiego, ze:

(b)) = Vb =a. (2)

Zauwazmy, ze b jest punktem stalym wszystkich iteracji funkcji f. Ponadto funkcja f jest rosnaca, co
powoduje, ze réwniez kazda z iteracji funkcji f jest rosnaca. W takim razie dla kazdego n € N mamy:

b= fHb) > [ a) = 1 (f(a) > [(a),
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poniewaz b > Vb = a oraz f(a) = a® > a. Stad ciag {f"(a)}52, jako ciag rosnacy i ograniczony jest
zbiezny oraz musi by¢ spelnione g < b, skad g € [1, ¢]. Jednak z réwnosci (1) i (2) mamy:

co na mocy réznowartosciowosci funkcji &y ) prowadzi do réwnosci g = b.

Uwaga 7. Rozstrzygniecie problemu zbieznosci ciagu {f"(a)}2; w przypadku, gdy a € (0,1), mozna
znalez¢ w pracy [8].

Zadanie 13. (M. Edelstein) Niech (X, ) bedzie przestrzenia metryczna zwarta. Niech f: X — X bedzie
odwzorowaniem kontrakcyjnym (zob. definicja 2). Udowodnié, ze odwzorowanie f posiada doktadnie jeden
punkt staty.

Rozwigzanie. Zdefiniujmy funkcje F(x) = o(z, f(z)), € X. Latwo sprawdzamy, ze F jest funkcja ciagla.
Istotnie, niech z,y € X, x # y, oraz F(z) < F(y). Wowczas:

0< Fly) — F(x) = o(y, f(y) — o(x, f(2)) < oy, z) + o(z, f(2)) + o(f(z), f () — o(z, f(z)) =
= o(y,x) + o(f(z), f(y)) < 20(z,y),

co implikuje ciagtos¢ funkcji F. W konsekwencji funkcja F osiaga na X swoje kresy (stosujemy twierdzenie
Weierstrassa o osigganiu kresow). W szczegdlnosci istnieje zo € X takie, ze:

F(xg) = rl(I:_l;‘( F(z).
Gdyby F(xo) > 0, to zg # f(zg), a wowczas:
F(f(z0)) = o(f (o), f*(z0)) < o(wo, f(x0)) = F(zo)
i mamy sprzecznos¢ z definicjg xg. Zatem xg = f(z¢). Jednoznacznoéé punktu stalego wynika z zatozonej

nieréwnosci:
Q(f(x),f(y)) < o(z,y) dla z,y € X oile x # y.

Uwaga 8. Kolejne zadanie nawigzuje istotnie do zadania 13.

Zadanie 14.

a) Niech (X, g) bedzie przestrzenia metryczna zwarta. Udowodni¢, ze jesli f: X — X jest odwzoro-
waniem o wlasnosci:

o(f(x), f(y)) = o(xz,y)  dla dowolnych z,y € X,

to f jest izometriag. W szczegolnodci jesli f posiada punkt staly xg € X, to przestrzen (X, o)
,przypomina” kule K (zo,r), gdzie r := max{o(zo,x): * € X}, ztozona ze sfer postaci:

Se i ={z€ X: o(xg,2) =€}

dla kazdego ¢ € [0,7], gdzie Sp := {zo}, spelniajacych warunek f(S.) = S. dla kazdego ¢ € [0, r].
Rozwigzanie. Wezmy dowolne x,y € X, x # y. Ze zwarto$ci przestrzeni X istnieje rosnacy ciag
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liczb naturalnych {k,}°°, C N taki, ze ciagi {f* (2)}%; oraz {f*»(y)}>°, sa zbiezne. Stad, na
podstawie warunku Cauchy’ego, wnioskujemy, ze:

lim Q(fk” (x),fk““(x)) =0.

n— oo

Jednakze, na podstawie nieré6wnosci z zatozen zadania, mamy:

0 < o(w, frrar = (2)) < o(fFr (), it (2)),

co po przejéciu do granicy implikuje:

: kn+1fkn —
lim o(a, f (z)) =0. (3)
Analogicznie pokazujemy, ze:
limo(y, fE1 7R (y)) = 0. (4)

Nastepnie, korzystajac ponownie z zalozen zadania i nieréwnoéci tréjkata, dostajemy:

0<o(f(@), f(y) — o(x,y) < o(fFr+r 7 (@), fFer =P (y)) — olx,y) <
o(x, frr k(@) + o(@,y) + oy, fF 7 Fr (y)) — ola,y) =
0

(, frms2 78 (@) + o(y, [ 7 (y).

NN

Stad, po przej$ciu granicznym i skorzystaniu z réwnosci (3) i (4), otrzymujemy:

o(f(2), f(v) = oz, y),

co nalezalo pokazac.

Podaé przyklad przestrzeni metrycznej (X, o) oraz izometrii f: X — X odpowiednio posiadajacej
punkt staly i nie posiadajacej punktu statego.
Przyktady.

o Xi = {x1,79,13}; 1, T2, T3 53 wierzchotkami tréjkata réwnobocznego na plaszczyznie R?;

X3

N /

X1 X2

fi

o Xy ={xg, 21, %2, 3,24, 5, L6 }; fo(x0) = To; T1, T2, T3, T4, T5, Te sa wierzchotkami szesciokata
foremnego na plaszczyznie R?;
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X5 f2 X4
Np P
X6 X3
Np P
X1 Iz X2
2

e X3 = K(0,7) C C, gdzie r > 0; f3(2) = €z, 2 € K(0,7); f3 jest obrotem kota K(0,7) na
plaszczyznie Gaussa wokot punktu 0 o kat .

Zadanie 15. (projekt — twierdzenie Abiana, zob. [11]) Udowodnié, ze jesli X jest zbiorem skoriczonym
oraz f: X — X, to f posiada punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje rozklad zbioru X na trzy
podzbiory Xj, k = 1,2, 3, takie ze:

XN f(Xe) =0

dla kazdego k = 1,2, 3. Przypomnijmy, ze rozktad danego zbioru rézni sie od podziatu tego zbioru tym,
ze dopuszczamy, by sktadowe rozktadu byty zbiorami pustymi.

Przyktad. Niech f: {0,1} — {0,1}, f(0) =1, f(1) = 0. Oczywiscie f nie ma punktu stalego, a przyjmujac
X; = {0}, Xy = {1}, X3 = () stwierdzamy, ze zbiory X;, X5, X3 stanowig rozktad zbioru {0, 1} taki, ze:

XN f(Xy) =10
dla kazdego k = 1,2, 3.

Uwaga 9. Jak udowodnili polscy matematycy Makowski i Wisniewski w pracy [11], twierdzenie Abiana
zachodzi dla dowolnego zbioru X (innymi stowy zalozenie o skoriczonosci zbioru X jest w tym twierdzeniu
zbyteczne). Zilustrujemy dzialanie tego uogolnienia twierdzenia Abiana na przykladzie funkcji f: R — R,
f(x) = 2?4+ 1, x € R. Przyjmijmy:

xg =0, 1 =1, xkzoc%,l—l—l, ke N.

Oczywiscie mamy:

f([xkflaxk)) = [ivk,xkﬂ)

dla kazdego k£ € N. Niech:

By =(-0,0),  Ey=|J[wor,w2641) oraz Bz = |J[war_1,22).
k=0 k=1

Wowczas dostajemy réwnodci:

f(Er) = (0,00), f(E2) = E3, f(Es) = Ea \ [zo,21),

przy czym zbiory Ey, Es, E3 tworza podzial R. Poniewaz f(Ey) N E, = 0 dla kazdego k = 1,2,3,
wiec f na mocy uogdlnionego twierdzenia Abiana nie posiada punktu statego, co swoja droga trywialnie
weryfikujemy wprost (wykresy funkeji f oraz funkcji idg sa roztaczne).
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}k<K

Uzupetnienie. Dany jest zbior X oraz ciag { X podzbioréw X. Udowodnij, ze jesli K > 4 lub ciag

ten jest przeliczalny nieskoriczony, czyli K = w, oraz tworzy on rozbicie X, to zadna funkcja f: X — X,
dla ktorej f(Xx) = Xgy1 dla k € N, k+1 < K, a ponadto f(Xg_1) = X1 gdy K < w, nie posiada
punktu statego.

Zadanie 16. Niech o >0, > 0, k,l € Noraz [ > k > 2. Przyjmijmy:
f(z) =z — az® + 62! + 2le(z),

gdzie e(x) jest funkcja ciagla w pewnym przedziale postaci [0,€) oraz €(0) = 0. Dodatkowo, gdy § = 0,
przyjmijmy, ze £(x) > 0 dla = € [0,¢). Ustalmy zy € (0,¢) tak, by spelnione byly warunki:

a) 0 < f(z) <z dlaze (0,z),
b) f jest funkcja rosnaca w przedziale [0, o).

Udowodni¢, ze dla kazdego x € (0, zo), ciag {a,}5>; okreslony nastepujaco:
a1 = x, an+1 = flan), n=12,....

jest zbiezny do zera, przy czym:
hm an *v/n="alk-1).

sPrawdziwy urok” tego warunku polega na niezaleznosci tej relacji asymptotycznej od przyjetego warunku
poczatkowego x € (0,2¢). W szczegélnodci dla f(z) = sinz, o = 7§, dostajemy:

lim /nsin (sin(...sinz)) = v/3.

n—roo

n-krotnie
Zadanie 17.

a) Udowodni¢, ze okreslona nastepujaco funkcja:

1, 1] 1], 1
== P i —1, eR,
f@) =3 9’ 2 16 *
jest kontrakcja.
Rozwigzanie. Funkcje f mozemy przedstawi¢ w postaci:
11 _ 1 1
3 (5 16)> |z < 3
P = b4+ ) - d<lo <,
11 _ 1 1
-3(G-1), 3<lal

W takim razie prawdziwe sa nastepujace oszacowania dowodzace tezy:

D) [f(@) = f)l = y* —2?| == (z —y)(=+y)| < 3lz—yl edy § <|z| < §oraz § <y < 3,
i) |f(@) = fWl =13 (5 — %) — 3 (5 +16) +¥°| =1v !—|( -1+ <

<[5+ ille—yl < Fle—yl, gdy § <lyl < § oraz le<
i) |f(e) = fl=s-16l=G+1)G-1) <G+ )Ix*yl Hlz —yl, gdy || < § oraz

3 <lyl,
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) [f@) = fWI=15G+1) 2" +3 (G- 5%)| =[5 —*[ = (5 —2) (5 +2)| < 5o -yl gdy
1
i<
4

b) Niech 0 < a < b, 2b < 1. Udowodni¢, ze okreslona nastepujaco funkcja:

f(m):%’x2—b2|—%|x2—a2’, r eR,

jest kontrakcja. Pokazaé, ze w istocie zachodzi nier6wnosé |f(z) — f(y)| < 2blx — y| dla dowolnych
z,y € R.

Zadanie 18. Niech o > 0, 2a < 1 oraz a,b € R, 0 < a < b. Udowodnié, ze okreslona nastepujaco funkcja:
g(@) =a(lr—a|—|z-0l), zekR,

jest kontrakcja.
Rozwigzanie. Funkcje g mozemy przedstawié¢ nastepujaco:

ala —b), dla z < a,
g9(x) = < alb—a), dla = > b,
a2e —a—-1b), dlaa<z<b.

Mamy nastepujace oszacowania:
a) g(x) — g(y) =2a(b —y) < 2a(x —y), gdy = > boraz a < y < b,
b) g(x) — g(y) = 2a(b—a), gdy = > b oraz y < a,
c) g(x) —g(y) =2a(a—y) <2a(r —y), gdy y < aoraz a < x < b,
d) g(z) —g(y) =2a(z —y), gdy a < z < boraz a <y < b.

Podsumowujac, zachodzi:
lg(x) —g9(W)| < 2afz —y|,  zyeR,

czyli odwzorowanie g jest kontrakcja.

Zadanie 19. Pokazaé, ze operator T zdefiniowany nastepujaco:
T(x)=e— (1+a)* dlaz>+ve—1

jest kontrakcja ze stala zwezajaca k = 0,7.
Rozwigzanie. Niech z,y > /e — 1, y > z. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej
dostajemy nastepujace oszacowanie:

IT(z) =T)| < |z —yl sup [T'(2)],
t>y/e—1

przy czym:

8-

x—(l—l—x)ln(l—i—x))

T (z) = — ((1 —|—x)%>/ =—(1 —1—33)% (iln(l —&-x))l =—(1+x): ( 200 1 2)
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oraz:

=

T"(2) = —(1 + )

8

<x2( —1-32+2(1 +2)In(1+2)) + (1 + ) > -|—9c)>
z4(1 + )2 '

O znaku T"(x) decyduje licznik odpowiedniego utamka. Rozbijemy go na sume dwoch funkcji:
h(z) :== (1 +2)?In*(1 + z) — 2*

oraz:
g(z) == 2*(2(1 + z) In(1 + z) — 3z).

Oczywiscie o znaku tych funkcji dla > 0 decyduja funkcje pomocnicze:
hi(z) =(1+z)In(l1+2z)—=z

oraz:

g1(z) =2(1 4+ 2)In(l + z) — 3.
Poniewaz h)(z) = In(1 4+ x) 1 h1(0) =0, wiec h}(z) > 0 dla > 0. Z kolei:
gi(z) =2In(1+2) — 1 =2(In(1 + z) — In\e),
skad ¢f(z) > 0 dla z > /e — 1 ~ 0,6487. Natomiast
gi(Ve—1)=Ve-3(e—1)=3—2ye~ 02974,

ale juz:
g1(1,4) =4,8-In2,4 — 4,2 ~ 0,002249 > 0.

Tym samym 7" (z) jest funkcja malejgca na potosi H—é, —|—oo) przy czym:

. /7 _
AT =0
oraz: 24-1n24—-1,4
T'(1.4) < gyt (22 ST LY g9 .
(1L0) < 2y (222 0 <03
Zatem:

T(x) =TI <03z —yl, xy=14

czyli operator T jest kontrakcja ze staly zwezajaca k = 0,3. Zauwazmy jeszcze, ze funkcja:

h(z) = hi(z)((1 4+ z)In(1 + z) + z)

jako iloczyn funkcji rosnacych, dodatnich na potosi (0, +00), jest funkcja rosnaca na tej potosi. Z kolei:

g(z) = 2°g1(2)
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jest funkcjg rosnaca na polosi [y/e — 1, +00). Zatem dla x € [v/e — 1, 15|, mamy oszacowanie:

(Ve—1)+g(Ve—1)=
—(Ve-12+(Ve-1)*(Ve-3(e-1) =
—2(ve—1)* ~0,1335.

h(z) +g(x) >

Stad T’(x) jest funkcja malejacg na polosi [/e — 1, +00), przy czym:

T/ — 1) < (o) 7 (ﬁ(lzg\/fz)jj; 1) < (17) ((\;_65:[—61;\1@) ~ 0,612 < 0.7.

Zatem operator T jest kontrakcja na potosi [/e — 1, 4+00).

Operator T': (—1,00) — R zdefiniowany nastepujaco:

e—(1+z)=, dlaze(—1,0)U(0,00),

T(x) =
(@) 0, dla z =0,

jest kontrakcja.

Zadanie 20. Niech ¢ € [0,27) i rozwazmy odwzorowanie f przestrzeni R? z metryka euklidesows o

w siebie dane wzorem:
2 f . .
R* 5 (z1,z2) ¥ (z1 cosp — xo sin @, x1 sin ¢ + x2 coS ).

Udowodnié, ze f posiada punkt staly, ale nie jest kontrakcja.
Wskazéwka. Punktem stalym odwzorowania f jest punkt (0,0) i jest to jedyny punkt staly odwzorowania
f albowiem:

f(z1,22) = (21, 72) z1(cosp — 1) — zpsing = 0,
; ) xysing 4 xa(cosp — 1) =0,

a wyznacznik macierzy tego uktadu jest réwny:
(cosp — 1)? 4 sin® p = 2(1 — cos ).
Ponadto mamy:
v )2 . e A2 o . 2
(o(F (1, 22), £(a5,43)))” = (21 — ) cosip — (w2 — 3)sin @) o (a1 — ) sinp + (2 — 23) cosp)” =
* * 2
= (e((@122). (a1.23)) )

co oznacza, ze f nie jest kontrakcja. Wskazane wtasnosci odwzorowania f s od strony geometrycznej
oczywiste, poniewaz f jest w istocie obrotem plaszczyzny R? o kat ¢.
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Zadanie 21. Udowodnié, ze funkcja:

1

“1r.2 TER

f(x)

jest kontrakcja. Uzasadni¢, ze f posiada dokladnie jeden punkt staty.
Rozwigzanie. Niech z,y € R, y > . Mamy nastepujace oszacowanie:

1 1
4+ 22 4+9y?

:‘ z2 — 2 _ |z + y iz — |
( .

|f(z) = f(y)] = 4+ 224+ 1?2 (44 22)(4 + 1?)

Korzystajac z tego, ze vVab < ‘IT“’, a>0,b>0, przyjmujemy a = 4 i b = 22. Otrzymujemy nieréwnogé:

1 4 4 x2
|I|:§\/4LE2< o .

4
Zatem:
oyl < fol oyl < A o TRV T Ly,
czyli:
7@~ F)l < gla — 3. )

Roéwnanie ﬁ = z posiada dokladnie jedno rozwigzanie x € R, albowiem wielomian w(z) = 23 +4x — 1
posiada dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty (pochodna w(z) jest dodatnia na R, czyli wielomian
w(x) jest funkcja rosnaca na R, przy tym w(R) = R).

Zadanie 22. Postugujac sie twierdzeniem Banacha, udowodnié, ze rownanie:
2" —(n+1)(1—2) =0, neNn>2,

ma w przedziale 0 < x < 1 doktadnie jeden pierwiastek.
Rozwigzanie. Wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:

2" —(n+1)(1—xz) =0,
2"+ (n+lz=n+1,
n+1

T Tyt (©)

Przyjmijmy f(x) = Zn_”lifnﬂ dla z € [0, 1]. Udowodnimy, ze f posiada punkt staty nalezacy do przedziatu

[0,1]. Oczywiscie f([0,1]) C [0,1]. Niech z,y € [0,1], y > x. Na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci
Sredniej mozemy zapisa¢ nastepujace oszacowanie:

(n+ )" — ") (n+ )" — ")

[f(x) = f(y)l = (xn1+n+1)(yn1+n+1)’\ n+Dn+1) |
I Pl B [ Dk 0]
[ | - [ - < B - et < Sy -,

gdzie k = max{y" 2, 2" "2}, natomiast £ € (min{x,y}, max{z,y}). Stad, na mocy twierdzenia Banacha,
stwierdzamy, ze f posiada doktadnie jeden punkt stalty w przedziale [0, 1], co oznacza istnienie rozwigzania
réwnania (6) tak jak oczekiwano.
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Uwaga 10. Zaprezentowanie rozwiazanie obejmuje tez funkcje z zadania 21, cislej funkcje 4f(x) = I%H.
Natomiast z nieréwnosci (5) wynika, ze dla kazdego a € (0,8) na podstawie twierdzenia Banacha funkcja

af(x) = %5 posiada dokladnie jeden punkt staly na R.

Zadanie 23. Niech a = 0,45, b = 0,55. Postlugujac sie twierdzeniem Banacha wykaza¢, ze funkcja
f:[a,b] = [a,b] okreslona wzorem:

fl@) = % (cos;c -

posiada punkt staly.
Rozwigzanie. Niech y > x. Przypomnijmy, ze |sina| < |a|, @ € R oraz z + y < 2b dla z,y € [a,b], stad
mamy nastepujace oszacowanie:

r+y
4

r—y
4

'1 z 1 y‘ ‘ . Tty x%
= |—sin sin <

4 4

<oy
\71'*
3 Y

oraz:

gdzie:

Stad w szczegolnoscei otrzymujemy inkluzje:
f([a,b]) € [£(0,5) — 0,05k £(0,5) + 0,05k] C [0,455;0,513] C [a,b],
co na mocy twierdzenia Banacha gwarantuje, ze f posiada w przedziale [a, b] dokladnie jeden punkt staty.

Zadanie 24. W oparciu o twierdzenie Banacha, udowodnié, ze nastepujace rownania posiadaja doktadnie
jedno rozwiagzanie w podanym przedziale:

2

a) cosx=1+4+z—%

5, xe[-1,1],

2 4
b) cosz =1+z— 4+ 4, z€[-2,2]
c) e +cosx=2x+2, xe€l[-1,1],
d) sinz =2z — g—?, r € [—V3,V3],
e) sinz = 2x — %xQ, xz e [-1,1],
f) sinx =2z — %T + %T, z € [—V5,V/5],
g) cos(3x) + cos(2x) = 11z + cos(bx), x € [O, 1%]

Rozwigzanie. Przedstawione zostang rozwigzania tylko wybranych przyktadéw. Pozostate réwnania mozna
rozwigzaé¢ w analogiczny sposob.
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b) Rozwazmy funkcje:

.1‘2 1'4 .1‘6 .%'8 wlO

@) =cose =14 5 =g =" "5 w0

Niech z,y € [—2,2]. Po zastosowaniu nieréwnosci trojkata dla szeregow dostajemy:

1
| 10 10‘+

1
= %~y

1
6 6 8 8
2% =7+ gle” =yt o 131

@)~ fWl <

skad po wykorzystaniu twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej otrzymujemy:
1 a® a? at
- < (= — — - I+ — 4 ———F... |z —y| <
[f(@) = f(y)] (5,a +7,a +9,a+ )Ix yl = ( +g 7+6,7,8.9+ )Ix yl

a5 a? a2\’ a® z =yl e —yl 84
14+ — -yl == §
S ( et (42) T le—yl=3 R T = 28517 Y

gdzie a = max{|z|, |y|}. Pokazemy jeszcze, ze zachodzi inkluzja f([—2,2]) C [-2,2]. Istotnie, niech
€ [-2,2]. Wowczas:

26 B ] |~”E\6 |2|? \$|2
Dl iy il iy 14+ 20 =
F@I< Gr+%r o0 T ot (1T Tlse) T
6 6
_ﬂ.%gl.%:ﬁ<2
6! 1_ \gg 6 12 58

Na mocy twierdzenia Banacha funkcja f posiada dokladnie jeden punkt staly w przedziale [—2,2].

d) Rozwazmy funkcje:
$3 1'5 1'7 1'9

Niech z,y € [~v/3,/3]. Podobnie jak w podpunkcie b) znajdujemy oszacowanie:
L s 9
[f(@) = fW)l < 5la” ="l + Ix —yl+ g | —ylt
skad, na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej, mamy:

1 4 ]. 1 4 a2 a4
|f($)—f(y)|<(4'a —&-aa +§a +. >|x—y <1+5 st e st lz —y| <

<a4 1+a2+ a? 2+ | | at |x—y|<9 e —y| 5 |
< — — — =yl == < = - =—|z -1y,
4l 30 " \30 T e Syio g Tt

30

gdzie a = max{|z|, |y|}. Pokazemy jeszcze, ze f([—v/3,v/3]) C [-V/3,V/3]. Otoz dla = € [—v/3,V/3]

mamy oszacowanie:

2> " | |xf? |$|5 |2 |? ||*
D I i M L Ly (I A L M
F@I<Sr+rtort < 5rterte7e0 "

5 2 2 5 5
P (R (BPYL Y BE 1 6P 1 owE g
5! 42 42 5! 1_% 5! 1— (f) 260

N
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Na mocy twierdzenia Banacha funkcja f posiada doktadnie jeden punkt staly nalezacy do przedziatu

[~v/3,V3].

Rozwazmy funkcje:

flx) = %(cos(Sx) + cos(2z) — cos(5z)).

Wowczas, po zastosowaniu nieréwnosci trojkata i twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej, do-

stajemy:

| —

/(@) = f(y)] < 17 (| cos(3z) = cos(3y)| + | cos(2x) — cos(2y)| + | cos(5z) — cos(5y)
10

= Tll\x — y| (3] sin(3&1)| + 2| sin(2&2)| + 5| sin(5¢3)|) < ﬁmj —l,

) =

—

gdzie & € (min{z,y}, max{z,y}) dla kazdego k = 1,2,3. Zauwazmy jeszcze, ze dla x € [O, 1%]
zachodza nieréwnosci:

2 07

cos 3z —cosdx = 0

b

skad wynika, ze f(x) > 0. Ponadto mamy oszacowanie:

| —

2
1+1)=— < =.

@) < 11 510

1

#(lo-5)) < o5

Podsumowujac, z twierdzenia Banacha wynika, ze funkcja f posiada dokladnie jeden punkt staty

—_

Tym samym wykazaliSmy, ze:

w przedziale [O, %]

Zadanie 25. Postugujac sie twierdzeniem Banacha, udowodnié, ze rownanie:

1 13
3x4+ﬁx+a:0

13 53

dla parametru a € [—12, 3] posiada dokladnie jedno rozwiazanie w przedziale [—1,1].

Rozwigzanie. Wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:

oy Bota=o
st prta=0,
13 1,
El’ = —a — g$ s
2 12,
= ——a0 — ——%
13 5-13
Niech f(z) = —1a — 222, Pokazemy, ze dla parametru a € [—13, 23] zachodzi inkluzja f([—1,1]) C
[-1,1]. Mamy:
12 12 12 53 12
D= f(-1) = —q— o> =22 2 g
JO =D =39 5932 1360 513
7 kolei:

12 12 12 12 13
0 =10 = a2 < —pa< (-15) - (-13) =
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Ponadto, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej, mamy nastepujace oszacowanie:

F@) — f@) <z -yl sup |f/(t)] = ==

= ——lz -yl
rel11] ER

Zatem, na mocy twierdzenia Banacha, f posiada dokladnie jeden punkt staly w przedziale [—1,1].

Zadanie 26. Znalez¢ punkty state funkcji f zdefiniowanej nastepujaco:

14 22

S — R.
T+@—22 *F

f(z)

Rozstrzygnaé w otoczeniu ktoérego z tych punktéw statych, funkcja f jest kontrakcja?
Rozwigzanie. Nalezy rozwigzaé¢ réwnanie:

czyli:

Przeksztatcamy je nastepujaco:

1+ 22 =2+ 2(2? — 4z + 4),
23 =522 50 —1=0,
(x—1)(z* +x+1)—5z(xz—1) =0,
(x —1)(z? — 42+ 1) =0,

zatem:
r=1 lub 22 —4x+1=0.

Otrzymujemy trzy punkty state funkcji f:
r=1, r=2++3, z=2-—+3.
Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej mamy:

f@) = fly) = F () —y),

przy czym: 4(2 ( 1)2)
flla)= 2wz )
: (1+ (z—2)?)
oraz:
O S R CEE

Jak wida¢ z powyzszego, ze wzgledu na ciaglosé f, tylko w otoczeniu punktu statego z = 2 — /3
odwzorowanie f jest kontrakcja (albowiem 0 < f/(2 —v/3) < 1).
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Zadanie 27. Udowodni¢, ze dla kazdego a € [0, 1] funkcja f,(z) = cos™ x jest kontrakcja. Uzasadnié, ze
fo posiada punkt staty z, € [0, 1].
Rozwigzanie. W oparciu o twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej otrzymujemy:

|[fo(z) — fa(y)| = |cos®x — cos®y| < | — asinz™ cos® ! x|z —yl,

gdzie z* = z*(z,y) € [min{x, y}, max{z, y}] oraz z,y € [0,1]. Rozwazmy funkcje:

g(z) = ST z€0,1].

cosl—a g’
Znajdujemy:

2 2

cos’ %z + (1 — a)sin®zcos ™z o cos’z+ (1 —a)sin®z
=cos “ux

g'(z) =

)

cos2(1—a) g cos2(1—a) g

skad wynika, ze g(z) jest funkcja rosnaca na przedziale [O, g] Pojawia sie tutaj naturalne pytanie,

a mianowicie, czy spelniona jest nastepujaca nieréwnosé:

sup asinlcos® 11 < 17
a€l0,1]

Mamy:
asinlcos® 11 = atglcos® 1.

Rozwazmy wiec funkcje:
h(a) = atglcos® 1, a € [0,1].

Znajdujemy:
W (a) =tglcos® 1+ atglcos®1lncos1 =tglcos® 1(1 + alncosl),

skad mozna juz tatwo wydedukowac, ze

1 tg 1 1
h = h — = — 1 ncos 1l < N 4.
azlﬁ)l] (@) ( In cos 1) Incos1 (cos 1) 09

Funkcja f, jest wiec kontrakcja ze stala zwezajaca rowna 0,94 i na mocy twierdzenia Banacha posiada
dokladnie jeden punkt staly w przedziale [0, 1].

Zadanie 28. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania:

a) x—asina%rﬂ:O,xeR, gdzie o, 8 > 0.

Rozwigzanie. Niech f(z) = asin %

a+p
z twierdzenia Lagrange’a, dostajemy oszacowanie:

dla x € R oraz ustalamy z,y € R, y > z. Korzystajac

[0

a+p

ﬂ@—f@)<m—me{aiﬁws ! GR}= lz —yl.

—t
a+p

Na mocy twierdzenia Banacha f ma dokladnie jeden punkt staly na osi liczbowej. Latwo spraw-
dzamy, ze jest to z = 0.

b) x — acos af—ﬁ =0, xz € R, gdzie o, 5 > 0.

Wskazowka. Rozwigzac¢ analogicznie jak podpunkt a).
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Zadanie 29. Niech a > 0. Postugujac sie twierdzeniem Banacha pokazaé, ze funkcja zdefiniowana naste-
pujaco:
f(x) = —arctg(z + a) + arctg x + arctga, x € [0, 00),

posiada jedyny punkt staty.

Rozwigzanie. Niech z,y € [0,00), y > x. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a, dostajemy:

[f(@) = fWl < |z =yl sup |f'(2)],

t€[0,00)
przy czym:
1 1
/
t) = — .
F®) 14+t 14 (a+1t)?
Mamy:
1
/
N=1- —
oraz:
") < —= <1 t>0.
f()<1+t2< : >

7Z cigglosci f/, na mocy twierdzenia Weierstrassa o osigganiu kreséw, wynika, ze:

= "(t) < 1.
m tren[gﬁ]f()

Z kolei dla t > 1 mamy oszacowanie:

f1t) <

i

DO =

czyli:

sup f'(t) < 1.
t€[0,00)

Odwzorowanie f jest wiec kontrakcja oraz f([0,00)) C [0, Z]. Zatem f posiada jedyny punkt staly = = 0.

Pokazemy dodatkowo w jaki sposéb mozna otrzymac stala zwezajaca k dla funkcji f (ze wzgledu na
zwykla odlegtosé w przedziale [0, 00)).

Lemat 1. Zachodzq nieréwnosci (a,z > 0):

1 1 _ ) a2 .
1+22 1+ (z+a)? 1 - 152 = rigasy gdya>liz<l,
3 gdy x> 1.

Dowdd. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej otrzymujemy réwnosé:

1 I S
T+22 1+y2 (Q+epe Y

dla dowolnych z,y > 0, z < y, gdzie £ = &(x,y) € (x,y). Rozwazmy funkcje:

X
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Znajdujemy:
() (1+2%)? —42?(1+2?) 11— 322
x) = = .
g (1+a2)" (1+a2)?
. . . o _ V3.
Funkcja g przyjmuje maksymalna warto$¢ dla x = ~5°:

(1+(33)2)2 16

)

()

skad:
1 1 3V3
2 - By < |CE - y‘,
1+2x 14y 8
czyli:
1 1 3V3
— < a.
1422 14+ (z+a)? 8
Niech teraz a > 11 x < 1. Wéwczas mamy:
o 1 _(1_ 1 ) (1436 ((a+2)? —2?) = 3a*(1 + 2?)(1 + (a +x)?)
1+22 14 (x+a)? 1+3a2) (14 22)(1 4 (a+2)?)(1 + 3a?) B

~ (a+2)* —a? —6a’z® — 3a® — a2 (a + 2)®
(14 22)(1 4 (a +2)?) (1 + 3a?)
_ 2ax — 20 — 6a*z® — 3a*2*(a 4 x)?

(1+22)(1+ (a+2)?)(1 + 3a?)

Zauwazmy, ze jedli ax > 1, to 2ax < 6a?x?, natomiast gdy ax < 1, to 2az < 2 oraz 2 < 2a?, czyli

2ax < 2a%. Innymi stowy, mamy:

1 1 1
- )
1+22 14 (a+x)? 1+ 3a?

Zadanie 30. Niech 1 > a9 > a1 > 2a2 > 3a3 > ... > na, > 0. Udowodnié, ze woéwczas funkcja:
f(z) = Z(—l)iaixi

posiada dokladnie jeden punkt staty = € (0, 1).
Rozwigzanie. Podstawa dowodu jest nastepujacy lemat:

Lemat 2. Niech by > by > ... > b, > 0. Wowczas zachodzi nieréwnosé:

b1 — by, gdy n € 2N|

By, :=b; —by +b3— ...+ (—=1)"Tb, <
b1 —bp_1+b,, gdyn e 2N+ 1.
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Dowdd. Powyzsze oszacowanie otrzymujemy poprzez grupowanie sktadnikéw w sumie B, i analize znakéw
otrzymanych nowych sktadnikéw:

b, gdy n € 2N,

By = b1 — (by —b3) — (bs —bs) — ... —
(bp—1 —by), gdyne2N+1.

Whorost z lematu 2 wynika, ze dla = € [0, 1] zachodzi nieréwnosc:
0 < f(llf) g ao,

co implikuje inkluzje f([0,1]) C [0,1]. Z kolei, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej i ponownie
w oparciu o lematu 2, otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

(a1 — nay)|z —yl, gdy n € 2N|
|f(x) = fy) <lz—y| sup [f'(€)] <
£€l0,1] (a1 —(n—1ap—1 + nan)|x —y|, gdyne€2N+1.

Stad teze zadania dostajemy przez wzglad na twierdzenie Banacha.
Zadanie 31. Wykaza¢, ze funkcja:
. s
f(z) = cos” zsinz, T € [0, 5} ,

gdzie v > 0, posiada jedyny punkt staly.
Rozwigzanie. Niech x,y € [0, g], y > x. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a, mamy nastepujace osza-

cowanie:
[f (@) = FW)l < |z =yl sup [f(2)],
te[0,%]
przy czym:
f(z) = —ycos” ! zsin® z + cos”™ & = cos” ! 2(cos® z — ysin® z) = cos” ' z(1 — (14 7)sin® z).

us

Stad mozna wywnioskowaé, ze minimalna i maksymalna warto$¢ funkcji f w przedziale [O, 5 ] , odpowiada
sytuacji, gdy:

cosz =0
lub:
sinz = ﬁ (wtedy cosT = \/Z)
i jest rowna, odpowiednio, 0 oraz ﬁ < 1. Zachodzi inkluzja f ([0,%]) C [0, 1] oraz nieréwnosé:
A
|fx) = fyl <z — 9|W7

czyli f jest kontrakcja i na mocy twierdzenia Banacha posiada w przedziale [O, g] doktadnie jeden punkt
staly.
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Uwaga 11. Rozwazmy funkcje:

Mamy:

.
) e A—
RS
() = LT
T T

skad wynika, ze g jest funkcja malejaca, przy czym:

lim g(v) =1 oraz lim g(v) =0.

~y—07F ~y—00

Zadanie 32. Niech f: [0,1] — [0,1], f € C1([0,1]).

a)

Udowodni¢, ze odwzorowanie f jest kontrakcja wtedy i tylko wtedy, gdy:

sup |f'(z)] < 1.
z€[0,1]

Rozwigzanie. Niech M := sup |f’(z)|. Na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej dla
z€[0,1]
dowolnych z,y € [0,1], < y, istnieje ¢ € (z,y) takie, ze:

[f (@) = f)l =1 By = 2) < M(y — x).

Stad, jesli M < 1, to f jest kontrakcjg. Z kolei, gdy f jest kontrakcja, to istnieje 0 < m < 1, takie
ze dla dowolnych z,y € [0, 1]:
|f(z) = f(y)] < mlz —yl. (7)

Stad, jesli x,y € [0,1], z < y, to istnieje t € (x,y) takie, ze:

i wobec (7):

Zatem wobec ciggtosci funkcji f’, na mocy twierdzenia Weierstrassa o osigganiu kreséw, mamy
M<m<1.

Udowodnié, ze jesli f jest kontrakcja, to dla kazdego x € [0, 1] istnieje granica:

lim =
n— 00 n
rowna jedynemu punktowi stalemu funkcji f.
Rozwigzanie. Poniewaz odwzorowanie f jest kontrakcja, wiec posiada doktadnie jeden punkt staty
z € [0,1]. Niech y € [0, 1]. Mamy:

n n n

SF@W = _(Fw) - ) +d_ ) => (fu)-f)+Mnr+1)e
£ 2

1=0 ) =0 1=
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ale:
)~ FEI= @I W)~ F7 R < MIFT ) - 77()

gdzie ¢ lezy pomiedzy liczbami f~1(y) oraz f'~!(z), natomiast:

M = sup |f'(y)l.
y€[0,1]

Na podstawie a) mamy M < 1. Dla i-tej iteracji zachodzi nieréwnosc:

11 (y) = F1(2)] < My — 2.

Stad otrzymujemy bezwzgledna zbieznosé szeregu:
o . .
> (£l - F(2)).
i=0

Zatem:
n n

> fiy) > (fiy) = fi(2))

=0 i—0 n + ]_
ki ¢ + 2| — 2z
n n n n—oo

¢) Udowodnié, ze dla kazdego = € R istnieje granica:

gdzie p°(z) = z, p(z) = z + f(x) oraz p'(x) = p(p'~*(x)), i = 1,2,... Dodatkowo zakladamy tu, ze
f: R — R jest funkcjg okresowa o okresie 1 oraz |f/(z)| <1, z € R.

Zadanie 33. Funkcja F' € C([a,b] x R) spelnia nastepujacy warunek:

F(Iayl) 7F(:Cay2) <

(EIm>O)(EIM>O)(Vx€ [a,b])(Vyl,yQ eR): Y1 # Y2 = m < ) y < M.
1— Y2

Udowodnié, ze:

(3f € C(la,b])) (Vo € [a,b]): F(z, f(z)) = 0.
Rozwigzanie. Rozwazmy odwzorowanie:
C([a,b]) > g = A(g),
gdzie:

1
m+ M

Ag)(x) = g(z) -

Wowczas, dla dowolnych g, h € C[(a,b)], = € [a, b], dostajemy:

F(I,g(x)), x € [a,bl.

1
m+ M

Alg)(x) — A(R)(2) = g(z) — h(z) - (F(w.9(@) = F(z, 1))
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Stad, jesli g(x) # h(z), to:

1 F(;v,g(x)) — F(x, h(ac))

|A(g)(l‘) - A(h)(l‘)| < |g(x) - h($)|mrél[3§] 1- m+ M ’ g(iﬂ) — h(l’) <
< —lgle) — hia)),
skad:
M

[A(g) — A(h)]| <

—h
gl

i na mocy twierdzenia Banacha (korzystamy z zupelmosci przestrzeni C[(a,b)] z norma supremum) od-
wzorowanie A posiada dokladnie jeden punkt staly, co implikuje teze zadania.

Zadanie 34. (M. Krych, projekt) Niech h bedzie homeomorfizmem przestrzeni metrycznej na siebie.
Udowodnié, ze jesli dla pewnego ustalonego punktu xq zbior:

A={h"(x9): n € Z}
jest zwarty, to jest on réwniez zbiorem skonczonym.

Zadanie 35. (projekt) Pokazaé, ze istnieje ciagla funkcja f: R — R taka, ze nastepujacy ciag iteracji
{f*(0)}32, jest gesty na R.

Zadanie 36. (projekt) Rozwazmy nastepujace wielomiany (wszystkie sa wielomianami minimalnymi

swoich pierwiastkow, to jest dla kazdego z tych pierwiastkoéw nie istnieje wielomian o wspoétczynnikach
wymiernych stopnia mniejszego, ktorego bylyby pierwiastkiem):

3
07(2) = -2 2T _ s 29221 8
72)—H z=2c08 — | =z +z z—1, (8)

x>
Il
—

i 2k
99(2):1_[ <2—20059> =2 -32+1, (9)
k=1
5 5
2km 2k 5 4 3 9
911(z):H<z—2cosl>: <z—2cosll):z +2% —42° — 32 + 3z + 1, (10)
k=1 k=1
2 2k
015(z) = H <Z—2cosl> =24 =2 422 411, (11)
k=1
6 2k
021(2) = H (z — 2cos 1> =20 2% 62" +62° 4822 —82+1. (12)

~
Il
-
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a) Udowodni¢ nastepujace tozsamosci:

07(2) = O9(2) + 22 + 2 — 2, (13)
015(2) = (2 — 1)0g(2) — 2° + 2, (14)
015(2) = (2 — 2)07(2) + 2z — 1, (15)
011(2) = (22 = 2)07(2) — 2z — 1, (16)

2011(2) = (2 +07(2))0o(2) — 2° — 2 + 1, (17)
021(2) = (2% — 2)015(2) — 22 + 3, (18)

b) Udowodni¢, na podstawie tozsamosci (9) i (13), ze zbior Ay := {2 cos 2T k=1,2 3} nie jest
3-elementowa orbita wielomianu 67 (zob. definicje 5).
Wskazdwka. Mamy 67 (2 cos 2’”) = (—=1)*2cos 81“7”, k €Z, 3 tk. Stad dostajemy:

4 4 2 2
0 2(:088—7r ZQCOSI, 0 2 cos — :20051, ale 067 2cos = :7200581.
9 9 9 9 9 9

c) Udowodnié, ze zbior Ag jest 3-elementowa orbita nastepujacych wielomianéw:

i) na podstawie (9):
Hy(z) :=0g(2) + 22 —2=2% 422 — 32— 1,

ii) na podstawie (9) i (17):
Hyy(2) = —2011(2) — 2 — 1= =25 — 2% 4 42% + 323 — 322 — 22 — 1,
iii) na podstawie (9) i (14):
His(2) i= —015(2) = —2* + 2% + 42 — 42— 1.
d) Udowodnié, ze elementy zbioru Ag sa punktami stalymi nastepujacych wielomianéw:

i) na podstawie (9):
Lo(2) :==0g(2) + 2= 2% - 22 +1,

ii) na podstawie (9) i (17):
Li1(2) i= —2011(2) — 22 + 1= —2% — 25 442 +32% — 427 — 2 + 1,
iii) na podstawie (9) i (14):
Lis(2) = 015(2) + 22 +2—2=2" =23 - 322 + 52 — 1.

e) Udowodnié, ze zbior Ay := {2 cos L k=1,2 3} jest 3-elementowa orbita nastepujacych wielo-
mianéw:

i) na podstawie (8):
Gr(2) = —07(2) + 22 =2 = —23 + 22 — 1,
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ii) na podstawie (8) i (16):
G11(z) :=011(2) + 22hz—1=20 424 —423 - 222+ 4z,
ili) na podstawie (8) i (15):
Gi5(2) = 015(2) + 22 — 2 — 1= 2% — 2% — 322 + 32.

f) Udowodnié¢, na podstawie tozsamosci (18), ze zbior A5 = {2 cos 2;—5” tk=1,2,3, 4} jest 4-elementowy
orbitg wielomianu 1 — 6o .

g) Udowodnié, ze elementy zbioru A sa punktami stalymi nastepujacych wielomianéw:

i) na podstawie (8):
Ki(2) =07(2) +2=23+ 22 — 2 — 1,

ii) na podstawie (8) i (16):
Ki1(2) == 011(2) + 22 +1 =27+ 2% — 423 - 322 + 52 + 2,
iii) na podstawie (8) i (15):
Kis5(2) = 015(2) + 1= 2% — 23 — 422 + 42+ 2.

Uwaga 12. Na podstawie ponizszego twierdzenia Szarkowskiego wszystkie wielomiany z podpunktéw c)
i e) zadania 36 maja n-elementowe orbity dla kazdego n € N.

Twierdzenie 4 (Szarkowski, 1964). Niech f: I — I, gdzie I =R lub I C R jest przedziatem zwartym
w standardowej metryce. Niech m € N. Jesli f jest odwzorowaniem cigglym oraz posiada orbite m-
elementowq, to [ posiada tez orbite n-elementowq dla kazdej liczby naturalnej n, ktéra wystepuje po
liczbie m w nastepujgcym porzqdku > liczb naturalnych:

3 - 5 - 7 - 9 -
-~ 2.3 = 2.5 = 2.7 = 2.9 &
= 22.3 = 22.5 »= 22.7 = 22.9 »
= 23.3 = 23.5 = 23.7 = 23.9 »
= 2" = o7l o e 922 o 2 ],

Innymi stowy, liczba 3 jest najwieksza w tym uporzgdkowaniu i ogdlnie, jesli k,1 € No, r,s € 2N+ 1, to
k= 2soilek<llubk=1ir<s.

Niezwykle ciekawy rys historyczny dotyczacy tego twierdzenia jak i rézne dowody znalezé mozna w pra-
cach [5,10,12].
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