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KOI\FIGURACYJI{Y CHARAKTER METODY MONGE'A

1. Wstęp.
W podręczrrikach geometrii onykreślnej spotykamy dwa rÓzne podejścia do metody

rantow prostokątnych na dwie rantrrie (Monge'a), t.nt. metodę śladową i bezśladową. Autorry
ałykle preferują jedną z ruch, czasem nawet zdecydowanie odrancając drugą. Istnieje pewna
dziedzina zastosowari obu metod i wtedy dyslasja nad efekqmrnością zaletami
poszczegolnych metod jest racjonalna. Ale są tez obszary, gffie metoda śladowa nie moze być
(z nafury rzecry) zastosowana i wÓwczas tego typu dyskusja staje się bezprzedmiotowa. W
pracy niniejszej vrykuuje się, ze owo stwierdzenie ma głębsry sens geometryca|y.okazuje się
bowiem, ie u podstaw obu metod lezą dwie rozne konfiguracje geomeĘczne. W metodzie
Monge'a podstawowymi konstrukcjami są t.mt. konstrukcje przynalezrrości i elementÓw
wspolnych. Konstrukcja elementow wspÓlnych na płaszczyźne danej śladami (podobnie jak
konstrukcja cienia odcinka na dwie rzutnie) prowadzi do pewnej konfiguracji, nazwanej
konfiguracją Monge'a (L2],[4],r6]). Konstrukcja elementow wspolnych (punkn: przecięcia się
dwu prostych) na płaszczyźnie określonej za pomocą dwu prosĘch (bezśladowo) prowadzi do
konfiguracji dualnej do konfiguracji zuttązanej z czworokątową szÓstką punltow,
wprowadzoną pftez Veblena-Younga ([1]'[5]). obie konfiguracje zamykają się na
płaszczyźnie' na ktorej spełniony jest aksjomat Desargues'a.

2. Konfiguracj a Veblena-Younga.
Czvvorokątem nazrilamy uporządkowaną czworkę punktow trojkami

niewspotliniowych. Poszczegolne punĘ takiej czworki na.rywamy wierzchołlrami. Proste
incydujące z dwoma wierzchołkami nazywamy bolrami. Boki czulorokąta po,rządkujemy Y
następujący sposÓb: niechp,PzPsPł będzie cztvorokątem, wÓwczas PtPł |P,, PzPł |
P , ,  PsPą|  p , ,  PzPs l  po ,  P lPs I  p , ,  P lPz I  po .  Bok i  P , ,P , ,P ,  na ' , ywuny
trojl(ągwiazdzistą, a boki P4, Ps, P6 trÓjkątrÓjkątową' Przecięcia bokow czworokąta nie
będące wierzchołkami nazylilamy punktami przekątniowwi. Konfigurację (podstrukrurę
p]taszczyzny rzutowej) złoŻonąz wlerzchołkow i bokow cavorokąta' nazryamy czvłorokątem
nlpełnyn. Mowimy, ze punĘ a, , Q2, Q3, d4, Q5, ą6 tworzą czvrorokątową szostkę

punktow, ktorą o7r^aczuny symbolicznie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje czrvorokąt

pt pzpspr, o bokach P, ,...,P0 orazprostaQ takie, ," ip, - | Q, tr,o, lp, Q.
o canrorokącie PlPzPsPą będziemy mowili, ie realizuje cavorokątową szÓstkę punktÓw
CI 1, CI.l, d 3, Cl4, CI 5, Q6 Czworokątowa szÓstka punktÓw spełnia własności
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{iJ,k}:{1,2,3} n f:,:,)=l:,:,;,],ya, d/ \cro cro*r)

( " , " )  ( " ,  o , )

lo,o' l=ln' '=lya, a) ya, au)
Pierwsząimplikację realizuje czworokątPi P iPt,P., , drugą czworokąt PzPt P,tPs

okazuje się, ze dla piątki punktÓw dt , dz , Q3 , O,t , d5 istnieje dokładnie jeden punkt aota)<l,
(  a ,  a , \
t l + l

t l
Że|a .  o , I  UdowodnrJmyto .  WĘmce lud ladane jkon f igurac j i  p ,PzPsPo ,P t , . . , ,Po ,Q, ,

t lya, d6)

d t  ,  d : ,03 ' ,  a ,  ,  C I5 ,  C Io  ronxa imy kon f igurac ję  P , ,  P , ,P , ,P ,o ,  P , , , . . ' ,  P , , ,  Q ,  a l  ,  o2 , ,
a j , ct4 , o5 (Rys 1). wystarcry wykazac, ze prosta p,o (p,, p,r) incyduje z punklem a6 .
Trojkąty PtPsPą, P,,P,,P,o są osiowo perspektywiczne o osi 8, zatem na mocy
aksjomafuDesargues'a proste PlP, l ,  Ps P,,, PoP,o należądojednegopęku.oanaczsny
wierzchołek tego pęku przez o. Podobnie trojkąĘ PzPsP,t, P,zP,sP,o są osiowo
perspektywiczne oosi p, zatemnamocyaksjomafuDesargues'a proste pzp,z, ps p,r,
P, P,, na|eŻądo jednego pęku' Wierzchołkiem tego pęku jest pewien punkt o. Stąd wnosimy,
ie czworokąĘ PlPzPsPą, P,tP,,P,,P,,tS4 perspektywiczne o osi a Zarem boki
Po (P, P z), P,o (P,, P,,) przecinająsię na prostej Qw punkcie ao .

W dowodzie powyzszym uzyliśmy konfiguracji /4 punkt-aw: p],..., Pą, P,,,..., p,4,
d] , ...' ao , 13 prosĘch: Q, P 1 ,..., Po , P, 1 ,,.., P,o takich, że d|a *(ij,k) zachoda
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t 6 t 4 t 6 t
IĄpt P iP*) ^ -L(P, ,  P, iP,*) oraz łP,_,|Q, ł,o,  |P,  Q, nP, ,  _,|Q, 

ł,o,  |P, ,  Q.
Konfigurację tę nazyvac będziemy konfiguracją Veblena-Younga i oanczać w skrÓcie V-Y.
Nazwa tz zostatauiryta prawdopodobnie pierwszy razw niniejszej pracy.

3. Zasad^ pruyn^leżności w metodzie Monge'a.
ZałÓżmy, Że na płaszcryźnie rysunku, w bezśladowej metodzie Monge'a odwzorowana

jest płaszczyzna Ąa,b), g&ie o:7a,,a,), b:(b,,b,), anb={C}, czy|i a,ab,:{C,|, a,,(a
b":{C"\i prosta C'C" ma kierunek pionowy (dowolny, ustalony kierunek ̂ S- na rzufrri
przyJęty jako,pionowy),, co w zapisie za pomocą symboli incydencji n Irr i wspołliniowości
ozruacza a,b,IC,\, a,,b,,IC,,, L(C,C,,S- ) (Rys.2). Jeśli teraz, stozując zasadę prąmalezrrości
(rzut punktu danej fig.'ry nd,eĘ do rzufu tej figury), przyJrl|uemy na prosĘ,h q,, a,,, b,, b,,
odpowiedn iopunkty  K , , , L , , ,  L , , ,K , , ,K , , , , L , , , ,  L , ,  1 ,K , ,2  tĄ ie  K , , L , , |a , ,  L , ,K , ,
lb ' , K", L", lr", L", K", lb", L(K', K", s '), L(L', L", s-), L(K'rK"rs-), L(L',

L,,, Sn ), to punkty M,, M,,przecięcia się odpowiednio prostych l, (L,, L,2), k, (K,, K,,) ,
proĘch l,, (L,, , L,, ,), k,, (K,, , K,, ,).. k,al,:{M,\, k,,r\I,,={M,,\(w symbolice incydencji M,|
k,l,, M,,I knlil ) spełniają warun ek L(M,M'',S. ). Jeśli proste w7rlaczone prze z pary punktow
(K" , K" 1), (L" , L" '), (K" , K" r), (L" , L" r), (C" C',), (M" M',) o?rnczymy odpowiednio
przez k, ,I ,  ,  k, ,I , ,  c,m,to otrzymujemy konf igurację 13 punktow| K,,  ,  K,, , ,  L, , ,  L, , , ,
K, , , K,, , , L, , , L,, , , C,, C,,, M,, M,,, S. oraz 14 prosĘQh. a,, Q,,, b,, b,,, k,, k,,, l,, l,,, k 1 , I 1 ,
k, , l , , C, fr spetniających, oprocz zapisanych powyŻej, dodatkowe następujące incydencje:
K , ,K , , ,  | k , ,  L , , L , , ,  | t , ,  K , ,K , , , | k , '  L , , L , , , | I , ,  C ,C , , | c ,  M ,M, , | , .  Kon f i gu rac ję  tę
nazywac będziemy konfiguracją bezśIadową Monge,a i oznaczać w skrocie przez BM.
Rzutową postać tej konfiguracji przedstawia rySunek 3. oznaczmy przez DV-Y konfigurację
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dualną do konfiguracji V-Y. okazuje się, Że konfiguracje BM i DV-Y są izomorficzne.

Izomorfizrrr ten (a raczejodpowieoniose korelaryjną rłędzy BM i V-Y) 5talają tabelki Tabl,

Tab'. Tę samą odpowiedniość ustalają rysunki.i i 3, prTy crym odmiennie oaraczone Ę

punĘ i proste na tych rysunkactr. Na ł;'."k' 1 punĘ 'ą o^u.zone maĘmi literami' proste -

wielkimi literami alfabetu łacifiskiego, na rysunku 3 - odwrotnie. odnośni e om'aczeó dodajmy,

Że narysunku ? zgodru. , o.dy.in,o.1nkty są o7r.aczon...'*i.lki*i literami a proste małymi

'iterami. Do ozna czehna rysunku.-t' ua.r*atne są oulaczeniaw teKcie.

Tab.1.
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tab.2.
4. Zasada pl7rynależności do płaszcTyzny określonej śladami.

Zat1żnny teraą ie na pt'aszczyźntle rysunl.ru, na ktorej przyjęto oś rzutÓw x, w

odwzorowaniu Monge'a dana jest płaszcTyzrrta a(h,, v o), określona 7a pomocą śladÓw ło ,

vo . Nech s- o7rlac7.a kierunek prostopadĘ do osi x. Romazrrry dwie proste d, b lezące na

tejpłaszczyźruea,olaeślonezapomocąśladow Ho, Voi H,, , . ,(Rys.4).oanaczając

ptzezH,,o, Yo; H,,,, lv, odpowiednie ranĘ śladow Ho, Vo, H,, Yb oraz przezX,

jedyny punkt zbioru h,nvo/1r, po uwzględnieniu zasady przynalezrrości' mźrmy następujące

incydencj e. H o ,Y o l "', 
H r ,T o l b', H" o ,V o l o", H" 6 ,V 6 l b", H o H o X o l h , , I/ o ll b X o

H,, ov oH,,, Y,X. Ix i wspołliniowości L(H,, oFl" r), uV,v o S. ),

xo

lh. ,
L(H" , H, S- ), L(Y, Y , S. ). oznac rrny ptzez C' punkt ryspolny proĘch Q,, b,, ptzez C,,

punkt wspolny proĘch d,,, b,,. Mamy wtedy incydencję C,|a,, b,, C,,|a,,, b". Z powyzszych

I

g- As-s-

va

ho

H';

hbvb

vb

,1

b '
a",

s- as-
V,L'ł

va

Iro

Ho

, C '
|(; C'

b '

a '

Ę

Rys.4.

-  18  -



incydencji i wspołliniowości wynika wspołliniowoŚc L(C,C,,S- ) punktow C,, C,', ,s. ([2]' t4]).
oznaęzrrty przez ho, Vo, h,,  vb, c odpowiednio proste I(H"H,,o), l (V,V,o), l(H,, ,H,),

I(V , V, , )., ąC,C,) (Rys a) Powyzsze wspotliniowości . pozwalają zapisac następujące

i n cydenc j e :  H , , oH"ś*|ł , , . ,  VoV ioS - | , , '  H , , oHoS*|ho ,  V ,V ,oS . Iu , ,  C ,C , , S - l . .

otrzymujemy konfigurację 12 punk1ow i 12 prosĘch, klorą nazwano konfiguracją Monge,a

([2], [5]). Po przyjęciu ogolnych, nie zvięanych z interpretacją wykreślnao anaczen rantową

pb'tu. iej konfiguracji przedstawia rySunek 5. Konfiguracja ta jest izomorficzna z interezującą

konfiguracją A^r.qg;aną z konstrukcją cienia odcinka ([4]'[6])

Prz-ytoczone konfiguracje wskazują na geometryczne roznice między metodą śladową i

bezśladową. Warto dodac, ie u podstaw wielu konstrukcji w teorii rzutow |eŻą mniej lub

bardziej zna11e, a także nie spotykane doĘchczas w literafurze, konfiguracje. Pomijając fakt

oczywistej roli konfiguracji Desargues'a i Pappusa, oprÓcz omawianych wyżej konfiguracji w

geometrii wykreślnej funkcjonują: konfiguracja Reidemeistera R (tkwiąca w algorytmie

ionstrukcji perspektywy trojzbieŻnej rownoległościanu, dualna do znan ej konfiguracji noĘc),

konfiguracja Reidemeistera R o (umozliwi ająca konstrukcję uzupełniania aksonometrii

rÓwnoległościanu) ([3],t6]).obok konfiguracji o charaklerze afiniczno-rzutowym warto

nłtroeię uwagę na istnienie płaskich zsuiękow metrycznych między roznymi metodami

mierzenia obiektow w rzutach (t7l)

Rys.5.
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THE CONFIGURATIONAL CIIĄRJĄCTER oF TFm MONGE'S METHOD

In the academic textbooks on descriptive geometry we meet with two various
approaches to the Monge's method. There are the traced and untraced methods. Textbook
authors usuallv prefer one of them ignoring sometimes the other method. In this paper we
show that this problem have an essential geometrical sense. Namely, these methods are related
to two different geometrical configurations. A construction of the cofirmon point of two lines,
belonging to the plane defined by means of traces (similarly as the construction of the
refraction point of shadow of segment), leads to - so called - the Monge configuration (121,

t3]) Whereas a construction of the comrnon point of two lines, lying on the plane determined
by two intersecting lines, takes the configuration dual with reference to Veblen - Young
configuration (based on the quadrangle's sextuplet of the points ([1], t4l)) The two
configurations close themselves if the theorem of Desargues holds on the plane.
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