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Stanistaw POLANOWSKI PTNSS-2015-3412

Approximation of the tables of the air molar specific heat
of the dry air in the range of compression

The paper presents a methods for identifying models approximating two-dimensional Lemmon thermody-
namic tables of the molar specific heat of the air in the temperature range 300 to 2000 K and pressures
0.101325 to 20 MPa. Generally for this purpose was used the method of least squares and minimization of the
maximum deviations. Considered models are linear combinations of basic functions. There are considered two-
dimensional polynomials complete and incomplete higher degrees and combinations of any of basic functions.
Also there is analyzed a model based on the approximation of the contour lines for p = idem and T = idem. This
allowed to emerge basis functions corresponding to the nature of the approximated data. The elaborated formu-
las allow calculation of the specific heat at constant pressure and at constant volume value in the above ranges
of pressures and temperatures with errors of no more than 0.083% of the table values.
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Aproksymacja tablic molowego ciepla wlasciwego powietrza suchego
dla zakresu sprezania

W referacie przedstawiono metody wylonienia modeli aproksymujgcych dwuwymiarowe tablice termody-
namiczne Lemmona ciepla wilasciwego powietrza w zakresie temperatur 300-2000 K i cisnien 0,101325-20
MPa. Rozpatrzono dwuwymiarowe modele wielomianowe oraz kombinacje liniowe wielomianéw i innych funkcji
elementarnych, stosujgc metode najmniejszych kwadratow oraz minimalizacje maksymalnych odchylen. Najsku-
teczniejszym okazal sie model bazujgcy na aproksymacji warstwicowej dla p = idem i T = idem z zastosowaniem
cztonow majgcych charakter poprawek wirialnych. Opracowane wzory umozliwiajq obliczanie wartosci molo-
Wego ciepfa wilasciwego przy stalym cisnieniu i stalej objetosci w podanych wyzej przedziatach cisnien i tempe-
ratur z bledami nie wigkszymi od 0,083% wartosci tablicowej.

Stowa kluczowe: przyblizenie tablic wzorami, ciepto wlasciwe powietrza suchego

glenia wynosi 0,005 J/mol-K. Poniewaz najmniej-
sza warto$¢ C, wynosi 29,15 J/mol-K [2], to mak-
symalny bezwzgledny btad procentowy prezentacji
danych mozna oszacowa¢ na 0,017%. Jednakze
autorzy oceniaja niedoktadno$¢ tablic na do 1%.

W pracy przyjeto, ze bledy aproksymacji warto-
$ci tablicowych ciepta wlasciwego nie przekrocza
ocp < 0,1% wartoéci tablicowych, co bedzie wystar-
czajace dla celow obliczeniowych.

1. Wstep

Zapis tablic termodynamicznych ciepta wiasci-
Wego powietrza c, i C, za pomocg Wzorow znaczaco
ulatwia obliczenia procesu sprezania i moze sig¢
przyczyni¢ do zwigkszenia ich doktadnosci. W
szczegblno$ci w porownaniu z bezposrednim wy-
korzystaniem tablic liczbowych utatwia operacje
rézniczkowania i catkowania.

W artykule wykorzystano publikowane tablice
termodynamiczne powyzszych wielkosci dla po-

wietrza suchego [L, 2], 2. Modele bazujace na funkcjach wielo-

Biorgc pod uwage parametry procesow spreza-
nia wspotczesnych okretowych silnikow tlokowych
ograniczono  si¢ do  zakresu  temperatur
T =300+2000 K i zakresu ci$nien
p =0,101325+20 MPa.

Dane wyjsciowe, zawarte w tablicy [1, 2] sg juz
pewnymi aproksymacjami i maja zasadniczo cha-
rakter obliczeniowy, gdzie w modelu obliczenio-
wym oparto si¢ na pewnych danych eksperymen-
talnych zawierajacych sktadowe losowe. W zwigz-
ku z tym bledy (odchylenia) wynikow aproksymacji
Sa btedami modelu i zaokraglenia liczb.

Wartosci tablicowe [2] ciepta molowego zostaty
zaokraglone do dwoch miejsc po przecinku wiec
maksymalna warto$¢ bezwzgledna bltedu zaokra-

mianowych i innych funkcjach elemen-
tarnych

W przypadku liniowym zagadnienia najmniej-
szych kwadratow funkcj¢ aproksymujaca mozna
zapisa¢ nastepujagcym wzorem:

Cpk = Zi'(':l a; - fi (1)
gdzie:
a; — wyznaczane wspotczynniki (state),

fi — wybrane funkcje elementarne.

Oglad dynamiki zmian danych tablicowych w
przyjetych przedzialach cisnienia 1 temperatury




sugeruje, ze aproksymacja wielomianami potggo-
wymi mogtaby wypehi¢ oczekiwania doktadno-
sciowe aproksymacji przy mozliwie matej liczbie
cztonow funkcyjnych funkcji aproksymujace;j.

Dla k =15 uzyskuje si¢ pelny wielomian
aproksymujacy czwartego stopnia. W tym przypad-
ku najwigksze odchylenie osiagneto 6., = 3,5%
warto$ci aproksymowanych. Osiagnigty wynik jest
daleki od zatozonej wartosci 0,1%.

W celu zapobiezenia duzej liczbie czlonow
aproksymujacych funkcji wielomianowej w nastep-
nym podejsciu zastosowano metode wilaczania do
roéwnania aproksymujacego (1) Kkolejnych jedno-
mianow, kierujac si¢ ich najwigkszym wkladem w
zmniejszenie sumy kwadratow odchylen. Wybiera-
jac cztony sposrdéd wszystkich czlonow pelnego
wielomianu szo6stego stopnia dla k = 15 najwiek-
sze odchylenie wyniosto &, = 1,1%. Odchylenie
zmalalo trzykrotnie, lecz jest to nadal warto$¢ jede-
nastokrotnie wigksza od zatozone;j.

W kolejnym podejsciu rozszerzono zbidr jed-
nomianéow o jednomiany z potggami ujemnymi i
potegi logarytméw temperatury. Jak w poprzednim
przypadku, zastosowano metod¢ kolejnego wlacza-
nia do funkcji aproksymujacej cztonéw dajacych
najmniejsza sume¢ kwadratdéw odchylen w danym
kroku.

W tym przypadku uzyskano zaktadana doktad-
nos$¢ dla k = 13 (tab. 1).

Tabela 1 Wyniki aproksymacji modelem z wykorzy-
staniem roznych funkcji elementarnych

i,k 1 2 3 4
fi 1 T pT~2 n3T
Scp% | - 18 26 19
i,k 5 6 7 8
fi p3T ! In*T T* p*T ¢
8cpi, % 0,91 0,88 0,77 0,72
i,k 9 10 11 12
fi pT—S T-6 p3T—5 pZT—l
8Cpr, % 0,31 0,19 0,098 0,078
i,k 13 14 15 16
fi In*T T! pT~°% | pT3
8Cpr, % 0,10 0,062 0,042 0,034

Przyblizenie c,;3 i nastgpne moga by¢ wystar-
czajace do niektorych celow obliczeniowych. Wat-
pliwosci moze budzi¢ struktura tych modeli. Moga
one by¢ nieadekwatne w sensie fizycznym pomimo
adekwatnos$ci statystycznej. Nieadekwatno$¢ fi-
zyczna modelu w zagadnieniach obliczeniowych
moze przejawic si¢, np. przy probach generowania
pochodnych funkcji c,. W przypadku catkowania
znacznie wzro$nie zlozono$¢ wzordOw z uwagi na

wystepujace potegi logarytmow.

3. Aproksymacja warstwicowa tablicy c,,
3.1. Warstwice tablicy c,

Tablica c,, [2] jest tablicg dwuwymiarows. Ana-
lizujac tablice warstwicowo mozna wyrédznic prze-
biegi c,r dla T = const i ¢,, dla p = const (rys.
1).
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Rys. 1. Warstwice c,: c,, —dlap = const, cpr —
dlaT = const

Juz wizualna analiza warstwic c,r (rys. 1) po-
zwala domniema¢, ze do ich aproksymacji celowe
jest zastosowanie wielomianéw potegowych. Wi-
doczne jest, Ze warstwica c,390 Najbardziej odchyla
si¢ od prostej. Kierujac si¢ maleniem sum kwadra-
tow odchylen Sc,300x przyjeto wielomian 3 stopnia
jako wystarczajgco dobrze aproksymujgcy warstwi-
Ce Cpr.

W przypadku niektorych warstwic ¢,y zwigksza-
nie stopnia wielomianu powyzej 3 powoduje znacza-
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cy spadek sumy kwadratow w kolejnym kroku, lecz
odchylenie standardowe wzrasta z uwagi na malejaca
liczbe stopni swobody. Kazda warstwica {cpT} liczy
tylko 8 punktow i stosowanie wielomianow z k > 3
powoduje przenikanie zaktocen.

W wyniku aproksymacji przebiegow c,r otrzy-
mano cztery zbiory warto$ci  wspoOlczynnikdw
{aj}, {bj}, {cj}, {d]-},j =1+31, bedacych funk-
cjami zmiennej t =T/100, wprowadzonej dla
wygody obliczeniowej.

Jezeli aproksymowaé powyzsze zbiory funk-
cjami- fo(6), f (1), fc(t), fa(t) wzbr przyblizajacy
tablicg ¢, przyjmie postac:

Cpw :fa+pfb+p2fc+p3fd- 2

Analizujagc  modele termodynamiczne dla
gazow, nalezy zauwazyé, ze rownanie stanu dla
gazu rzeczywistego tworzy si¢ wprowadzajac do
roéwnania gazu doskonatego poprawki wirialne.
Kierujac si¢ powyzszym mozna przewidywac, ze
wzor przyblizajacy moze zawiera¢ funkcje bazowe
postaci:

fi=th; i=1+kn=1-1. 3

Funkcje aproksymujgce warstwice maja po-
staé:

fie =261 i fi Hasb;c;d}. (4)

To przypuszczenie zostalo potwierdzone w
wyniku przeprowadzonych analiz.

3.2. Wyznaczenie funkcji f,

Jak wynika z obserwowanego malenia sumy
kwadratow odchylen Sa;, odpowiednia funkcja
aproksymujaca zbidr {aj} moze by¢ funkcja fgq
(rys. 2) lub f,,. W koncowych krokach aproksy-

macji uzyskano nastepujace sumy kwadratow od-
Chyleﬁ: Salo = 6,6E - 4’, Sall = S,SE — 4,
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Rys. 2. Poréwnanie przebiegow wspdlczynnikow a;
i ich aproksymacji f,10

3.3. Wyznaczenie funkcji f

W przypadku zbioru {b;} wystarczajace przy-
blizenie daje funkcja f,5 (rys.3). W ostatnich
dwoch krokach aproksymacji uzyskano nastgpujace
sumy kwadratow: Sh; = 6,7E — 5; Sb, = 6,6E — 4

Na rysunku 3 za pomocg tamanych zobrazowa-
no uzyskane wyniki aproksymacji.
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Rys. 3. Poréwnanie przebiegow wspélczynnikéw b;
i ich aproksymacji f;4
3.4. Wyznaczanie funkcji f,
W przypadku wspotczynnikow {cl-} wystarcza-
jace przyblizenie daje funkcja f.s (rys. 4) lub f,.

W przypadku funkcji f.; jest zauwazalny wplyw
nadmiernej wartosci potegi (oscylacje).
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Rys. 4. Poréwnanie przebiegu wspotczynnikow c; i

ich wybranych aproksymacji f.4, fes, fee
3.5. Wyznaczenie funkcji f4
W przypadku zbioru {d]-} wystarczajace przyblize-

nie daje funkcja fga6, co pokazuje pordwnanie
przebiegow funkcji na rysunku 5.
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Rys. 5. Poréwnanie przebiegow wspotczynnikow d;
i ich wybranych aproksymacji fus + fu7

3.6. Ocena przyblizenia w oparciu o aprok-
symacje warstwicowg

W wyniku dokonanych aproksymacji warstwico-
wych wzor (2) przyjmie postac:

Cow1 = fa11 + Pfpe + pzfc6 + pgfde- Q)

Maksymalny bezwzgledny biad procentowy
przyblizenia (5) wynosi  6,,, = 0,024%, lecz
wzOr ten zawiera az 29 wyznaczanych wspotczyn-
nikow.

Kierujac si¢ dostatecznym spetnieniem zato-
zenia 6y < 0,1%, mozna w pewnym stopniu
zredukowa¢ liczbe wspotczynnikow do modelu (6):

Cowz = fas + Pfoz + P*fes + D3 fus (6)
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Maksymalny btad przyblizenia (6) wynosi
dcpw1 = 0,058%, a liczba wyznaczanych wspot-
czynnikow 21.

4. Modele zredukowane

Jest celowe wykorzysta¢ informacj¢ o postaci
funkcji bazowych w modelach warstwicowych do
aproksymacji metoda wlaczania lub eliminacji
funkcji bazowych, kierujac si¢ kryterium najwigk-
szego wktadu w malenie sumy kwadratéw odchylen
w kolejnych krokach aproksymacji oraz spetnie-
niem warunku dopuszczalnego biedu maksymalne-
go aproksymacji.

Ponizej przytoczono uzyskane modele aprok-
symujace tablicg ¢, z btgdami mniejszymi od 0,1%
wartosci tablicowych tych wielkosci w zakresie
temperatur 3002000 K i w zakresie ci$nien
0,101325+20 MPa:

¢, = 39,541 — 56,76t —358,2¢t72 +
3752,35t73 —10968,1t™* +

+10865,7t 5 + p(—0848 t~1 +
3,346 t72 4+ 56t % +14,7t7%) +

—~0,0053 p*¢t~3 4 0,081% [ - K]. 7
Wykorzystujac analogiczne funkcje bazowe
dla aproksymacji ciepla wiasciwego przy stalej

objetosci w przyjetych zakresach cisnien i tempera-
tur otrzymano wzor:

¢, = 31,2271 — 56,86 t~* — 355,041 t 2
+3719,3t73% —10845,8t™* +
+10717,9t° + p(0,0436 t™ + 0,371 ¢t~2
+11t7%)—0,013p2¢t73 +

~0,00037p* £~ +0,084% [ -K].  (8)

Warto$ci wyliczane ze wzoréw (7) i (8) nie
réznig si¢ o wigeej niz 1% od wartosci podanych w
tablicach Kallmanna [1] dla tego samego zakresu
ci$nien i temperatur. Tablice Lemmona [2] s3 now-
szymi, aczkolwiek ich autorzy okreslaja niedoktad-
nos¢ tych tablic na 1% [2].

5. Podsumowanie

Aproksymacja  warstwicowa  umozliwila
ujawnienie postaci funkcji bazowych dobrze aprok-
symujacych zbiory danych.

Aproksymacja metoda wiaczania znanych
cztondéw funkcyjnych umozliwita dokonanie reduk-
cji modeli spetniajac zalozenia co do doktadnos$ci
aproksymacji przy wzglednie matej liczbie wspot-
czynnikow.

Metoda analizy warstwicowej tabeli dwuwy-
miarowych moze mie¢ zastosowanie takze w proce-
sie budowania modeléw aproksymacji tablic innych
wielkosci termodynamicznych.

Nomenclature/Skroty i oznaczenia

¢, — ciepto wiasciwe molowe przy statym cisnieniu,
J/mol-K,

¢, — ciepto wlasciwe molowe przy statej objetosci,
J/mol-K,

p — ci$nienie, MPa

T — temperatura bezwzgledna, K

t — zmienna przeksztatcona: t = T /100,

Cpp — Warstwice c,, ptrzy statym cisnieniu,

Ccyr — Warstwice c, przy stalej temperaturze,

cpw — Model warstwicowy tablicy c,,,

far for for fa — funkcje aproksymujace wspolczyn-
niki aproksymacji warstwic ¢, wielomianem
trzeciego stopnia,

dcy, 8¢, — maksymalne odchylenia procentowe
aproksymacji tablicy, odniesione do najmniej-
szej warto$ci tablicowej,

Sf — suma kwadratow odchylen dla rozpatrywanej
aproksymacji.
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