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Stochastyczny model podsypki
w analizie drgan toru kolejowego

Wybrane osrodki badawczo-rozwojowe na swiecie pro-
wadzg badania majgce na celu zwiekszenie skutecznosci
modelowania zagadnienn zwigzanych z nawierzchnig
i podtorzem kolejowym. Celem tych prac jest mozliwie
dobre przyblizenie wynikow symulacji komputerowych do
rezultatow pochodzacych z badan laboratoryjnych i tere-
nowych. Stosunkowo daleko posunigete uproszczenia
w klasycznych modelach dynamicznych, gdzie caty uktad
pojazd—tor sprowadza sie do trzech mas drgajacych, po-
wodujg bardzo znaczny rozrzut wynikéw w zaleznosci od
przyjetej metody i zatozonych wartosci parametrow, co
ogranicza ich przydatnos¢ do rozwigzywania konkretnych
zagadnien.
|
Jedng z istotnych trudno$ci w modelowaniu nawierzchni i podto-
rza jest ziarnisty charakter osrodka gruntowego, ktory nie daje
ujgc¢ sie dobrym modelem osrodka jednorodnego, za$ charakte-
rystyka wspotpracy miedzy poszczegdlinymi ziarnami determinuje
szeroko pojetg nosnosc¢ catego uktadu. W artykule przedstawiono
alternatywne podejscie do modelowania cech podsypki, jako
osrodka o losowo zmiennych parametrach. Zaproponowano sto-
chastyczny model matematyczny opisujacy sztywnosc¢ i ttumienie
podsypki oraz pokazano jego zastosowanie do oceny wptywu
zmian sztywnosci podsypki na drgania toru potozonego na mo-
Scie kolejowym. Charakterystyki probabilistyczne drgan wyzna-
czono metodg Monte Carlo, przy czym do symulacji drgan wyko-
rzystano efektywny algorytm obliczeniowy sformutowany przez
autoréw w pracy [1], w celu modelowania drgan mostow o du-
zych rozpietosciach na liniach kolei duzych predkosci. Algorytm
jest oparty na metodzie elementow skonczonych sformutowane;j
w ujeciu Galerkina, gdzie podsypka jest przedstawiana jako cig-
gte, sprezysto-ttumigce podtoze. Model dynamiczny badane;j
konstrukcji, przedstawiony schematycznie na rysunku 1, sktada
sie z trzech podsystemow:

B ciggtych szyn,

B ciggtej konstrukcji mostowe;,

B zdyskretyzowanego pociagu.
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Rys. 1. Schematyczny model toru kolejowego

Podstawowg cechg zastosowanego algorytmu obliczeniowe-
go jest potgczenie ciggtego modelu podsypki kolejowej z podzia-
tem na elementy skonczone szyn i konstrukcji mostu. Algorytm
pozwala na efektywng analize losowych drgan za pomocg metody
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Monte Carlo. Zagadnienie rozwigzywane jest jako ptaskie, stad do
rozwazan przyjmuje sie jedynie drgania pionowe. Dla zamodelo-
wania nieskonczonych dfugosci toru, do obliczen wtgcza sie,
oprocz Srodkowego odcinka toru lezgcego na obiekcie, dwa od-
cinki przylegte — przed i za przeprawg, pofozone na sztywnym
podtorzu. Obiekt mostowy i szyny sg traktowane jako ciggte belki
Eulera, potgczone za posrednictwem ukfadu wiezi sprezystych ty-
pu Winklera i wiskotycznych wiezi ttumigcych, tworzgcych razem
sprezysto-ttumigce podtoze. Pocigg modelowany jest za pomocg
mas punktowych, co prowadzi do pominigcia wzajemnych wpty-
woOw mostu i pojazdu. To uproszczenie zostato przyjete celowo,
aby zmniejszy¢ czas trwania procesu obliczeniowego na wstep-
nym (testowym) etapie badan. W dalszych badaniach bedzie za-
stosowany bardziej szczegotowy model obcigzenia ruchomego,
uwzgledniajgcy wtasne stopnie swobody sztywnych mas modelu-
jacych pociag, przyktadowo jak w [2, 3]. Wyniki obliczen dotycza
skrzynkowego mostu zelbetowego, jednoprzestowego o rozpigto-
Sci 30 m, obcigzonego przejazdem pociggu typu Shinkansen,
ztozonego z 8 wagonow o dfugosci 25 m kazdy, nacisku osiowym
wynoszacym 140 kN, rozstawie osi w wozkach 2,5 m oraz rozsta-
wie czopOw skretu wynoszacym 17,5 m [4].

Losowy model podsypki kolejowej

Przyjeto, ze sztywno$¢ i ttumienie podsypki s3 parametrami
zmiennymi losowo wzdtuz dtugosci toru kolejowego, a ich zmia-
ny majg charakter niewielkich odchylen od statych wartosci Sred-
nich, oznaczonych odpowiednio przez k i C. Przy takich zatoze-
niach uzasadnione jest przedstawienie parametrow podsypki
w nastepujgcej postaci:

k(x) = k + k), cx) =¢ +Cx) 1)

czyli jako sumy statej wartosci Sredniej i funkcji losowej zmien-
nej przestrzennej x, kiéra opisuje losowg fluktuacje o zerowej
wartosci oczekiwanej.

Poniewaz losowos$¢ wiasciwosci podsypki zalezy od wielu
niepowigzanych ze sobg czynnikdw, losowe fluktuacje F(x) i C(x)
moga by¢ traktowane jako stacjonarne procesy Gaussa (centralne
twierdzenie graniczne). W celu utatwienia obliczen sg one trakto-
wane jako wzajemnie niezalezne. Ich funkcje gestosci widmowej
powinny zosta¢ uzyskane z badan eksperymentalnych. Przedsta-
wiono alternatywne podejscie, w ktorym funkcja gestosci widmo-
wej jest otrzymywana z zatozonej a priori postaci funkcji korela-
cyjne;.

Rozpatrzmy stacjonarng fluktuacje k(x) sztywnosci podsypki.
Jej funkcja autokorelacji Kp4(x,,x,) = Kgp(x, —X,) = Kzz(8) za-
lezy wytacznie od odlegtosci & = x, — x, migdzy dwoma punkta-
mi X, i x, na osi toru. Na podstawie twierdzenia Wienera-Chin-
czyna [5], funkcje gestosci widmowej Sp¢(w) wyznacza sie na
podstawie funkcji autokorelacji za pomocg catkowej transformaty
Fouriera, wedtug zaleznosci:
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() :21—“ TKep(d)eosds = 1 K¢ B)cos(@d)ds  (2)
Przyjeto, ze funkcja autokorelacji musi spetnia¢ nastepujgce

zatozenia:

a) powinna by¢ malejaca, poniewaz korelacja sztywnosci pod-
sypki w dwoch punktach toru zanika ze zwigkszeniem odlegto-
$ci 3,

b) stowarzyszona z nig funkcja gestosci widmowej powinna osig-
ga¢ najwieksze wartosci w otoczeniu pewnej czestosci
o = 0 = 2n/T, [rad/m], gdzie T, jest dominujgca diugoscig
fali zmian sztywnosci.

Na podstawie tych zatozen przyjeto nastepujaca postac funk-

cji korelacji, zalezng od dwdch parametrow o i O:

K-z (8) = ofexp(—a|8)cos(03) (3)

gdzie Gkg = K+ (0) jest znang wariancjg procesu k(x). Zatozono
ponadto, ze najwieksze i najczestsze zmiany sztywnos$ci podsypki
sg obserwowane w odstepie rownym osiowemu rozstawowi pod-
ktadow, przyjeto zatem, ze 76 = 0,6 m, a stagd 6 = 10%/3. Na
rysunku 2 pokazano przyktadowe wykresy zatozonej funkcji kore-
lacyjnej, odpowiadajace danym: o= 0,3k , k = 1,1-10° N/m?.
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Rys. 2. Funkcja korelacyjna

Odpowiednia funkcja gestosci widmowej, wyprowadzona we-
dtug zaleznosci (2) po podstawieniu (3), ma posta¢
GFZO(. o? + ? +62

Ser(e) = T (02— w2 + 09?2 + 4aw? @

Przyktadowe wykresy funkcji pokazano na rysunku 3. Jak wy-
nika z analizy wykresow przedstawionych na rysunkach 2 i 3,
wspotczynnik oo ma wptyw na warto$¢ piku funkcji gestosci wid-
mowej, ale przede wszystkim wptywa na szybko$¢ zanikania ko-
relacji. Im wigksza jest warto$¢ wspotczynnika o, tym szybciej
zanika korelacja (rys. 2), co 0znacza, Ze proces zmian sztywnosci
podsypki staje sie bardziej chaotyczny, a funkcja gestosci wid-
mowej staje sie bardziej ptaska (rys. 3). W przypadku granicznym
funkcja gestosci widmowej bytaby stata, co odpowiada proceso-
wi najbardziej chaotycznemu, o korelacji typu ,biaty szum”.

Losowa zmienno$¢ charakterystyki ttumienia podsypki kole-
jowej moze by¢ przedstawiona w analogiczny sposob.

Metoda Monte Carlo

Do wyznaczenia charakierystyk probabilistycznych drgan toru po-
tozonego na moscie zastosowano metode symulacyjng Monte
Carlo. Symulacje numeryczng stacjonarnego procesu Gaussa,
opisujgcego zmiany sztywnosci podsypki, przeprowadzono wy-
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Rys. 3. Funkcja gestosci widmowej

korzystujgc znang w literaturze reprezentacje spekiralng [5] o po-
staci

~ No>
k(x) = \/?Zocncos(mnx +0,) o

n=1

=2 Sp(0,)Aw (5)

n

analogiczng do tej, ktdrg stosuje sig powszechnie do aproksyma-
cji losowych nierownosci szyn [6, 7]. Katy fazowe ¢, we wzorze
(5) sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie rowno-
miernym w przedziale od 0 do 2w, z gestoscig 1/2x. Amplitudy
o, oraz czgstosci o, = o, + (7 — 0,5)Aw [rad/m] sktadowych
harmonicznych szeregu (5) sq powigzane z liczbg wyrazow szere-
gu N, ktora dzieli przedziat czestosci (w, w,) na odcinki
Ao = (o, — o)/N , gdzie », o, okreslajg dolng i gorng grani-
ce przedziatu czestosci uznanego za istotny.

Kazdej numerycznej symulacji procesu zmian Sztywnosci
podsypki odpowiada konkretna realizacja drgan konstrukcji, spo-
wodowanych przejazdem pociggu. Po wykonaniu A takich symu-
lacji, zwigzanych kazdorazowo z numerycznym wyznaczeniem
przebiegdbw drgan za pomocg opisanego we wstepie algorytmu
obliczeniowego, otrzymuje sie zbior realizacji drgan losowych.
Na podstawie zbioru realizacji oblicza sie charakterystyki proba-
bilistyczne drgan ze znanych wzorow

1w
E[R(0)] =ﬁ_ﬂﬁ,(f), Var[R(1)] = —=2 (R(!) —E[R()])? ()
gdzie:
E[R(t)] — warto$¢ oczekiwana dowolnej odpowiedzi konstrukcji
R(t), a Var[R(t)] jej wariancjg w chwili £.

Przyktad analizy drgan toru
Na rysunku 4 przedstawiono przemieszczenia szyny, wygenero-
wane w srodkowym wezle toru na moscie, powstate podczas
przejazdu pociggu ze statg predkoscig v = 50 m/s. Sktad pocia-
gu modelowany jest jako ukfad sit skupionych i jako uktad mas.
Jak wynika z poréwnania wartosci przemieszczen konstrukcii,
modele te mogg by¢ stosowane zamiennie, wptyw inercji obcig-
zenia sktadem pociggu na drgania toru jest bowiem nieznaczny.
Na tej podstawie do dalszych obliczen wigzacych sie z wielo-
krotnymi, czasochtonnymi symulacjami zastosowano model ob-
cigzenia w postaci ruchomych sit skupionych. Na rysunkach 5 i 6
pokazano przebiegi wartosci oczekiwanych i odchylen standardo-
wych drgan szyny w Srodkowym i lewym skrajnym wezle odcinka
toru pofozonego na moscie. Wyniki obliczen otrzymano na pod-
stawie 100 symulacji, przy zatozeniu, ze wspotczynnik zmienno-
Sci sztywnosci podsypki wynosi 30% (tzn. ze G;//?= 0,3),
wspotczynnik oo = 2, a predkos$¢ przejazdu pociggu v = 60 m/s.
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Rys. 4. Poréwnanie przebiegow drgarn szyny spowodowanych przejazdem
pociggu modelowaneqo jako ukfad sit skupionych i mas skupionych

Z przedstawionych wynikow obliczen wynika, ze zmiany
sztywnosci podsypki zachodzace wzdtuz dtugosci toru nie majg
znaczacego wptywu na drgania szyn obserwowane podczas jed-
nego przejazdu pociggu. Przy zatozonym, 30-procentowym po-
ziomie Srednich odchylen sztywno$ci podsypki od statej wartosci
projektowej, odchylenia standardowe przemieszczen dynamicz-
nych szyny w $rodku rozpigtosci toru nie przekraczajg 0,025 mm,
co stanowi tylko okoto 0,7% maksymalnej wartosci srednie;.
Wigkszy rozrzut wynikow obserwuje sie w wezle skrajnym toru,
potozonym nad podporg mostu. Maksymalne $rednie przemiesz-
czenia dynamiczne szyny w tym wezle sg co prawda niewielkie
—wynoszg okoto 0,75 mm, ale ich rozrzut mierzony odchyleniem
standardowym sigga 0,035 mm, czyli jest rzedu 5% maksymalne;j
wartosci Sredniej.
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Rys. 5. Wartosci oczekiwane przemieszczeri dynamicznych szyny
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Rys. 6. Odchylenie standardowe przemieszczer dynamicznych szyny

Na rysunkach 7 i 8 pokazano wptyw predkosci przejazdu po-
ciggu na maksymalne wartosci oczekiwane i odchylenia standar-
dowe ugie¢ dynamicznych szyny i dzwigara mostowego w Srodku
jego rozpietosci. Badane wartosci maksymalne wybrano z prze-
biegow czasowych wygenerowanych przy predkosciach przejazdu
pociggu zmieniajgcych sie od 15 do 75 m/s, co 5 m/s, kazdora-
Zowo na podstawie zbioru 100 symulacji drgan. Ugiecia szyny
i dzwigara zaczynajg zwiekszac sie zauwazalnie przy predkosciach
ruchu pociggu wiekszych od 35 m/s (126 km/h). Duzy wptyw
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predkosci obserwuje sie powyzej 60 m/s (216 km/h). Maksymal-
ne wartosci oczekiwane ugie¢ szyny przy predkosci 75 m/s
(270 km/h) sg juz dwukrotnie wieksze niz wyznaczone przy pred-
kosci 60 m/s (216 km/h). Predkos$¢ ruchu pociggu nie wptywa
znaczaco na odchylenia standardowe przemieszczen, spowodo-
wane zmiennos$cig sztywnosSci podsypki.
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Rys. 7. Zaleznos¢ maksymalnej wartosci oczekiwanej od predkosci pociggu
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Rys. 8. Zaleznos¢ maksymalnego odchylenia standardowego od predkosci
pociggu

Podsumowanie

W pracy zaproponowano efektywny sposob analizy wptywu loso-
wej zmiennos$ci cech podsypki kolejowej na drgania szyn spowo-
dowanych przejazdem pociggu. Podstawowymi badanymi para-
metrami byty sztywno$¢ i charakterystyka ttumienia ttucznia.
Zastosowano model stochastyczny, w ktorym podsypka jest
przedstawiona jako podfoze sprezysto-ttumigce, kiorego sztyw-
nos¢ i ttumienie oscylujg losowo wokot statej wartosci $redniej,
przy czym zmiany parametrow zachodzg wzdtuz osi toru.

Do istotnych obserwacji nalezy fakt, ze nawet przy stosunko-
wo duzych warto$ciach wspotczynnika opisujgcego zmiennos$c
sztywnos$ci podsypki, Sredni rozrzut (odchylenie standardowe)
ugie¢ dynamicznych szyny jest niewielki — o dwa rzedy mniejszy
od warto$ci oczekiwanych. Wynika z tego wniosek, ze przy obser-
wacjach pojedynczych przejazdow pociggu wptyw zmian sztyw-
nosci podsypki na drgania szyn jest bardzo maty i jak pokazano
— nie zalezy od predkosci ruchu pociggu. Nalezy jednoczesnie
podkresli¢, ze opisywany model nie uwzglednia zmian parame-
trow podsypki w czasie, w tym kumulacji osiadan, jakie wystepu-
ja w rzeczywistym, eksploatowanym torze. Stanowi jednak dobry
punkt wyjscia do dalszych badan, w ktérych przewidywane jest
opracowanie stochastycznego modelu kumulacyjnego, kidry be-
dzie przyblizat rzeczywisto§¢ w stopniu znacznie doktadniejszym,
niz dotychczas stosowane modele deterministyczne.
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