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DRGANIA BELKI EULERA Z DUZA SILA OSIOWA, SPOCZYWAJACEJ
NA PODLOZU WINKLERA, OBCIAZONEJ IMPULSEM SILY

Streszczenie

W pracy podano rozwigzanie analityczne zadania sprezystej belki Bernoulliego-Eulera z duzqg sitg osiowg, Spo-
czywajqcej na podtozu Winklera, obcigzonej impulsem sily. Rozwigzanie analityczne podano w postaci nieskonczo-
nego szeregu funkcji wlasnej zadania brzegowego. W przykiadzie obliczeniowym przeanalizowano wphw sify
osiowej na ugiecia belki wymuszone impulsem sity. Wyniki obliczen przedstawiono w formie graficznej. Wykresy
ugiec¢ belki podano W postaci bezwymiarowej. Na podstawie wykresow mozna stwierdzié, ze przemieszczenia spO-
wodowane obcigzeniami impulsowymi w belkach majq falowy charakter. Rozwigzane zadanie ma zastosowanie
praktyczne w dynamice konstrukcji inzynierskich, na przykiad przy uderzeniu kota o szyne kolejowg, a takze
W przypadku nawierzchni drogowych i lotniskowych, gdzie obcigzenia impulsowe majg znaczqgcy wplyw na trwa-

tos¢ nawierzchni, a takze na komfort pasazerow.

WSTEP

Obcigzenia udarowe i impulsowe byly przedmiotem analiz juz
w okresie poczatkowym mechaniki teoretycznej i technicznej. Zada-
nia rozwigzywano klasyczng teorig uderzenia i rachunku impulséw
sit, ktéra bazuje na zasadniczych prawach i zasadach mechaniki,
takich jak prawo zachowania pedu, momentu pedu oraz na definicji
wspotczynnika restytucji Newtona. W teorii klasycznej wyrdznia sie
trzy typy zderzenia: sprezyste, plastyczne i sprezysto-plastyczne
[21-23], [28]. Inne teorie, np. Hertza i teoria falowa poszerzyty grupe
zadan mechaniki stosowanej mozliwych do rozwigzania. Pomimo
licznych opracowan dotyczacych uderzenia, m.in. [12-28], niewiele
prac w literaturze przedmiotu dotyczy belek na podtozach odksztat-
calnych obcigzonych impulsami sit, np. [1-3]. Zagadnienie statecz-
nosci belek spoczywajacych na podiozu ma istotne znaczenie w
nawierzchniach kolejowych i byto przedmiotem rozwazan wielu
autoréw, np. w pracach [4-11]. Natomiast niewielka liczba opraco-
wan obejmuje zagadnienia belek na podiozu z duzg sitg osiowg pod
obcigzeniem udarowym, chociaz zadanie to ma zastosowanie prak-
tyczne, na przyktad przy uderzeniu kofa o szyne kolejowa. W niniej-
szej pracy rozwigzano zadanie belki z duzg sitq osiowa, spoczywa-
jacej na podtozu Winklera, obcigzonej impulsem sity.

1. SFORMULOWANIE | ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
ZADANIA

W niniejszym opracowaniu przedstawimy analityczne rozwig-
zanie zadania belki sprezystej swobodnie podpartej, z duzg sitg
osiowg P, lezacej na podiozu sprezystym Winklera i obcigzone;
impulsem sity S (rysunek 1).
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Rys. 1. Schemat dynamiczny analizowanego zadania, belka na
podfozu Winklera z duzg sitg osiowq obcigzona impulsem

2. WYZNACZENIE SItY KRYTYCZNEJ W BELCE
NA PODLOZU SPREZYSTYM WINKLERA

Réwnanie rozniczkowe ruchu okreslajace przemieszczenie
pionowe sprezystej belki swobodnie podpartej na korcach zapisu-
jemy w nastepujacy sposéb:
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W przypadku zagadnienia wlasnego stateczno$ci dynamiczne;
réwnanie (1) uproScimy do jednorodnego réwnania statycznego
z duzg sitg osiowg w postaci:

o*w(x,t) o'w(x,t)  _ o*w(xt)
EJ + P +m +
ox* ox? ot? )
+ kw(x,t) = 0.

Zaktadajac rozwigzanie rownania jednorodnego w postaci sze-
regu funkcji wtasnych i ruchu harmonicznego drgan wiasnych ma-
my:
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Czestos¢ kotowa drgan wiasnych bedzie réwna zeru, gdy duza
sita osiowa P osiggnie minimum wiasciwe i stanie sie sitg krytycz-
ng powodujacg wyboczenie belki. Mamy zatem:
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Ze wzoru (5) wynika, ze w przypadku belki na podfozu sprezy-
stym Winklera sita krytyczna wyboczenia nie zalezy od dtugosci
belki i jest taka sama zaréwno w przypadkach belek o skonczonej

dlugosci jak w belkach o nieskoriczonej dtugosci. Na rysunku 2

pokazano wykres zaleznosci sity osiowej P w funkcji o .
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Rys. 2. Zaleznosc duzej sity osiowej P od wspofczynnika o

3. IMPULS SILY NA BELCE

Dynamiczne, impulsowe obcigzenie belki przyjmujemy w na-
stepujacy sposob:
q(xt) = SS(x—xp t—t) = SS(x—%)5(t-t;).  (6)
Bedziemy poszukiwali rozwigzania analitycznego spetniajacego
warunki brzegowe przegubowego podparcia belki na koncach.

Rozwigzanie zadania przyjmujemy w postaci pojedynczego szeregu
funkcji whasnej:

w(x,t) :an sinm (7)

gdzie | jest rozpietoscig belki.

Delte-funkcje Diraca roziozymy w pojedynczy szereg sinusowy
Fouriera

Dot (t sm sin@. 8)

n=1

2
|

IS 122016

514

Stosujac do rozwigzania zadania metode rozdzielonych zmien-
nych Fouriera otrzymujemy liniowe niejednorodne réwnanie réz-

niczkowe na wyznaczenie nieznanych funkcji f, (t)

F(t) + af f,(t) = % sin 7%

5(t-t,), 9)
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T g1 -pl Izﬂ +kj jest kwadratem cze-
stosci kotowej drgan wtasnych belki na podtozu sprezystym Winkle-

ra o wspdtczynniku podtoza réwnym Kk , z duzq sitg osiowg P .
Rozwiazaniem analitycznym réwnania (9) jest funkcja:
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gdzie H (t—t,) jest funkcjg Heaviside'a.

Koricowe rozwigzanie zadania sprowadza si¢ zatem do wsta-
wienia (10) do (7), w wyniku czego otrzymujemy:

2S
w(x,t) = H(t-t)) =
(1)
x Z— sin 1% gjp N7X —= sina, (t-t,).
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Wyprowadzone wzory opisujg belke obcigzong duzg sitg Sci-
skajaca. W przypadku duzej osiowe;j sity rozciggajacej w rownaniu
ruchu (1) nalezy zmieni¢ znak na minus w drugim sktadniku (przed
sitg P ).

4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Otrzymane w poprzednim punkcie pracy analityczne rozwigza-
nie zadania zaprogramowano w pakiecie Mathematica, co pozwolito
wykonaé¢ szereg wykresow ugiec belki z duzg sitg osiowg obcigzo-
nej dodatkowo impulsem sity. Analizowano zaréwno site osiowg
Sciskajaca jak i rozciagajaca.

Mozna zauwazy¢, ze parametry opisujace duzg site osiowq i
podioze Winklera mieszczg sie jedynie we wzorze na czestos¢
kotowg drgan wtasnych belki.

W rozwigzaniu uwzgledniono 1111 wyrazéw szeregu. Wykresy
ugie¢ belki przedstawiono w postaci bezwymiarowej zgodnie
z nastepujacym wzorem:

= w(x,t) ”2— “mEJ. (12)

W, (1) = 251

W przyktadzie obliczeniowym analizowano swobodnie podpartg
belke sprezystg Bernoulliego-Eulera o rozpietosci 1 =10m i prze-
kroju prostokatnym axb=0,25x0,47m. Przyjety do obliczen
modut sprezystosci belki E =34 GPa . W obliczeniach przyjmowa-
no rézne warto$ci wspétczynnika sprezystosci podtoza oraz rdzne
warto$ci sity osiowej Sciskajacej i rozciagajace;.
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Rys. 3. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od  Rys. 6. ‘|>Vykres ugiecia Srodka belki w czasie przy
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,  k =107 .0,25 N /m?, P=-0,9P, (rozciaganie)

k=10"-0,25N/m?, P=0,9P,
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v o ' _ Rys. 7. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
Rys. 4. Wykres ugigcia $rodka belki w czasie przy o 001T, do 0,25T,, przy obciazeniu impulsem w Srodku przesta,

k=10"-0,25N/m*, P =0,9R, k =107-0,25N/m?, P =0,5P,
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Rys. 5. Pos‘tyacie odksztafconej dynamicznie belki w chwilach od v

0,001, do 0,25T,, przy obciazeniu impulsem w $rodku przesta, ~ RYS: 78 Wykres zugiecia Srodka belki w czasie przy
k=107-0,25 N/m?, P =—0,9P, (rozciaganie) k=10"-0,25 N/m*, P =0,5R,
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Rys. 9. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,

k=10"-0,25N/m?, P =-0,5P, (rozciaganie)
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Rys. 10. Wykres ugiecia $rodka belki w czasie

k=10"-0,25N/m?, P =—-0,5P, (rozcigganie)

Rys. 11. Postacie odksztalconej dynamicznie belki w chwilach od w
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Rys. 12. Postacie odksztafconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,

k =10°-0,25 N/m?, P =—0,5P, (rozcigganie)
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Przy  Rys. 13. Postacie odksztatconej dynamicznie belki w chwilach od
0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,

k=10°-0,25 N/m?, P =0,5P,
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0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,  Rys, 14. Postacie odksztatconsj dynamicznie belki w chwilach od

k=10°-0,25N/m?, P=0,5P,
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0,001T, do 0,25T,, przy obcigzeniu impulsem w Srodku przesta,
k =10°-0,25 N/m?, P =—0,5P, (rozcigganie)



PODSUMOWANIE

Na podstawie przedstawionej analizy mozna okresli¢ jakoscio-
wy i iloSciowy wptyw duzej sity osiowej, zaréwno $ciskajacej jak i
rozciagajacej, w belce na podtozu Winklera na charakter ugiec,
odksztatcen i naprezen. Rozwigzanie zadania ma charakter falowy,
pomimo, ze réwnanie ruchu jest paraboliczne, a nie hiperboliczne.
Uzyskane rozwigzanie opisuje do$¢ wolno zbiezny szereg typu

Ziz Dodatkowo mozna wykazaé, ze charakter wykresu ugie¢
n

belki silnie zalezy od miejsca przytozenia impulsu [1-4].
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VIBRATIONS OF EULER BEAM
WITH LARGE AXIAL FORCE
RESTING ON THE WINKLER
FOUNDATION, SUBJECTED
TO THE IMPULSE OF FORCE

Abstract

In the paper, analytical solution of the problem of
the elastic Bernoulli-Euler beam resting on the Winkler
foundation, under impulse load is presented. Analytical
solution is given in the form of an infinite series of ei-
genfunctions of the boundary problem. Solution of the
problem is presented graphically in the Figures. De-
flections of the beam are presented in dimensionless
form. From the graphs, it can be concluded that the
displacement of the beam due to the impulse loads have
a wave character. Solved problem has practical appli-
cation in the dynamics of engineering structures, such
as the impact of a wheel with a rail, and in the case of
the road and airport pavements, where the impulse load
has a significant impact on the durability of the pave-
ment, as well as on the comfort of passengers.
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