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DRGANIA BELKI EULERA Z DUŻĄ SIŁĄ OSIOWĄ, SPOCZYWAJĄCEJ  
NA PODŁOŻU WINKLERA, OBCIĄŻONEJ IMPULSEM SIŁY 

Streszczenie 

W pracy podano rozwiązanie analityczne zadania sprężystej belki Bernoulliego-Eulera z dużą siłą osiową, spo-

czywającej na podłożu Winklera, obciążonej impulsem siły. Rozwiązanie analityczne podano w postaci nieskończo-

nego szeregu funkcji własnej zadania brzegowego. W przykładzie obliczeniowym przeanalizowano wpływ siły 

osiowej na ugięcia belki wymuszone impulsem siły. Wyniki obliczeń przedstawiono w formie graficznej. Wykresy 

ugięć belki podano w postaci bezwymiarowej. Na podstawie wykresów można stwierdzić, że przemieszczenia spo-

wodowane obciążeniami impulsowymi w belkach mają falowy charakter. Rozwiązane zadanie ma zastosowanie 

praktyczne w dynamice konstrukcji inżynierskich, na przykład przy uderzeniu koła o szynę kolejową, a także 

w przypadku nawierzchni drogowych i lotniskowych, gdzie obciążenia impulsowe mają znaczący wpływ na trwa-

łość nawierzchni, a także na komfort pasażerów. 

WSTĘP 

Obciążenia udarowe i impulsowe były przedmiotem analiz już 
w okresie początkowym mechaniki teoretycznej i technicznej. Zada-
nia rozwiązywano klasyczną teorią uderzenia i rachunku impulsów 
sił, która bazuje na zasadniczych prawach i zasadach mechaniki, 
takich jak prawo zachowania pędu, momentu pędu oraz na definicji 
współczynnika restytucji Newtona. W teorii klasycznej wyróżnia się 
trzy typy zderzenia: sprężyste, plastyczne i sprężysto-plastyczne 
[21-23], [28]. Inne teorie, np. Hertza i teoria falowa poszerzyły grupę 
zadań mechaniki stosowanej możliwych do rozwiązania. Pomimo 
licznych opracowań dotyczących uderzenia, m.in. [12-28], niewiele 
prac w literaturze przedmiotu dotyczy belek na podłożach odkształ-
calnych obciążonych impulsami sił, np. [1-3]. Zagadnienie statecz-
ności belek spoczywających na podłożu ma istotne znaczenie w 
nawierzchniach kolejowych i było przedmiotem rozważań wielu 
autorów, np. w pracach [4-11]. Natomiast niewielka liczba opraco-
wań obejmuje zagadnienia belek na podłożu z dużą siłą osiową pod 
obciążeniem udarowym, chociaż zadanie to ma zastosowanie prak-
tyczne, na przykład przy uderzeniu koła o szynę kolejową. W niniej-
szej pracy rozwiązano zadanie belki z dużą siłą osiową, spoczywa-
jącej na podłożu Winklera, obciążonej impulsem siły. 

1. SFORMUŁOWANIE I ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
ZADANIA 

W niniejszym opracowaniu przedstawimy analityczne rozwią-
zanie zadania belki sprężystej swobodnie podpartej, z dużą siłą 
osiową P , leżącej na podłożu sprężystym Winklera i obciążonej 

impulsem siły S  (rysunek 1). 

 

 
Rys. 1. Schemat dynamiczny analizowanego zadania, belka na 
podłożu Winklera z dużą siłą osiową obciążona impulsem 

2. WYZNACZENIE SIŁY KRYTYCZNEJ W BELCE  
NA PODŁOŻU SPRĘŻYSTYM WINKLERA 

Równanie różniczkowe ruchu określające przemieszczenie 
pionowe sprężystej belki swobodnie podpartej na końcach zapisu-
jemy w następujący sposób: 
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W przypadku zagadnienia własnego stateczności dynamicznej 

równanie (1) uprościmy do jednorodnego równania statycznego 
z dużą siłą osiową w postaci: 
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Zakładając rozwiązanie równania jednorodnego w postaci sze-

regu funkcji własnych i ruchu harmonicznego drgań własnych ma-
my: 
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(3) 

 
Częstość kołowa drgań własnych będzie równa zeru, gdy duża 

siła osiowa P  osiągnie minimum właściwe i stanie się siłą krytycz-
ną powodującą wyboczenie belki. Mamy zatem: 
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(4) 

 
Wstawiając teraz ostatni ze wzorów (4) do (4)2 otrzymujemy 

wzór na minimalną wyboczeniową siłę krytyczną krP . 
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(5) 

 
Ze wzoru (5) wynika, że w przypadku belki na podłożu spręży-

stym Winklera siła krytyczna wyboczenia nie zależy od długości 
belki i jest taka sama zarówno w przypadkach belek o skończonej 
długości jak w belkach o nieskończonej długości. Na rysunku 2 

pokazano wykres zależności siły osiowej P  w funkcji 2

n . 

 

 
Rys. 2. Zależność dużej siły osiowej P  od współczynnika 2

n  

3. IMPULS SIŁY NA BELCE 

Dynamiczne, impulsowe obciążenie belki przyjmujemy w na-
stępujący sposób: 

 

       0 0 0 0, , .q x t S x x t t S x x t t         (6) 

 
Będziemy poszukiwali rozwiązania analitycznego spełniającego 

warunki brzegowe przegubowego podparcia belki na końcach. 
Rozwiązanie zadania przyjmujemy w postaci pojedynczego szeregu 
funkcji własnej: 
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gdzie l  jest rozpiętością belki. 

 
Deltę-funkcję Diraca rozłożymy w pojedynczy szereg sinusowy 

Fouriera 
 

    0

0

1

2
sin sin .n

n

n x n x
x x f t

l l l

 






    (8) 

Stosując do rozwiązania zadania metodę rozdzielonych zmien-
nych Fouriera otrzymujemy liniowe niejednorodne równanie róż-

niczkowe na wyznaczenie nieznanych funkcji  nf t  
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 jest kwadratem czę-

stości kołowej drgań własnych belki na podłożu sprężystym Winkle-

ra o współczynniku podłoża równym k , z dużą siłą osiową P . 

 
Rozwiązaniem analitycznym równania (9) jest funkcja: 
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 (10) 

 

gdzie  0H t t  jest funkcją Heaviside’a. 

 
Końcowe rozwiązanie zadania sprowadza się zatem do wsta-

wienia (10) do (7), w wyniku czego otrzymujemy: 
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Wyprowadzone wzory opisują belkę obciążoną dużą siłą ści-

skającą. W przypadku dużej osiowej siły rozciągającej w równaniu 
ruchu (1) należy zmienić znak na minus w drugim składniku (przed 
siłą P ). 

4. PRZYKŁAD OBLICZENIOWY 

Otrzymane w poprzednim punkcie pracy analityczne rozwiąza-
nie zadania zaprogramowano w pakiecie Mathematica, co pozwoliło 
wykonać szereg wykresów ugięć belki z dużą siłą osiową obciążo-
nej dodatkowo impulsem siły. Analizowano zarówno siłę osiową 
ściskającą jak i rozciągającą. 

Można zauważyć, że parametry opisujące dużą siłę osiową i 
podłoże Winklera mieszczą się jedynie we wzorze na częstość 
kołową drgań własnych belki. 

W rozwiązaniu uwzględniono 1111 wyrazów szeregu. Wykresy 
ugięć belki przedstawiono w postaci bezwymiarowej zgodnie 
z następującym wzorem: 
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W przykładzie obliczeniowym analizowano swobodnie podpartą 

belkę sprężystą Bernoulliego-Eulera o rozpiętości 10ml   i prze-

kroju prostokątnym 0,25 0,47ma b   . Przyjęty do obliczeń 

moduł sprężystości belki 34GPaE  . W obliczeniach przyjmowa-

no różne wartości współczynnika sprężystości podłoża oraz różne 
wartości siły osiowej ściskającej i rozciągającej. 
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Rys. 3. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

7 210 0,25 N mk   , 0,9 krP P  

 

 
Rys. 4. Wykres ugięcia środka belki w czasie przy 

7 210 0,25 N mk   , 0,9 krP P  

 

 
Rys. 5. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

7 210 0,25 N mk   , 0,9 krP P   (rozciąganie) 

 
 

 
Rys. 6. Wykres ugięcia środka belki w czasie przy 

7 210 0,25 N mk   , 0,9 krP P   (rozciąganie) 

 

 
Rys. 7. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

7 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P  

 

 
Rys. 8. Wykres ugięcia środka belki w czasie przy 

7 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P  
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Rys. 9. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

7 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P   (rozciąganie) 

 

 
Rys. 10. Wykres ugięcia środka belki w czasie przy 

7 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P   (rozciąganie) 

 

 
Rys. 11. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

6 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P  

 

 
Rys. 12. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

6 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P   (rozciąganie) 

 

 
Rys. 13. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

8 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P  

 

 
Rys. 14. Postacie odkształconej dynamicznie belki w chwilach od 

10,001T  do 
10,25T , przy obciążeniu impulsem w środku przęsła, 

8 210 0,25 N mk   , 0,5 krP P   (rozciąganie) 
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PODSUMOWANIE 

Na podstawie przedstawionej analizy można określić jakościo-
wy i ilościowy wpływ dużej siły osiowej, zarówno ściskającej jak i 
rozciągającej, w belce na podłożu Winklera na charakter ugięć, 
odkształceń i naprężeń. Rozwiązanie zadania ma charakter falowy, 
pomimo, że równanie ruchu jest paraboliczne, a nie hiperboliczne. 
Uzyskane rozwiązanie opisuje dość wolno zbieżny szereg typu 

2

1

n
 . Dodatkowo można wykazać, że charakter wykresu ugięć 

belki silnie zależy od miejsca przyłożenia impulsu [1-4]. 
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VIBRATIONS OF EULER BEAM 
WITH LARGE AXIAL FORCE  
RESTING ON THE WINKLER  
FOUNDATION, SUBJECTED  

TO THE IMPULSE OF FORCE 

Abstract 

In the paper, analytical solution of the problem of 

the elastic Bernoulli-Euler beam resting on the Winkler 

foundation, under impulse load is presented. Analytical 

solution is given in the form of an infinite series of ei-

genfunctions of the boundary problem. Solution of the 

problem is presented graphically in the Figures. De-

flections of the beam are presented in dimensionless 

form. From the graphs, it can be concluded that the 

displacement of the beam due to the impulse loads have 

a wave character. Solved problem has practical appli-

cation in the dynamics of engineering structures, such 

as the impact of a wheel with a rail, and in the case of 

the road and airport pavements, where the impulse load 

has a significant impact on the durability of the pave-

ment, as well as on the comfort of passengers. 
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