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Probabilistyczna ocena niezawodnoœci systemu
sieci infrastruktury z zastosowaniem estymacji

j¹drowej i w warunkach luki pomiarowej

1. Wstêp

Oce na proba bili sty cz nej nie za wod no œci sy ste mów sie ci in fra stru ktu ry ma
z³o¿o ny cha ra kter, miê dzy in ny mi na sku tek luk po mia ro wych awa rii obe j -
muj¹cych czê sto d³ugi okres fun kcjo no wa nia sy ste mu oraz pro ble maty cz nej
esty ma cji z uwa gi na oczy wist¹ nie zna jo moœæ rozk³adu fun kcji gê sto œci pra -
wdopo dobie ñ stwa w po pu la cji ge ne ra l nej.

Ni nie j sze opra co wa nie sta no wi wstêpn¹ pro po zy cjê alte rna tyw ne go po dej œcia
do oce ny nie za wod no œci uw z glêd niaj¹cego ogra ni czo ne in fo r ma cje o awa riach
sie ci in fra stru ktu ry. Na pod sta wie awa ry j no œci ma gi stral wy bra nej sie ci wo do -
ci¹go wej, czy li awa ry j no œci ru ro ci¹gów o œred ni cy po wy ¿ej f 250 mm, wy ko na no
przyk³ado we ob li cze nia wed³ug opra co wa nej me to dy. Wnio ski na su waj¹ce siê
z pra cy wska zuj¹ na mo ¿ li wo œci ba da w cze, co stwa rza szan sê wy mie r nych sku t -
ków w aspe kcie za sto so wañ pra kty cz nych.

2. Niezawodnoœæ systemu

W li te ra tu rze po jê cie nie za wod no œci od no si siê naj czê œciej do obie ktu [Bo brow -
ski 1985, Szo pa 1999]. Po jê cie sy ste mu jako zbio ru obie któw oraz re la cji za -
chodz¹cych po miê dzy tymi obie kta mi i sy ste mem jako ca³oœci¹, jest przed mio -

W ar ty ku le przed sta wio no pro ba bi li styczn¹ me to dê oce ny nie za wod no œci

w wa run kach luki po mia ro wej zwi¹za nej z bra kiem da nych do tycz¹cych

awa ry j no œci w d³ugim okre sie fun kcjo no wa nia sie ci in fra stru ktu ry. Wy ko -

rzy sta no dane awa ry j no œci ma gi stral sie ci wo do ci¹go wej. Za sto so wa no po -

dej œcie niepa rame try cz ne w po sta ci esty ma cji j¹dro wej z wy ko rzy sta niem

esty ma to ra Pa rze na.

S³owa klu czo we: sieæ wodoci¹gowa, luka pomiarowa, niezawodnoœæ,

estymacja j¹drowa, estymator Parzena.
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tem ni nie j sze go opra co wa nia. Mo ¿ na za Ary sto te le sem przyj¹æ tezê, ¿e „ca³oœæ”
ro zu mia na dzi siaj jako sy stem „…nie sta no wi pro stej sumy czê œci, zaœ o isto cie tak ro -
zu mia nej ca³oœci przes¹dzaj¹ re la cje miê dzy jej czê œcia mi …” [Wa w rzy niak 1987].
Sy stem jest wiêc przed mio tem ba dañ bez wzglê du na to, czy sta no wi fra g ment
wiê ksze go sy ste mu, czy te¿ jest sy ste mem wiê kszym. Bez wzglê du na to, czy sy s -
te mem jest sieæ wo do ci¹gowa, czy kana liza cy j na sta no wi¹ce pod sy stem in fra -
struk tu ry bu do w la nej, sieæ ener ge ty cz na czy te¿ inny sy stem, ist nie je po jê cie
nie za wod no œci sy ste mu oz na czaj¹ce zdo l noœæ da ne go sy ste mu do fun kcjo no -
wa nia bez nie spra w no œci lub po pro stu bez awa rii. Prze ciw ie ñ stwem nie za wod -
no œci jest oczy wi œcie za wod noœæ, czy li brak zdo l no œci do bez awa ryj ne go fun kcjo -
no wa nia. Tak okre œlan¹ nie za wod noœæ oraz za wod noœæ okre œla siê w ka te go riach
proba bili sty cz nych obie ktu [Bo bro wski 1985, Szo pa 1999].

Przy j muj¹c umo w ny pocz¹tek okre su dzia³ania do wo l ne go sy ste mu jako
chwi lê to w pe w nej chwi li t >ts, mo ¿ na zaob se r wo waæ wyst¹pie nie awa rii. Z uwa -
gi na brak mo ¿ li wo œci prze wi dze nia mo men tu awa rii tra ktu je siê go jako wie l -
koœæ lo sow¹, wy ra ¿on¹ w ni nie j szym opra co wa niu jako zmienn¹ lo sow¹ T po sia -
daj¹c¹ wy miar cza su. Dys try bu an ta F(t) zmien nej lo so wej T:

F t P T t( ) ( )= £ (2.1)

okre œla pra wdopo dobie ñ stwo zda rze nia, ¿e awa ria sy ste mu nast¹pi do chwi li t
cha ra kte ryzu je za wod noœæ sy ste mu i sta no wi fun kcjê za wod no œci. Pra wdopo -
dobie ñ stwo zda rze nia, ¿e awa ria nast¹pi po chwi li t okre œla tzw. fun k cja nie za -
wod no œci p(t), czy li fun k cja pra wdopo dobie ñ stwa prze wy ¿sze nia, przy czym
za cho dzi re la cja:

p t F t P T t( ) ( ) ( )= - = >1 (2.2)

Zmien nej lo so wej T typu ci¹g³ego i za³o¿o nej nie za wod no œci p od po wia da
wa r toœæ tp, któ ra sta no wi okres bez awa ry j nej pra cy sy ste mu. Wa r toœæ tp dla za -
da ne go p otrzy mu je siê w wy ni ku roz wi¹za nia rów na nia:

f t dt p
tp

( ) ,=
¥

ò
(2.3)

w któ rym f(t) jest funkcj¹ gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa/nie za wod no œci. Z uwa gi
na fakt, ¿e: 

f t
dF t

dt

dp t

dt
( )

( ) ( )
= = - (2.4)

f(t) in ter pre towa na jest jako spa dek nie za wod no œci lub wzrost za wod no œci w nie sko ñ -
cze nie ma³ym prze dzia le cza su.
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In ten sy w noœæ awa rii wy ra ¿a siê w po sta ci [Bo bro wski 1985, Szo pa 1999]:

l( )
( )

( )
t

f t

p t
= (2.5)

Do okre œle nia po wy ¿szych fun kcy j nych cha ra kte ry styk nie za wod no œci sy ste -
mu, po trze b na jest zna jo moœæ spa d ku nie za wod no œci lub wzrost za wod no œci
w nie sko ñ cze nie ma³ym prze dzia le cza su, czy li zna jo moœæ fun kcji gê sto œci pra w -
dopo dobie ñ stwa w po pu la cji ge ne ra l nej, któ rej re pre zen ta cjê sta no wi pró ba lo so -
wa za wie raj¹ca ob se r wa cje d³ugo œci okre su bez awa ryj ne go fun kcjo no wa nia roz -
wa ¿a ne go sy ste mu sie ci. Jed nak po staæ fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa
w po pu la cji ge ne ra l nej nie jest zna na. W zwi¹zku z tym fa ktem okre œla siê przy -
bli ¿on¹ po staæ po wy ¿szej fun kcji, sto suj¹c jed no z dwóch alte rna ty w nych po dejœæ 
– po dej œcie para me try cz ne lub niepa rame try cz ne.

W przy pa d ku para me try czne go po dej œcia, bêd¹cego po dej œciem aprio ry cz -
nym, w od nie sie niu do po pu la cji ge ne ra l nej zak³ada siê ró ¿ ne fun kcje gê sto œci
rozk³adu pra wdopo dobie ñ stwa i na pod sta wie pró by lo so wej esty mu je siê pa ra -
me try, a na stê p nie w ró ¿ ny spo sób bada siê zgod noœæ tych fun kcji z rozk³adem
pra wdopo dobie ñ stwa w pró bie lo so wej [np. Ka r cz ma rek 1970] lub sto su je siê
kry te rium se le kcy j ne [Aka i ke 1974] do wy bo ru fun kcji gê sto œci naj le p szej z przy -
jê tej kla sy. 

Te mat ni nie j sze go ar ty ku³u zwi¹zany jest z esty macj¹ j¹drow¹ sta no wi¹c¹ po -
dej œcie niepa rame try cz ne i nie aprio ry cz ne, w ra mach któ re go mo ¿ na za sto so waæ
j¹dro wy esty ma tor fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa [Fe luch 1987, 1994].
Na pod sta wie pró by lo so wej uzy sku je siê przy bli ¿e nie rozk³adu pra wdo po do bieñ -
stwa zda rze nia w po pu la cji ge ne ra l nej bez po trze by do ko ny wa nia jaki ch ko l wiek
za³o¿eñ co do kszta³tu fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa ponad to, ¿e pró ba
lo so wa jest „dobr¹” re pre zen tacj¹ po pu la cji ge ne ra l nej. Mo ¿ na za uwa ¿yæ, ¿e gdy -
by pró ba lo so wa „Ÿle” re pre zen to wa³a po pu la cjê ge ne raln¹, o czym naj czê œciej
nie wia do mo i ra czej do ty ch czas nie s¹ zna ne me to dy ba da w cze po zwa laj¹ce to
oce niæ, wów czas ja kie ko l wiek po dej œcie proba bili sty cz ne nie mia³oby sen su
w ka te go riach wia ry god nej oce ny wsze l kich cha ra kte ry styk sta ty sty cz nych.

Z uwa gi na pro blema ty cz noœæ za³o¿eñ do tycz¹cych kszta³tu fun kcji gê sto œci
pra wdopo dobie ñ stwa w przy pa d ku oce ny nie za wod no œci sie ci in fra stru ktu ry
przy nie pe³nej ewi den cji awa rii sie ci, po dej œcie niepa rame try cz ne wy da je siê naj -
bar dziej uza sa d nio ne.

3. Esty ma cja j¹dro wa

Zgod nie z po wy ¿szym, w esty ma cji j¹dro wej kszta³t fun kcji gê sto œci pra w -
dopo dobie ñ stwa nie jest zak³ada ny a prio ri tak jak w me to dach para me try cz -
nych, lecz uzy ski wa ny w po sta ci esty ma to ra na pod sta wie da nych obse rwa cy j -
nych.
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Ka ¿ dej ob se r wa cji N-e le men to wej pró by lo so wej, przy pi su je siê okre œlon¹
fun k cjê K(y) zwan¹ funkcj¹ j¹dra, spe³niaj¹c¹ wa run ki [Pa rzen 1962, Fe luch
1994]:

sup ( )K y < ¥ (3.1)

-¥ < < ¥y

K y( ) ³ 0 (3.2)

K y dy( ) =
-¥

¥

ò 1
(3.3)

Po wy ¿sze wa run ki okre œlaj¹, ¿e funkcj¹ j¹dra mo¿e byæ ka ¿ da fun k cja przy j -
muj¹ca wa r to œci sko ñ czo ne (3.1), do da t nio okre œlo na (3.2) oraz ca³ko wa l na zgod -
nie z wa run kiem (3.3). Esty ma tor fun kcji gê sto œci jest za le ¿ ny od roz³o¿o nych
nad obse r wa cja mi „j¹der” (rys. 3.1)

Ty po wym przed sta wi cie lem esty ma to rów j¹dro wych jest esty ma tor Pa rze na.
Dla N-e le men to wej pro stej pró by lo so wej sta no wi¹cej re a li za cjê zmien nej lo so -
wej X, esty ma tor $( )f x  nie zna nej fun kcji f(x) gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa ma

po staæ [Pa rzen 1962]:

$( )f x
Nh

K
x X

h
i

i

N

=
-é

ë
ê

ù

û
ú

=
å

1

1

(3.4)

gdzie:
Xi – i-ty ele ment N-e le men to wej pró by lo so wej { }X

i i

N

=1

h – wspó³czyn nik g³ad ko œci za le ¿ ny od li cze b no œci pró by (N) oraz od wa r to œci jej
  ele men tów.
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Rys. 3.1. Ilu stra cja esty ma cji fun kcji gê sto œci przy wy ko rzy sta niu esty ma to ra Pa rze na

îród³o: [Si l ve r man 1986].



Bez wzglê du na kszta³t fun kcji j¹dra spe³niaj¹cej wa run ki (3.1) – (3.3), esty ma -
tor Pa rze na ma tê w³as noœæ [Gre b li cki 1974], ¿e przy wzra staj¹cej li cze b no œci (N)
pró by za cho dzi re la cja:

lim [ $( )] ( )
N

E f x f x
®¥

= (3.5)

gdzie: E f x[ $( )] – wa r toœæ œred nia.

Po wy ¿sza w³as noœæ oz na cza asy m p to tyczn¹ nie ob ci¹¿o noœæ esty ma to ra.
Z pra kty cz ne go pun ktu wi dze nia jest isto t ne, aby zbie ¿ noœæ ta by³a jak naj szy b -
sza.

Œred ni sca³ko wa ny b³¹d œred nio kwa drato wy esty ma to ra (3.4), umo ¿ li wiaj¹cy
glo baln¹ oce nê esty ma to ra, ma po staæ [Pa rzen 1962]:

MISE E f x f x dx= -
-¥

¥

ò [( $( ) ( )]2 (3.6)

Zgod nie z pra ca mi Pa rze na [1962], Ta pia i Tho m so na [1978], a ta k ¿e Sil ve r -
ma na [1986] b³¹d MISE esty ma to ra Pa rze na (3.4) ma po staæ:

( )MISE
Nh

K y dy
h

y K y dy f x@ +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

-¥

¥

-¥

¥

ò ò
1

4

2
2

2 2( ) ( ) ( )( )

-¥

¥

ò
2

dx
 (3.7)

Znak „@” oz na cza rów noœæ asy m p to tyczn¹, tzn. z po mi niê ciem re szty, zaœ
f (2)(x) jest drug¹ po chodn¹ nie zna nej fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa od po -
wia daj¹c¹ po pu la cji ge ne ra l nej.

W za le ¿ no œci (3.7) mo ¿ na za uwa ¿yæ, ¿e po staæ fun kcji j¹dra rzu tu je na war-
to œci MISE. Na pod sta wie ra chun ku wa ria cyj ne go mi ni ma li zuj¹c b³¹d MISE
(3.7) uzy sku je siê op ty maln¹ po staæ fun kcji j¹dra [Epa ne ch ni kov 1969, Fe luch
1994] w po sta ci:

( )
K y

b
y

b
dla y b

dla y

opt ( )
( ) | |

| |

=
-

æ

è
çç

ö

ø
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ï
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(3.8)

przy czym b oz na cza wa rian cjê oraz:

b y K y dyopt=
-¥

¥

ò
2 ( )

(3.9)

Po wy¿sz¹ po staæ (3.8) dla jed no stko wej wa rian cji tj. b = 1 roz wa ¿a³ [Epa ne ch -
ni kov 1969].
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W za sto so wa niach pra kty cz nych sto su je siê rów nie¿ ga us sowsk¹ fun kcjê j¹dra 
w po sta ci:

K y egauss

y

( ) =
-1

2

2

2

p

(3.10)

Po wy ¿sza ga us so wska fun k cja j¹dra ró ¿ ni siê od op ty ma l nej za le d wie piê cio -
pro cen tow¹ ró ¿ nic¹ b³êdu MISE [Fe luch 1994], co z pra kty cz ne go pun ktu wi dze -
nia jest wie l ko œci¹ mo ¿ liw¹ do za nie dba nia. Gra fi cz na ilu stra cja op ty ma l nej i ga -
us so wskiej fun kcji j¹dra (rys. 3.2) po zwa la za uwa ¿yæ nie wie l kie ró ¿ ni ce
w kszta³cie tych fun kcji ma³o isto t ne z pun ktu wi dze nia roz wa ¿a nej esty ma cji
j¹dro wej.

Mo ¿ li woœæ wy ko rzy sta nia esty ma to ra Pa rze na (3.4) stwa rza po trze bê od po -
wied nie go do bo ru wspó³czyn ni ka g³ad ko œci. Pod tym k¹tem, ana li zuj¹c za le ¿ -
noœæ (3.7) mo ¿ na za uwa ¿yæ, ¿e b³¹d MISE sk³ada siê z dwóch sk³ad ni ków, z któ -
rych pie r wszy sta no wi obci¹¿e nie esty ma to ra, zaœ dru gi jego wa rian cjê. Wzrost
wspó³czyn ni ka g³ad ko œci spo wo du je wzrost kwa dra tu obci¹¿e nia esty ma to ra, tj.
dru gie go sk³ad ni ka za le ¿ no œci (3.7) oraz ob ni ¿e nie wa rian cji, czy li pie r wsze go
sk³ad ni ka (3.7). Ob ja wiaæ siê to bê dzie nad mie r nym wyg³ad za niem prze bie gu
fun kcji przy bli ¿aj¹cej gê stoœæ pra wdopo dobie ñ stwa/nie za wod no œci.

Spa dek wa r to œci wspó³czyn ni ka g³ad ko œci spo wo du je ob ni ¿e nie kwa dra tu
obci¹¿e nia i wzrost wa rian cji esty ma to ra, co z ko lei spo wo du je nad miern¹ os cy la -
cjê prze bie gu fun kcji przy bli ¿aj¹cej.
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Rys. 3.2. Ilustracja kszta³tów funkcji j¹dra: 
• op ty ma l nej tj. dla b=1 w wy ra ¿e niu (3.8) – li nia nie bie ska

• gaussowskiej (3.10) – linia czerwona.



£atwo wiêc wy ob ra ziæ so bie ist nie nie op ty ma l nej wa r to œci wspó³czyn ni ka
g³ad ko œci, przy któ rej wa rian cja i kwa drat obci¹¿e nia osi¹gaj¹ wa r to œci, dla któ -
rych MISE osi¹ga mi ni mum.

Fo r ma li zacj¹ po wy ¿sze go opi su jest mini ma li za cja MISE wzglê dem wspó³-
 czyn ni ka g³ad ko œci h. Ze ruj¹c pierwsz¹ po chodn¹ wy ra ¿e nia (3.7) wzglê dem h,
uzy sku je siê mi ni mum MISE [Pa rzen, 1962] dla:

h K f N=
-

a b( ) ( )
1

5
(3.11)

gdzie:

a( )

( )

( )

K

K y dy

y K y dy

=
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

é

ë

ê
ê
ê
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ù
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-¥

¥

-¥

¥

ò

ò

2

2

2

ú

1

5

(3.12)

oraz:

( )b( ) ( )( )f f x dx=
é

ë
ê

ù

û
ú

-¥

¥
-

ò
2 2

1

5
(3.13)

Jak ko l wiek dla da nej fun kcji j¹dra wy ra ¿e nie (3.12) jest jed noz na cz nie okre œ lo -
ne, nie za le ¿ nie od po pu la cji ge ne ra l nej, a tym bar dziej od pró by lo so wej, to w za le ¿ -
no œci (3.13) wy stê pu je dru ga po chod na nie zna nej gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa
od po wia daj¹cej po pu la cji ge ne ra l nej f(.). Dla pra kty cz ne go wy ko rzy sta nia rów na -
nia (3.11) ist nie je po trze ba okre œle nia esty ma to ra dru giej po chod nej f (2)(x).

Zak³adaj¹c, ¿e esty ma tor Pa rze na (3.4) jest dwu kro t nie ró¿ nicz kowa l ny, za
esty ma tor dru giej po chod nej f(2)(x) mo ¿ na przyj¹æ wy ra ¿e nie [Fe luch 1994]:

$ ( )( ) ( )f x
Nh

K
x X

h
i

i

N
2

3

2

1

1
=

-é

ë
ê

ù

û
ú

=
å

(3.14)

gdzie: K(2) [.] oz na cza drug¹ po chodn¹ op ty ma l nej fun kcji j¹dra.
Na pod sta wie po wy ¿szych rów nañ mo ¿ na okre œlaæ wspó³czyn nik g³ad ko œci

dla op ty ma l nej fun kcji j¹dra hopt w po sta ci [Fe luch 1987; Ada mo wski, Fe luch
1987]:

h
w

N N b
opt

n£

-
æ

è
ç

ö

ø
÷

10

3
5

(3.15)
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gdzie:

w i N xn i
i

N

= - -
=
å( )2 1

1

(3.16)

przy pró bie lo so wej { }X
i i

N

=1
uporz¹dko wa nej w ci¹g nie ma lej¹cy.

Re la cja (3.15) sta no wi gó r ne ogra ni cze nie wspó³czyn ni ka g³ad ko œci, dla te go
teo re ty cz nie nie sza cu je siê b³êdu tego wy ra ¿e nia, a ta k ¿e b³êdu esty ma to ra dru -
giej po chod nej f (2) (x), tra ktuj¹c je jako ele men ty esty ma to ra gê sto œci $( )f x . Ponad -

to, w przy pa d ku ma³o li cze b nych prób lo so wych, przy j muj¹c gó r ne ogra ni cze nie
wspó³czyn ni ka g³ad ko œci za pe w nia na jest ni we la cja ewen tu a l nych os cy la cji funk -
cji przy bli ¿aj¹cej. Z uwa gi na mini ma li za cjê b³êdu MISE, ta kie osza co wa nie
wspó³czyn ni ka g³ad ko œci na le ¿y oczy wi œcie tra kto waæ jako qua si-o pty mal ne.

W celu okre œle nia wspó³czyn ni ka g³ad ko œci dla esty ma to ra Pa rze na i ga us so -
wskiej fun kcji j¹dra, na pod sta wie za le ¿ no œci (3.11) mo ¿ na za uwa ¿yæ, ¿e:

h K f Nopt opt=
-

a b( ) ( )
1

5
(3.17)

oraz:

h K f Ngauss gauss=
-

a b( ) ( )
1

5
(3.18)

Sto su nek oby d wu wy ra ¿eñ (3.18) i (3.17) pro wa dzi do za le ¿ no œci:

h

h

K

K

gauss

opt

gauss

opt

=
a

a

( )

( )

(3.19)

st¹d:

h h
K

K
gauss opt

gauss

opt

=
a

a

( )

( )

(3.20)

Mo ¿ na wy ka zaæ, ¿e:

a
p

( )

/

K gauss =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

2

1 5 (3.21)

oraz dla op ty ma l nej fun kcji j¹dra i jed no stko wej wa rian cji (b=1)

a( )

/

K opt =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

3

5 5

1 5 (3.22)
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Ponad to, je ¿e li przy j mie siê, ¿e rów na nia (3.15) i (3.16) sta no wi¹ pod sta wê
oce ny hopt, wów czas wy ra ¿e nie (3.20) z uw z glêd nie niem (3.21) i (3.22) przy bie ra
po staæ:

h
w

N N
gauss

n»
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

30 10

3

1 5

p

/

(3.23)

Wa r toœæ hga uss uzy ska na z wy ra ¿e nia (3.23) nie wie le ró ¿ ni siê od wa r to œci hopt

uzy s ka nej z wy ra ¿e nia (3.15), gdy¿ po po dzie le niu stro na mi re la cji (3.23) i (3.15)
uzy s ku je siê, ¿e: 
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Wa r toœæ wspó³czyn ni ka g³ad ko œci dla ga us so wskiej fun kcji j¹dra hga uss uzy ska -
na w po wy ¿szy spo sób, jest wiê ksza o oko³o 1% od wa r to œci uzy ska nej dla op ty -
ma l nej fun kcji j¹dra hopt.

4. Luka po mia ro wa w ewi den cji awa rii

W dzien ni kach po mia ro wych, na przyk³ad sie ci wo do ci¹go wej czy ka na li za cyj -
nej, oprócz okre su ewi den cji awa rii za uwa ¿a siê cza sa mi na wet zna cz nie d³u¿ szy
okres bra ku ewi den cji, któ ry mo ¿ na na zwaæ luk¹ po mia row¹ (rys. 4.1). W okre -
sie tym bra ku je in fo r ma cji o jaki ch ko l wiek awa riach. Mo¿e wiêc za ist nieæ sy tu a -
cja, ¿e w luce bêd¹cej pe w nym od cin kiem cza su wy stê po wa³y awa rie sy ste mu sie -
ci, któ re na sku tek bra ku re je stra cji nie zo sta³y uwz glê d nio ne w oce nie
nie za wod no œci sie ci. Od d³ugo œci ist niej¹cej luki i okre su ewi den cji awa rii za le ¿y
wiêc proba bili sty cz na oce na nie za wod no œci sie ci.

Na rys. 4.1 za uwa ¿yæ mo ¿ na, ¿e dla da ne go sy ste mu sie ci in fra stru ktu ry je -
dyn¹ sta³¹ wie l ko œci¹ przy ana li zie awa rii jest mo ment roz po czê cia ewi den cji
awa rii (to). Po zo sta³e wie l ko œci, za rów no mo ment roz po czê cia eks plo a ta cji sie ci
(ts), jak i mo ment wyst¹pie nia awa rii (t) maj¹ cha ra kter lo so wy. Mo ¿ na wiêc
przyj¹æ, ¿e luce po mia ro wej od po wia daæ bê dzie zmien na lo so wa X, któ rej wa r to -
œci sta no wi¹ od cin ki cza su nie za wod nej pra cy sy ste mu po miê dzy zmien nym (ts)
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Rys. 4.1. Luka po mia ro wa i okres ewi den cji awa rii; ts – mo ment uru cho mie nia sy ste mu,
to – mo ment roz po czê cia ewi den cjono wa nia awa rii, t – mo ment awa rii, X i Y – zmien ne lo so we

od po wia daj¹ce od po wie d nio luce po mia ro wej i okre so wi ewi den cji.



i sta³ym to, zaœ okre so wi ewi den cji awa rii – zmien na lo so wa Y o wa r to œciach po -
miê dzy sta³ym to i zmien nym ts. Oby d wie zmien ne lo so we mo ¿ na po tra kto waæ
jako nie za le ¿ ne i po sia daj¹ce ci¹g³e rozk³ady. Pod staw¹ oce ny nie za wod no œci
mo¿e byæ suma tych dwóch zmien nych lo so wych, po nie wa¿ sieæ pra cu je od mo -
men tu ts do chwi li to:

Z X Y= + (4.1)

przy czym:
X jest zmienn¹ lo sow¹ od po wia daj¹c¹ luce po mia ro wej o gê sto œci pra wdo po do-
    bie ñ stwa fx(x);
Y jest zmienn¹ lo sow¹ od po wia daj¹c¹ okre so wi ewi den cji awa rii o gê sto œci praw -
   dopo do bie ñ stwa fy(y);
Z jest zmienn¹ lo sow¹ od po wia daj¹c¹ okre so wi bez awa ry j nej pra cy sy ste mu o gê-
   sto œci pra wdopo dobie ñ stwa fz(z).

Dys try bu an ta zmien nej lo so wej sta no wi¹cej sumê dwóch nie za le ¿ nych
zmien nych lo so wych (4.1) w ob sza rze ca³ko wa nia S ma po staæ:

F z f x f y dxdy f x dx f y dy fx y

S

x y

z x

y( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = =òò òò
-¥

-

-¥

¥

( ) ( )y dy f x dxx

z y

-¥

¥

-¥

-

ò ò (4.2)

zaœ fun k cja gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa sta no wi po chodn¹ dys try bu an ty co
wo bec po wy ¿sze go, fun k cja gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa zmien nej lo so wej Z
sta no wi splot dwóch fun kcji gê sto œci:

f z f z y f y dyx y( ) ( ) ( )= -
-¥

¥

ò
(4.3)

lub:

f z f x f z x dxx y( ) ( ) ( )= -
-¥

¥

ò
(4.4)

Po wy ¿sze wy ra ¿e nia s¹ to¿ sa mo œcio we. Wy bie raj¹c do oce ny fun kcji f(z)wy ra -
¿e nie (4.3) oraz sto suj¹c esty ma tor Pa rze na (3.4) z wy ko rzy sta niem nie za le ¿ nych
prób lo so wych od po wia daj¹cym zmien nym X i Y w po sta ci:
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uzy sku je siê:
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przy czym:
Nx, Ny – li cz ba lat pra cy sy ste mu od po wie d nio w cza sie luki po mia ro wej i okre su 

ewi den cji do zaob ser wo wa nej awa rii, tj. li cz ba ele men tów zbio ru wa r to -
œci zmien nych lo so wych X i Y,

hx, hy – wspó³czyn ni ki g³ad ko œci od po wia daj¹ce luce po mia ro wej (X) i okre so -
wi ewi den cji (Y).

Po prze mno ¿e niu sum w wy ra ¿e niu (4.6) mo ¿ na za pi saæ:
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W przy pa d ku ga us so wskiej fun kcji j¹dra (3.10) po sca³ko wa niu po wy ¿sze
rów na nie (4.7) przy bie ra po staæ:
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co jest rów no wa ¿ ne wy ra ¿e niu:
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gdzie:

h h hx y= +2 2 (4.10)

przy czym wspó³czyn ni ki g³ad ko œci hx i hy mo ¿ na wy zna czyæ, wy ko rzy stuj¹c za le¿ -
noœæ (3.23) w od nie sie niu do prób lo so wych (4.5) od po wia daj¹cym zmien nym X
i Y , a na stê p nie wspó³czyn nik h okre œlo ny rów na niem (4.10).

Esty ma tor fun kcji pra wdopo dobie ñ stwa prze wy ¿sze nia sta no wi¹cy mia rê
nie za wod no œci przed sta wia siê na stê puj¹co:
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st¹d:

$( )p z
N N

X Y z

hx y

i j

j

N

i

N yx

=
+ -æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

==
åå

1

11

j
(4.12)

gdzie:
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Esty ma tor in ten syw no œci awa rii zgod nie z rów na niem (2.5) mo ¿ na za pi saæ
w po sta ci:

$( )
$( )

$( )
l z

f z

p z
=

(4.14)

5. Przyk³ad ob li cze nio wy

Na pod sta wie do stê p nych z lat 1990–2002 re je stra cji awa rii ma gi stral sie ci wo -
do ci¹go wej jed ne go ze œred niej wie l ko œci miast pol skich przy go to wa no dwa 75-e -
le men to we zbio ry da nych, w któ rych:
l pie r wszy za wie ra³ wy dzie le nie okre sów do tycz¹cych luk po mia ro wych i ewi -

den cji awa rii zgod nie z rys. 4.1 co umo ¿ li wi³o utwo rze nie dwóch prób lo so -
wych typu (4.5) i wy ko rzy sta nie za le ¿ no œci (4.12) do oce ny nie za wod no œci,
(4.9) do oce ny fun kcji gê sto œci oraz (4.14) do oce ny in ten syw no œci awa rii; uzy -
ska ne wy ni ki ob li czeñ opi sa ne nazw¹ „splot” (li nie cza r ne) przed sta wio no
w po wy ¿szej ko le j no œci na rys. 5.1, rys. 5.2 i rys. 5.3,

l dru gi zbiór 75 da nych sta no wi³ jedn¹ pró bê lo sow¹ w po sta ci:

{ }T
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(5.1)

gdzie N sta no wi li cz bê lat do pie r wszej awa rii, licz¹c od pocz¹tko we go roku uru -
cho mie nia ma gi stral wy ¿ej wspo mnia nej sie ci wo do ci¹go wej. Zbio ru (5.1) nie
roz bi to na dwie czê œci i nie wy dzie lo no okre sów luk po mia ro wych i ewi den cji
awa rii. Do ob li czeñ przy jê to w przy pa d ku oce ny nie za wod no œci za le ¿ noœæ:
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gdzie:
Ti – i-ty ele ment N-e le men to wej pró by lo so wej ,
ht ga uss – wspó³czyn nik g³ad ko œci za le ¿ ny od li cze b no œci(N) pró by { }T

i i

N

=1
  oraz od

           wa r to œci jej ele men tów okre œlo ny na pod sta wie rów na nia (3.23).

Esty ma tor fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ stwa mia³ po staæ:
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gdzie:
Kga uss [.] – ga us so wska fun k cja j¹dra okre œlo na za le ¿ no œci¹ (3.10).

Esty ma tor in ten syw no œci awa rii przy jê ty do ob li czeñ po zo sta³ zgod ny z po sta -
ci¹ (4.14), ale w tym przy pa d ku z wy ko rzy sta niem za le ¿ no œci (5.2) i (5.3).
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Uzy ska ne wy ni ki ob li czeñ opi sa ne nazw¹ „bez splo tu” przed sta wio no w po -
wy ¿szej ko le j no œci na rys. 5.1, rys. 5.2 i rys. 5.3.

Po rów nuj¹c uzy ska ne wy ni ki ob li czeñ nie za wod no œci, fun kcji gê sto œci i in -
ten syw no œci awa rii dla dwóch proba bili sty cz nych mo de li (4.8 – 4.14) oraz (5.2,
5.3) i dwóch prób lo so wych (4.5) oraz (5.1) za uwa ¿a siê bar dziej „wy rów na ny”
prze bieg po wy ¿szych cha ra kte ry styk fun kcy j nych w przy pa d ku mo de lu splo to -
we go.
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Rys. 5.1. Po rów na nie nie za wod no œci w za le ¿ no œci od cza su pra cy sy ste mu ma gi stral sie ci
wo do ci¹go wej do chwi li zare je stro wa nia awa rii w dwóch roz wa ¿a nych przy pa d kach

– z uwzglêd nie niem splo tu i bez splo tu

Rys. 5.2. Po rów na nie fun kcji gê sto œci w za le ¿ no œci od cza su pra cy sy ste mu ma gi stral sie ci
wo do ci¹go wej do chwi li zare je stro wa nia awa rii w dwóch roz wa ¿a nych przy pa d kach

– z uwzglêd nie niem splo tu i bez splo tu



Roz bie ¿ no œci oby d wu po dejœæ w oce nie nie za wod no œci s¹ nie wie l kie (rys. 5.1). 
Do tycz¹ g³ów nie pocz¹tko we go okre su lat do awa rii oraz okre su po ja wie nia siê
wy ra Ÿ ne go prze giê cia w fun kcji gê sto œci (rys. 5.2). Ró ¿ ni ce w oce nie nie za wod no -
œci wy stê puj¹ g³ów nie w przy pa d ku, gdy fun k cja gê sto œci dla wa rian tu „bez splo -
tu” osi¹ga wa r to œci ni ¿ sze ni¿ w przy pa d ku „splo tu” (rys. 5.1).

Naj wiê ksze ró ¿ ni ce wy stê puj¹ w przy pa d ku oce ny in ten syw no œci awa rii na
ko ñ cu ob sza ru ewi den cji awa rii i w ob sza rze ekstra po la cji (rys. 5.3) – ob szar po -
wy ¿ej trzy dzie stu lat.

6. Dys ku sja

Przed sta wio na me to da oce ny nie za wod no œci, a ta k ¿e cha ra kte ry styk fun kcy j -
nych, ta kich jak fun k cja gê sto œci oraz fun k cja nie za wod no œci, po sia da wie le za let
wy ni kaj¹cych z po dej œcia niepa rame trycz ne go do esty ma cji, a mia no wi cie esty -
ma cji j¹dro wej. Naj wa¿ nie j szy przy tym jest fakt, ¿e kszta³t fun kcji gê sto œci pra w -
dopo dobie ñ stwa/nie za wod no œci nie trze ba przy j mo waæ a prio ri tak jak w po dej œ -
ciu para me try cz nym, ty l ko uzy sku je siê na pod sta wie pró by lo so wej, co do któ rej
milcz¹co przy j mu je my, ¿e sta no wi „dobr¹” re pre zen ta cjê po pu la cji ge ne ra l nej.

Wy dzie le nie pocz¹tku okre su ewi den cji awa rii to (rys. 4.1) i utwo rze nie dwóch 
prób lo so wych (4.5) po zwa la na uw z glêd nie nie do da t ko wej in fo r ma cji o awa riach 
w po rów na niu z po dej œciem po da nym w przyk³ad zie ob li cze nio wym (5.2 do 5.3).
Me to da oce ny nie za wod no œci i roz wa ¿a nych cha ra kte ry styk fun kcy j nych ba zu je
na splo cie dwóch fun kcji gê sto œci co jest zgod ne z rze czy wi sty mi uwa run kowa -
nia mi po mia ro wy mi awa rii przyk³ado wej sie ci in fra stru ktu ry. Dziê ki temu mo ¿ -
na ocze ki waæ, ¿e na pod sta wie pre zen to wa nej me to dy (4.8–4.14) uzy ska siê
wiêksz¹ ade k wa t noœæ w sto sun ku do rze czy wi stej i nie zna nej nie za wod no œci
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Rys. 5.3. Po rów na nie in ten syw no œci awa rii (la m b da-$( )l t ) w za le ¿ no œci od cza su pra cy sy ste mu
ma gi stral sie ci wo do ci¹go wej do chwi li zare je stro wa nia awa rii w dwóch roz wa ¿a nych przy pa d kach

– z uw z glêd nie niem splo tu i bez splo tu



przyk³ado wej in fra stru ktu ry w po rów na niu z przy pa d kiem opi sa nym wzo ra mi
(5.2 do 5.3). Tym nie mniej wie l koœæ luki po mia ro wej ma nie roz po zna ny wp³yw
za wy ¿aj¹cy oce nê nie za wod no œci. Wy ni ka to oczy wi œcie z bra ku da nych po mia -
ro wych do tycz¹cych awa rii ja kie mog³y wyst¹piæ w okre sie luki po mia ro wej.

Wo bec po wy ¿sze go, na su wa siê spo strze ¿e nie, ¿e po wy ¿sze me to dy mog¹ byæ
zwe ryfi ko wa ne te ch nik¹ typu Mon te Ca r lo po do b nie jak w pra cy [Fe luch 1994];
zak³adaj¹c okre œlon¹ po staæ fun kcji gê sto œci hipo tety cz ne go sy ste mu mo ¿ na wy -
ge ne ro waæ „pró by” lo so we okre sów bez awa ry j nej pra cy i ba daæ wp³yw ró ¿ nych
d³ugo œci luki po mia ro wej na oce nê nie za wod no œci. Po dej œcie ta kie po zwo li na
okre œle nie zmien no œci b³êdu oce ny nie za wod no œci i in nych cha ra kte ry styk nie -
za wod no œci w za le ¿ no œci od wie l ko œci luki po mia ro wej.

Literatura

 [1] Aka i ke H.: A New look At the sta ti sti cal mo del iden ti fi ca tion. IEEE Trans ac tions on

Au to ma tic Con trol 1974 26(2): 358–375.

 [2] Ada mo wski K., Fe luch W.: Po rów na nie me tod para me try cz nych i niepa rame try cz -
nych ob li cza nia przep³ywów ma ksy ma l nych ro cz nych okre œlo nym pra wdo po do-

bie ñ stwie prze wy ¿sze nia. Wia do mo œci IMGW 1987, Ze szyt 2–3, Wa r sza wa, 67–78.

 [3] Bo bro wski D.: Mo de le i me to dy mate ma ty cz ne te o rii nie za wod no œci w przyk³adach

i za da niach. WNT, Wa r sza wa 1985.

 [4] Epa ne ch ni kov V.A.: Non pa ra me tric Esti ma tes of Mul ti va ria te Pro ba bi li ty De n si ty.

The o ry of Pro ba bi li ty and Its Ap p li ca tions 1969, 14, 153–158.

 [5] Fe luch W.: Niepa rame try cz na esty ma cja fun kcji gê sto œci na przyk³ad zie przep³ywów
ma ksy ma l nych ro cz nych. Wy da nie: VI Se mi na rium Na uko we In sty tu tu In ¿y nie rii

Œro do wi ska PW, Wa r sza wa 1987, 21–37.

 [6] Fe luch W.: Wy bra ne me to dy j¹dro wej esty ma cji fun kcji gê sto œci pra wdopo dobie ñ -
stwa i re gre sji w hy dro lo gii. Pra ce Na uko we, In ¿y nie ria Œro do wi ska 1994, z. 15.

Ofi cy na Wy da w ni cza Poli te ch ni ki Wa r sza wskiej.

 [7] Gre b li cki W.: Asym pto ty cz nie op ty ma l ne al go ry t my roz po zna wa nia i iden ty fi ka cji
w wa run kach proba bili sty cz nych. Pra ce Na uko we In sty tu tu Cy ber ne ty ki Te ch ni cz nej

Poli te ch ni ki Wroc³awskiej 1974, nr 18.

 [8] Ka r cz ma rek Z.: Me to dy sta ty sty cz ne w hy dro lo gii i mete o ro lo gii. Wy daw ni c twa

Ko mu ni ka cji i £¹czno œci, Wa r sza wa 1970.

 [9] Pa rzen E.: On Esti ma tion of a Pro ba bi li sty De nsi ty Fun c tion and Mode. An. Math.

Sta tist. 1962, 33, 1065–1076.

[10] Si l ve r man B.W.: De nsi ty Esti ma tion for Sta ti stic and Data Ana ly sis. Mo no graphs on

Sta ti stics and Ap p lied Pro ba bi li ty. Ed. Cha p man and Hall. Lon don, New York 1986.

[11] Szo pa T.: Nie za wod noœæ i bez pie cze ñ stwo. Pod sta wy kon stru kcji ma szyn, t. I,

Wy daw ni c twa Nauko wo-Te chni cz ne, Wa r sza wa1999.

[12] Ta pia R., Tho m son J.: Non pa ra me tric Pro ba bi li ty De nsi ty Esti ma tion. Bo l ti mo re,

Ma ry land Z/Z/8, The Johns Ho p kins Uni ve r si ty Press 1978.

Probabilistyczna ocena niezawodnoœci systemu sieci infrastruktury z zastosowaniem... 33



[13] Wa w rzy niak B.: Szko³a Zarz¹dza nia. Pa ñ stwo we Wy daw ni c two Eko no mi cz ne.

Wa r sza wa1987.

34 Zeszyty Naukowe SGSP nr 49 (1) 2014

Wojciech FELUCH

Pro ba bi li stic As ses s ment of the Re lia bi li ty
of the Ne twork Sy stem In fra stru ctu re

Using the Ke r nel Esti ma tion and in Con di tions
of the Me a su ring Gap

The article presents a probabilistic method for assessing the reliability of
the measurement gap in conditions associated with a lack of data relating to 
failure in the long term operation of the network infrastructure. Used data
bus failure of water supply network. Nonparametric approach was applied
in the form of kernel estimation using Parzen estimator.

Ke y words: water supply network, the gap measurement, reliability, kernel
estimation, Parzen estimator.
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