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REPETENCIJA
FALI ELEKTROMAGNETYCZNEJ
[ JEJ NIEJEDNOZNACZNA DEFINICJA

STRESZCZENIE Znaczqcy rozwdj technik tomografii, zaréw-
no w medycynie jak i w technice, wykorzystuje fale elektromagnetyczne jako
czynnik ingerujqcy w srodowisko. Dotyczy to w znacznej mierze monohar-
monicznych fal plaskich. Wydaje sie, ze o ile komputerowa synteza obszaru
poddanego tomografii falowej jest bardzo zaawansowana, to jednak poziom
naukowy i poprawnos$¢ analizy zjawisk fizycznych zwiqzanych z penetracjq
pola elektromagnetycznego stosowanego w tomografii czesto sq niezadawa-
lajace. W niniejszym opracowaniu przytoczono podstawowe informacje doty-
czqce rownan falowych (bezposrednich i potencjalnych) w wersji podsta-
wowej i w postaci zespolonej jako rownania Helmholtza. Zwrécono przy tym
szczegolng uwage na wielkos¢ zespolong k nazywanq ‘liczbq falowq’ lub
‘repetencijq’, dla ktorej rozni autorzy przyjmujq niejednakowe definicje. Zamiesz-
czono zroznicowanq postac¢ rownan falowych wynikajqcq z tych dwoch
roznigcych sie definicji wielkosci k, jak rowniez zaleznq od dwojakiej mozli-
wosci przyjmowania znakow algebraicznych £ przy Im( k) lub przy Im( ©).

Stowa kluczowe: fale elektromagnetyczne, repetencja

1. WPROWADZENIE

Termin repetencja, symbol k, dla wielko$ci wystepujacej w opisie fali elektro-
magnetycznej jest synonimem terminu liczba falowa. Nazwa liczba falowa jest seman-
tycznie niepoprawna, bo sugeruje biednie, ze k& mialoby by¢ wielkoscia bezwymiarowa
(Scislej wielkoscia o wymiarze jeden), podczas gdy de facto k jest w uktadzie SI wyrazone
w jednostce m . Z tego powodu w niniejszym opracowaniu preferujemy dla k termin repe-
tencja 1 sugerujemy, zeby w publikacjach zrezygnowac¢ z terminu liczba falowa.
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6 K. Pawluk

W pismiennictwie traktujacym temat fal elektromagnetycznych spotyka si¢ dwie
rozne definicje repetencji w odniesieniu do dtugosci A fali:

1. k=Q2n)/A - patrz Griffiths [2], Jacson [4], Krakowski [5], Pawluk [6],
2. k=1/4 — patrz zalecenie IEC [3].

W niniejszym opracowaniu pokarzemy, jakie sa konsekwencje przyjecia 1-szej
lub 2-giej definicji repetencji na opis matematyczny monoharmonicznej, plaskiej fali
elektromagnetycznej o pulsacji w=2nf (wyrazonej w s '), przy zatozeniu liniowosci
srodowiska, ktore okreslimy jako maxwellowskie, to jest sSrodowiska opisanego przez
stale nastepujacych wielko$ci o warto$ciach rzeczywistych:

o przenikalnosci elektrycznej € = &y &, wyrazonej w F/m
o przenikalno$ci magnetycznej i = i i, wyrazonej w H/m
e konduktywnosci y, wyrazonej w S/m.

Srodowisko, w ktérym wyrdznia si¢ przenikalnosci wzgledne uogoélnione o war-
tosciach zespolonych, to jest £, =& —j&; 1 podobnie y, = g —ju; moze by¢ konse-
kwentnie okreslone jako niemaxwellowskie, patrz [6].

Oznaczymy pomocniczo predkos¢ rozchodzenia si¢ fali elektromagnetycznej
w wyze] opisanym liniowym, izotropowym S$rodowisku maxwellowskim przez

c=1 /@ = Co/ |e 1, , Wyrazona w m/s, gdzie:

o co~310°m/s P — predko$¢ swiatta w prozni,
e g ~1/(367) nF/m ) — stata elektryczna,
o =041 uH/m — stata magnetyczna?

Repetencja k definiowana wg 1 Iub k wg 2 okresla wielko$ci charakterystyczne
monoharmoniczne;j fali ptaskiej w liniowym $rodowisku przewodzacym nastepujaco:

e dlugosé fali ~wgl: A=2n)/k ;wg2: A=1/k,

o predkos¢ rozchodzenia sig fali  —wg 1: c= w/k ywg2lc=f / k,

e wspdlczynnik zatamania fali ~wg l: n=(ck)/w ;wg2: n= (clg)/ I
e gleboko$¢ wnikania fali® -wgl:d=1/k ;wg2: d=1/(2nK).

Jednakze w opisie fali elektromagnetycznej repetencje traktuje si¢ jako wielko$¢
zespolona, co komplikuje jej wyzej podane zwiazki z wielkosciami opisujacymi falg.

2. FALA PLASKA W LINIOWYM SRODOWISKU
PRZEWODZACYM

W rownaniach Maxwella dla liniowego srodowiska przewodzacego (np. dla
przewodnika elektrycznego) determinujacych elektromagnetyczna falg ptaska przyjmuje
si¢ na ogot upraszczajace zatozenie, patrz [2], [8], ze w takim Srodowisku poczatkowa

gesto$¢ powierzchniowa tadunku elektrycznego p. zanika na tyle szybko, ze w odpo-

Y Dokladnie ¢y =299 792 458 ... m/s.

? Doktadnie £,= 8,854 187 817 ... pF/m.

* Terminy stata elektryczna dla &, i stata magnetyczna dla g sa zalecane przez IEC.
Y Symbol « patrz dalej — wyrazenia (5) i (5a).



Repetencja fali elektromagnetycznej i jej niejednoznaczna definicja 7

wiednim réwnaniu Maxwella) divE = p. / &, mozna przyjaé uproszczenie div E = 0.
Jesli dodatkowo przyjmiemy takze, ze gesto$¢ pradu w obszarze rozchodzenia si¢ fali
nie jest wymuszona jakim$§ czynnikiem zewngtrznym, to konsekwentnie jest ona pro-
porcjonalna do natgzenia pola elektrycznego J. = J = y E. Te uszczegotowienia prowa-
dza to do jednorodnych réwnan polowych (patrz Dodatek 1) jak ponize;j:

’E  CE . B
VZE—/J&‘?—IU]/EZO 1 VzB—ﬂE&T—ﬂyEZO (1)

Rownania (1) stanowia formalng podstawe do opisu fali elektromagnetycznej
w rozpatrywanym maxwellowskim obszarze Q, ktory opiszemy wspotrzednymi prosto-
katnymi o wektorach jednostkowych X,y,z. Dla pierwotnej fali ptaskiej rozchodzace;j
si¢ w kierunku z przyjmiemy, ze jej sktadowa elektryczna jest skierowana w kierunku X,
a sktadowa magnetyczna w kierunku Y, co oczywiscie implikuje ze E(z,t) = XE, (z,¢)

1 B(z,1)=YyB,(z,1), a odpowiednie laplasjany sprowadzaja si¢ do drugich pochod-
nych: V2E = X~62Ex/622 i podobnie VB = y-@sz/az2 . Tak wigc wektorowe trdj-

wymiarowe réwnania falowe (1) upraszczaja si¢ do dwoch jednowymiarowych rownan
falowych, co po uproszczeniu przez wektory kierunkowe X 1 y sprowadza si¢ do

dwoch skalarnych roéwnan falowych:

2 2
O°E,  O°E,  OE, o°B,  0°B, 0B,
5 u % HY =, 55 u %) HY— (2)

Przy ograniczeniu si¢ do monochromatycznej fali ptaskiej o pulsacji @, wprowa-
dza si¢ odpowiednie zapisy zespolone, co dotyczy takze repetencji k, ktdéra wystepuje
w opisie rozwiazan réwnan falowych (2). Przyjmujac dla repetencji jej 1-sza definicjg
bedziemy repetencje zespolona oznaczaé przez k , a dla 2-giej definicji przez E . Repeten-
cja zespolona wystepuje w argumencie funkcji wyktadniczej zespolonego rozwiazania
rownan (2). Od pozadanej postaci zapisu funkcji sktadowych E, i By monochromatycznej

falo ptaskiej zalezy wyrazenie okreslajace repetencj¢ w funkcji wielkosci charakteryzuja-
cych $rodowisko wystgpowania fali. W niniejszym opracowaniu wybieramy posta¢ funk-
cji E, 1 By wedlug monografii Griffithsa [2]. Dla 1-szej i 2-giej definicji repetencji bedzie:

E(z,)=E &0 i B (z,)=B, ek (3)

E(z0)= B e &0 i (0= B, el E/D ()

gdzie l_:Tx = Ex % l_§y = éy el% reprezentuja wartosci zespolone dlaz=01¢= 0. Ar-

gumenty Jg 1 Jp sa, ogdlnie biorac, rozne.
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Podstawiajac rozwiazania (3) lub (3a) do (2) i dokonujac odpowiednich uproszczen,
patrz Dodatek 1, wyznacza si¢ kwadrat repetencji w srodowisku opisanym przez state ¢, g,
¥ o wartosciach rzeczywistych, ktory dla 1-szej definicji repetencji jest dany wyrazeniem:

2
K =uw(ewijy)=(2j (1ijij 4)
c EW
a dla 2-giej:
2
P2 - i\ i/
Psfor 2L 12 ) w0

Znaki algebraiczne + przy Im(k*) obowiazuja dla rozwiazan (3) i (3a), gdzie argument
cztonu zaleznego od czasu jest ujemny e “’; przy e ' obowiazuje znak —, patrz np. [6] i [8].

Stosownie do wyrazen (4) i dla czg$ci repetencji: rzeczywistej k i urojonej «,
(a wigc dla k= k * jx) obowiazuja podane ponizej wyrazenia:

> V2 R
k=2 el | 11 5 k=to/PH| 14| L] 1 )
2 E® 2 E®

W publikacjach dotyczacych plaskich fal elektromagnetycznych nie ma ogoélne;j
zgodnosci co do znakow + lub — przy «, ktore zaleza, ogdlnie mowiac, od sposobu za-
pisu rownan dla fal sktadowych: elektrycznej i magnetycznej. W szczegolnoscei, jesli
w opicie fal E, i By wystepuje czton wykladniczy ¢, to obowiazuje k =k +jx, a dla
e *? trzeba konsekwentnie przyjmowa¢ k = k—jx . Powolujac si¢ na Jacksona [4]
i Griffithsa [2] bedziemy tu, stosownie do (3) i (3a), przyjmowac¢ dla x znak plus.S)

Cze$¢ rzeczywista k (ktora bywa oznaczana takze symbolem f) jest nazywana
stala rozchodzenia sig fali, a k¥ charakteryzuje zanikanie fali; czgsto stala o =2« nazy-
wa si¢ wspotczynnikiem ttumienia fali, patrz [4].

Wyrazenia dla 2-giej definicji repetencji E —k+ JiK , patrz (4a), beda:

> 1/2 > 1/2
P=r |EH / 4 Cg=+f |EH 4 _
k—f\/; 14{8_27”[) +1| ; k==xf 5 14{8_27”[) 1 (5a)

Z powyzszych uwag dotyczacych znakéw algebraicznych wystepujacych w zespo-
lonych wyrazeniach na &’ i k wynika proste stwierdzenie, ze ani repetencja ani jej kwadrat,
mimo ze zaleza od parametréw Srodowiskowych obszaru rozchodzenia sig fali elektroma-
gnetycznej, nie moga by¢ interpretowane jako uogolniony parametr srodowiskowy, gdyz
ich posta¢ matematyczna zalezy od ksztattu funkcji opisujacych fale, ktdrej mozna przypo-
rzadkowywac zrdéznicowana posta¢ matematyczna.

 Rozwiazania dla k = k — jx patrz np. [6] i [8].
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Modut i argument repetencji definiowanej wg 1 jest dany wyrazeniami:

1/2

2
K:|§|:\jk2+1(2 =w| &u 1+[Lj ; ¢:arctg(%j 6)

E®
a wg definicji 2:
3 172
IE:|§|:\H€2+/€2 = f| eu |1+ /4 ; ;Zz;b:arctg(gj (6a)
e-2nf k

Rownania analizowanej tu fali ptaskiej mozna zapisaé w postaci zespolonej
z wykorzystaniem repetencji jako rownania Helmholtza — patrz Dodatek 1. Dla jej 1-szej
definicji bedzie:

VIE+A’E=0 ; V*B+k’B=0 (7
a dla 2-giej
VZE+4n’k’E=0 ; V’B+4n’k’B=0 (7a)

Dopuszczalne rozwiazania wektorowe rownan (7) lub (7a) dla sktadowych elek-
trycznej 1 magnetycznej pierwotnej fali ptaskiej wynikaja z wyrazen (3) lub (3a) zapisanych
z wykorzystaniem skladowych repetencji: rzeczywistej (k lub lg) iurojonej (x lub k).
Zwrocimy tu jeszcze uwagg, ze falg pierwotna mozna rozpatrywa¢ jako pobudzona
przez zadane wartosci wielko$ci falowych na brzegu obszaru Q (zagadnienie Dirichle-
ta). Dla repetencji okreslonej wg 1-szej lub 2-giej definicji mamy:

EGzn)=x-Ece 00 i B(zn=y-B, eIl ®
E(z,7)=X- Ex e—2n1€zej2n(1€z—j~t) i B(z)=y- By e—2m€zej2n(l€z—ft) (8a)

W powyzszych wyrazeniach cztony wykladnicze zawierajace x opisuja zanika-
nie fali w nastgpstwie jej ttumienia przez ggstos¢ pradu indukowanego w Q, a czlony
zawierajace k 1 zmienna ¢ wyrazaja zmiennos$¢ fali w czasie wraz z przesunigciem fazo-
wym proporcjonalnym do £. Iloraz wartoéci brzegowo-poczatkowych wektoréw E(z,¢)
i B(z,t) jest proporcjonalny do modutu repetencji K danej wyrazeniami (6) i (6a),
tj. dla jej 1-szej definicji bedzie:

%_ éy eJ53 _[%ejﬁj
E. E, eIk A

B, B,e% geid
2 = AyT =2 lub odpowiednio dla 2-giej
x E.eF 0]

)

>

|tq>|
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gdzie g — 95 = ¢ > 0 reprezentuje przesunigcie fazowe (opdznienie) sktadowej magne-
tycznej B(z,t) wzgledem sktadowej elektrycznej E(z,¢). Iloczyn statej x i odwrotnosci
wyrazen (9) okresla tzw. impedancje falowa Z = (uw)/ (K &%) = (uf)/ (K &).

3. ROWNANIA FALI PLASKEJ] WYRAZONE
ZA POMOCA POTENCJALOW

Rownanie falowe dla fali ptaskiej w liniowym srodowisku przewodzacym moz-
na w sposOb rownowazny zapisa¢ z zastosowaniem potencjatow: skalarnego elektrycz-
nego ¢, jednostka V, i wektorowego magnetycznego A, jednostka Tm. Jak wiadomo
wektorowy potencjal magnetyczny jest zdefiniowany rownaniem:

B=rotA (10)
a skalarny potencjat elektryczny rownaniem:

—E; =gradg (11

gdzie Eg reprezentuje sktadowa stacjonarna natgzenia pola elektrycznego, w odrdznie-
niuod E; =—90A/0t symbolizujacego indukowane natezenie pola elektrycznego.

Jak wiadomo, definicja rotacji nie jest jednoznaczna; nadaje jej si¢ wybrana jed-
noznaczno$¢ przez zdefiniowanie divA, co okresla si¢ jako cechowanie. Po za-
stosowaniu cechowania, patrz [4] i [5], w postaci:

divA=—pu(yp—e-0p/or) (12)

i przy podtrzymaniu uproszczenia ze divE = 0, otrzymuje si¢ rownania polowe o posta-
ci analogicznej do (1):

VZA—,ugat—z—m/—=0 i Vz(p—,ug——m/—=0 (13)

ktorym odpowiadaja rownania Helmholtza, patrz Dodatek 2, ktore dla 1-szej lub 2-giej de-
finicji repetencji przyjmuja postac:

; Vie-kp=0 (14)

; V2£—4nzl§2(£:0 (14a)

gdzie kz i Ez sa okreslone przez wyrazenia (4) lub (4a) a czgs$ci rzeczywiste i urojone

k, k, k, & przez dodatnie wyrazenia (5) 1 (5a).
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4. POMINIECIE PRADOW PRZESUNIECIA

W $rodowisku dobrego przewodnika mozna, dla matych wartosci @, pominaé —
jako nieistotne — prady przesunigcia przyjmujac yA(we) > 1, co skutkuje tym, ze kwa-
drat repetencji, ktora w tym przypadku bedziemy wyrdznia¢ indeksem ,,prim”, przyjmu-
je tylko wartosci urojone — patrz Sikora [7]. Dla 1-szej definicji repetencji bedzie wigc:

K*~jrue (15)
stad odpowiednio

K = fizme = (L)Y 2= (1)K (16)

a dla 2-giej definicji:
k2 = Guf)/2m (15a)

5 .M: ) ﬂ: N
k'=,[j o (1+3) /2\/5n (1+])k (16a)

Tak wigc, przy podanym wyzej ograniczeniu dla o &, czegdci (rzeczywista i1 urojona)
repetencji s identyczne:

k’:ic':«/(}/,uw)/«/z i podobnie ]9=IZ"=\/(}/,Uf)/(2\/ETC), (17)

co zreszta moze potwierdzi¢ wprowadzenie warunku granicznego y./(we) > 1 dla kazdego
z czterech wyrazen (5) i (5a). Odpowiednim modyfikacjom ulegaja zalezne od czasu funkcje

1 stad

wykladnicze wystepujace w wyrazeniach (8) i (8a) na sktadowa elektryczna E i magnetycz-
ng B fali ptaskiej; bedzie wiec dla 1-szej i 2-giej definicji repetencii:

EGz0=x-E,e 700 i Bzn)=y- B, e 7ell=) (18)

E(Z, t) =X 'EX e—2nl€'zej2n(1€'z—ft) i B(Z, t) — y.éy e—2TEk~'Zej2TC(k~,Z—fl‘) (183)

W powyzszych wyrazeniach zrezygnowano z rozroznienia k' od &’ stosownie do te-
go, ze przyjmujg one w danym przypadku identyczne wartosci. W przypadku analizy z pomi-
nigciem pradow przesunigcia modut repetencji jest dany wyrazeniami: dla 1-szej definicji
repetencji: K' = W, lub dla 2-giej: K'=/(yuf)/(27), a argument ¢' = ¢’ = n/4, stad
iloraz amplitud zespolonych redukuje sig, dla 1-szej lub 2-giej definicji, do:

B B &% s ‘ B, B, el%  freid -
I o L/ T s LS SN I/ BN T
E, Eer5E w w

gdzie 53 — 55 = TE/4
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5. SRODOWISKO NIEPRZEWODZACE

Dla $rodowiska nieprzewodzacego przyjmuje si¢ po prostu ¥ — 0, co prowadzi
do repetencji rzeczywistej, ktorej przyporzadkowujemy tu indeks ,,bis”, bedzie wigc
dla 1-szej definicji repetencji:

K~ k" = cuw’ (20)
k"= w\Jeu :gzK" ; k"=0 21)
a dla drugiej
K~k =euf? (20a)
i"zf\/a=£=15" ; K"=0 (21a)

przy czym modut repetencji identyfikuje si¢ z jej sktadowa rzeczywista, co zapisano
w wyrazeniach (21) i (21a), a jej argument ¢" = ¢" =0

Odpowiednie wyrazenia na sktadowe fali poprzecznej, w tym przypadku nie
podlegajacej thumieniu, beda:

E(Z; t) — y . Ex ej(k”z*a)t) 1 B(Z’ t) — y . éy ej(k”zfa)l) (22)

E(zn)=x-E,e2/0 § B(zp)=y. B el E=/0 (222)

Stosunek amplitud zespolonych wynosi w tym przypadku

A

By ejéB Kﬂ ejO

B R B l0B
Sy _ _ B, Bye

~ 5

Ex EyCJ E 1)

==
E, EerE

>

Krel?
= \/a Iub odpowiednio T = \/a (23)

6. PODSUMOWANIE

W niniejszym opracowaniu zestawiono w uporzadkowany sposob rownania fa-
lowe i odpowiadajace im réwnania Helmholtza dotyczace monoharmonicznej, ptaskiej
fali elektromagnetycznej w liniowym s$rodowisku maxwellowskim. Rozrézniono row-
nania wyrazone:

o dla wielkosci bezposrednich, tj. dla natgzenia pola elektrycznego E i indukcji ma-
gnetycznej B,
o dla potencjatow: skalarnego elektrycznego ¢ i wektorowego magnetycznego A.
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Roéwnania polowe i rownania Helmholtza zapisano za pomoca pomocniczej wielkosci
zespolonej k zaleznej od parametrow srodowiskowych srodowiska, w ktérym rozchodza
si¢ fale, dla ktorej stosowano termin repetencja, a nie jej rozpowszechniony synonim
liczba falowa, ktory oceniono jako semantycznie niepoprawny.

Zwrbocono uwagg na fakt, ze pierwotna wielkoscig jest raczej kwadrat repetencji
niz sama repetencja z jej czg¢Sciami: rzeczywista i urojona, i ze do opisu fali elektroma-
gnetycznej mozna przyporzadkowywac tym czgsciom rozne znaki algebraiczne (+ lub —),
modyfikujac stosownie wyrazenia na skladowe E i B fali elektromagnetycznej. Przykta-
dowo Griffiths [2] i Jackson [4] stosuja znak plus dla obydwu czesci k£ a Smythe [8]
ogranicza si¢ w zasadzie do zapisu rownan przede wszystkim za pomoca parametrow
srodowiskowych, wprowadzajac pomocniczo wielko$ci proporcjonalne do & i x odpo-
wiadajace przyjecin k=k—jx.

Pokazano jak ksztaltuja si¢ wyrazenia na fale E i B w przypadkach szczegdlnych,
gdy w srodowisku poddanym dziataniu ptaskiej fali monochromatycznej prady przesunig-
cia sa pomijalnie male, a takze gdy §rodowisko nie wykazuje cechy ttumienia fali.

Nie stwierdzono okres§lonych preferencji dla definiowania repetencji za pomoca
2-giej definicji tj. k=1/1 w poréwnaniu do 1-szej definicji k= (2n)/ A, ktdra przyjmuja
—jak sadze w wigkszos$ci — autorzy klasycznych monografii z zakresu elektrodynamiki.

DODATEK 1 — Réwnania Helmholtza bezposrednie
dla plaskiej fali elektromagnetycznej

Fala elektromagnetyczna w obszarze Q scharakteryzowanym przez trzy wielkosci srodowisko-
we: & p, y o warto$ciach rzeczywistych const jest zdefiniowana dwoma jednorodnymi rownaniami falo-
wymi opisujacymi jej sktadowe: elektryczng i magnetyczna:

VZE—,ng%—,uy—:O VZB—;&:?—W/—=O (1-d1)

Rownania te sg konsekwencja rownan Maxwella w wyzej zdefiniowanym $rodowisku, ktore za-
piszemy w postaci:

(i) rotB=puJd +ys§ ; (ii) rotE=—@
ot ot
(iii) divB =0 ; (iv) divE=p/e (2-d1)

przy dodatkowym przyjgciu, ze ggstos¢ pradu wystgpujaca w rownaniu (i) jest proporcjonalna do natgze-
nie pola elektrycznego J = y E. Po obustronnym zastosowaniu operacji rot do rownania (i) i uwzglednie-
niu: po pierwsze tozsamosci rot rotB = grad divB-V>B, i po drugie zerowania si¢ dywergencji B

zgodnie z réwnaniem (iii), otrzymuje si¢ wyrazenie na laplasjan V’B =—u [gag(rotE)+y(rotE)],
t

ktore po uwzglednieniu réwnania (ii) prowadzi bezposrednio do drugiego rownania falowego (1-d1).
Pierwsze z rownan falowych (1-d1) otrzymuje si¢ przez identyczne zastosowanie obustronnej rota-
cji do rownania (ii) wraz z zatozeniem dodatkowym, Ze ggsto$¢ objetosciowa tadunku jest pomijalna p = 0.
Przyjmujac, ze pierwotna fala ptaska przemieszcza si¢ w trojwymiarowym obszarze Q) w kierun-
ku z prostokatnego uktadu wspolrzednych, sktadowa elektryczna fali jest skierowana w kierunku X ,
a skladowa magnetyczna w kierunku y ; mozna sktadowe fali zapisa¢ wyrazeniami:
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E(z)=x-Ee%® ™ | Bzn=y B, e (3-d1)
gdzie E = E N eI § B ) = B ) /%8 astala zespolona k reprezentuje repetencije.

Oznaczmy pomocniczo E, =£el4=70 i B = Belk==) i stosownie do (3-d1) zapiszmy po-

chodne czastkowe fal sktadowych wzgledem zmiennych zi ¢ jak nastgpuje:

2 2
VZE=X~V2EX=X~86€X =—X-k’E, ; %EZ_X'WE" ; ‘Z—E:—XWZEX (4-d1)
z t t

2
B, oB . 2
sz=y-v23y=y~a—Z’=—y~EBy P Ty B, ?;=—y-w28y (5-d1)

Po wprowadzeniu powyzszych pochodnych czastkowych do (2-d1) i po obustronnym podziele-
niu pierwszego z rownafi (2d) przez —X- E, lub podobnie drugiego przez —y- B, otrzymuje si¢ obowia-

zujace dla monoharmonicznej fali ptaskiej wyrazenie zespolone na kwadrat repetencji:

k? :,ua)(gaH—j}/) (6-d1)

z zastosowaniem ktorego szczegétowa, wektorowa posta¢ rownan falowych (1-d1) mozna zapisaé
w postaci rownan Helmholtza:
VE+uo (so+jy)E=0; tj. V’E+A’E=0 (7-d1)
VB+uw(co+jy)B=0; ti. V’B+k’B=0 (8-d1)

DODATEK 2 — Rownania Helmholtza potencjalne dla plaskiej fali
elektromagnetycznej

Jak wiadomo wprowadzenie potencjalow: skalarnego elektrycznego ¢ 1 wektorowego magne-
tycznego A definiuje si¢ przez:

gradp=-E ; rotA=B (1-d2)

przy czym definicja rotacji A obowiazuje z doktadnoscia do dowolnie wybranej dywergencji okreslanej
jako cechowanie div A = const. Rownania Maxwella (2-d1) dla monoharmonicznej fali ptaskiej w $rodo-
wisku zdefiniowanym w Dodatku 1 podlegaja formalnie nastgpujacej modyfikacji. Wprowadza sig A
podstawiajac w rownaniach: (iv) rot B = rot rot A i w (iii) B = rot A. co skutkuje tym, ze rownanie (iii)
przyjmuje posta¢: rotE =-rotdA/dr. Jego catkowanie po zmiennych rotacji (z zamiana kolejnosci
rozniczkowania rot-9/0¢ na 9/0¢-rot ) prowadzi do wyrazenia

E =—-0A/dt—gradg (2-d2)

gdzie gradg reprezentujacy tu stata catkowania interpretuje sig jako stacjonarny sktadnik natgzenie pola

elektrycznego, a 0A/ 0t jako jego indukowany sktadnik. Réwnanie (iv) przyjmuje postaé:
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2
rotrot A=—uy oA +grade |—ue TA + grada—qp (3-d2)
ot ot ot

Korzystajac z niejednoznacznosci definicji rot A = B definiuje si¢ dywergencjg za pomoca ce-
chowania:
divA=—u(yp+e-09/0t) (4-d2)

i wprowadzajac do (3-d2) identyczno$é operatorowa dla rot rot A =grad div A— V2 A i wyzej wybrang
warto$¢ div A otrzymujemy:

graddivA—-V2A= y[y';_\+eatp\]y£ygradgo+£grad2fj (5-d2)

2

op 2 0A A op
— grad +pus— |-V°-A=— —t ue— |- rado + ue grad— 6-d2
g {#}’w H atJ [/17 o H o J (#Vg Prueg o ( )

Po obustronnym uproszczeniu przez gradienty otrzymuje si¢ rOwnanie falowe dla wektorowego potencja-
hu magnetycznego A
A 0A
VIA-pe———puy—=0 7-d2
HES T THY (7-d2)

Réwnanie falowe dla potencjatu elektrycznego ¢ otrzymuje si¢ na podstawie rownania (iv)
Maxwella, patrz (2-d1), w ktorym przyjmiemy p= 0, a za E podstawimy (2-d2). Stosujac zmiang kolej-

nosci rozniczkowania div-9/0¢ = /0t div i uwzgledniajac, ze operator divgrad = V2 mamy:
divE =—div-0A/0¢—divgradp =0 tj. —gdivA—Vz(p:O (8-d2)
t

i wprowadzajac do (8-d2) div A wedtug (4-d2) otrzymujemy jednorodne rownanie falowe dla ¢ w typo-
wej postaci:
2

o 09
Vip—ueZ L w2 -0 9-d2
Q- pE— Tl (9-d2)

Roéwnania falowe (7-d2) i (9-d2) mozna dla pierwotnej fali plaskiej zapisa¢ w postaci zespolonej
jako réwnania Helmholtza:
VZA-K*A=0 ; Vp-k*p=0 (10-d2)

w ktorych dla kwadratu repetencji zespolonej obowiazuje identyczne wyrazenie (4), ktére wyznaczono
w Dodatku 1, wzor (6-d1). Pokazemy tg identyczno$¢ na przykladzie wektorowego potencjatu magnetycz-
nego skladowej magnetycznej pierwotnej, ptaskiej fali monochromatycznej rozchodzacej si¢ w kierunku z , ktora

jest dana wyrazeniem (3-d1), tj. y - By elkz—en

Wektorowy potencjal magnetyczny ma w tym przypadku tylko jedna sktadowa zdefiniowana ja-
ko y-04,/0z= y-év e/&==00 7 czego wynikaja szczeg6lowe, nizej podane zaleznoéci na A, ijego
pochodne czastkowe:

A= [Bdz= Bl 04 [0 = jk B (11-d2)
ALY



16 K. Pawluk

1 2
o4, [ot = —%Be“z"”’) . %4, Jorr = -2 peltkeen (12-42)

Jk jk

Podstawiajac powyzsze do pierwszego z rownan falowych (10-d2) i upraszczajac je przez wek-
tor y- li}v ei®==eD otrzymuje sig rownanie samych wspolczynnikow okreslonych przez powyzsze pochodne

czastkowe, w postaci jk + (uew?) / (k) +(uy®)/(k) =0, z ktorego wynika wyrazenie na kwadrat repe-

tencji k2 = pw(ew+]jy) identyczne jak (3), ktére obowiazuje dla réwnan falowych (7).
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REPETENCY OF THE ELECTROMAGNETIC WAVE
AND ITS DEFICIENT DESIGNATIONS

Krystyn PAWLUK

ABSTRACT Within the appreciable developing of tomography for
both the medicine and engineering the electromagnetic waves are applied to
penetrate an examined region. In particular, the monochromatic flat waves
are concerned. It is supposed, that the computer analysis of the regions
submitted to the electromagnetic wave tomography is actually far advanced,
but the corresponding mathematical approach to the wave phenomena has,
however, a rather cursory treatment. The base approach to the electromag-
netic waves (in a direct form and in a complex notation as the Helmholtz
equations) are presented. The special attempt is done to considering a com-
plex quantity k termed ‘repetency’ or ‘wave number’, for which various des-
ignations are chosen in publications. Relevant formulations of the wave
equations are presented in the paper. They correspond to two various desig-
nations of k and are depending also on the choice between the algebraic
sign % to Im( k) or to Im( £*).

Keywords: electromagnetic waves, repetency



