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Streszczenie: W artykule zaprezentowane zostało 

dwuwymiarowe modelowanie Metodą Elementów Skończonych 

(MES) układu do badań nieniszczących (ang. non-destructive 

testing, w skrócie NDT), składającego się z elektromagnesu 

jarzmowego i płyty ferromagnetycznej magnesowanej w sposób 

quasi-statyczny. Wykazane zostały ograniczenia stosowalności 

opartych na równaniach Maxwella obliczeń analitycznych 1D, 

które przynoszą zadowalające wyniki jedynie w zakresie 

liniowym. Choć model 2D umożliwia wyjście poza zakres 

liniowy, to uwzględnienie nieliniowości krzywej magnesowania 

B(H) w modelu numerycznym utrudnia, niekiedy w sposób 

znaczący, osiągnięcie zbieżności obliczeń. Zaproponowano 

strategie pokonywania wspomnianego problemu, m.in. za 

pomocą doboru pod-kroku obliczeniowego, eliminacji 

osobliwości, a także zadbania o ciągłość funkcji B(H) oraz jej 

pochodnej. Przedstawiono także rozwiązanie praktycznego 

problemu generacji właściwej funkcji na podstawie 

inżynierskich parametrów takich jak względna początkowa 

przenikalność magnetyczna oraz umowny poziom nasycenia. 

Praca stanowi punkt wyjścia do obliczeń statycznych 3D oraz 

analizy magnesowania polem zmiennym. 

 
Słowa kluczowe: badania nieniszczące, metoda elementów 

skończonych. 

 

1. WSTĘP 
 

Magneśnica jarzmowa (rys. 1) stosowana w 

statycznych i nisko-częstotliwościowych badaniach 

nieniszczących stali tworzy wraz z obiektem pomiaru 

obwód magnetyczny o nieliniowej charakterystyce. 

 
 
Rys. 1. Budowa elektromagnesu jarzmowego; A - cewka 

magnesująca, B - cewka kontroli strumienia, C - 

laminowany rdzeń 

Możliwość przewidywania jego docelowych parametrów 

pracy, w warunkach pomiarów in situ, jest istotna dla 

prawidłowego zaprojektowania aparatury oraz trafnej 

interpretacji wyników pomiaru. Niestety, nie istnieją obecnie 

techniki pomiarowe, które umożliwiałyby wgląd w stan 

namagnesowania dowolnego punktu układu, a więc konieczne 

jest odwołanie się do technik symulacyjnych. Modelowanie 

Metodą Elementów Skończonych jest podejściem 

sprawdzonym wielokrotnie przez Autorów [1-4], zarówno w 

kontekście badań podstawowych jak i zagadnień 

aplikacyjnych. Również inni badacze posługiwali się 

podejściem numerycznym do rozwiązywania rozkładu pola 

rozproszonego [5-9]. Z użyciem MES do obliczeń układu NDT 

wiąże się jednak wiele wciąż nieuporządkowanych kwestii. 

- Jaki algorytm obliczeniowy wybrać dla uzyskania 

największego realizmu przy najmniejszych nakładach? 

- Jak zdefiniować dane materiałowe do obliczeń, w 

szczególności krzywe B(H)? 

- Jak efektywnie korelować wyniki obliczeń z 

eksperymentem? 

- Jakie jest miejsce i granice zastosowań wzorów 

analitycznych i empirycznych? 

Kontekstem praktycznym pracy jest udoskonalenie 

prototypu o roboczej nazwie DCMS (Dual Core Magnetising 

Setup), stworzonego na wydziale FTiMS Politechniki 

Gdańskiej,  służącego do wyznaczania stanu naprężeń stali 

konstrukcyjnych z wykorzystaniem efektu Barkhausena. 

Prototyp składa się z dwóch elektromagnesów jarzmowych 

sterowanych osobnymi układami zasilającymi o kontrolowanej 

zmienności prądu, umieszczonych prostopadle do siebie na 

powierzchni badanego obiektu. Wspomniany układ stanowi 

interesujący a zarazem trudny do zamodelowania obiekt z 

powodu sprzężenia nieliniowych zjawisk. Czasoprzestrzenny 

rozkład pola magnetycznego jest tym bardziej skomplikowany, 

im wyższa jest częstotliwość magnesowania. Zastosowane 

rdzenie posiadają różną długość, zaś magnesowany obszar 

może charakteryzować się ortotropią właściwości 

magnetycznych, np. w stalach duplex. Nawet w zagadnieniu 

statycznym mogą wystąpić istotne trudności w uzyskaniu 

zbieżnych obliczeń, co stwierdzono podczas wstępnych testów 

modelu 3D. Wykrycie źródeł wspomnianych trudności i 

pokonanie ich stanowi ważną część niniejszej pracy. 
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W obliczeniach proponuje się strategię 

przedstawioną schematycznie na rysunku 2. 

 

 
 
Rys. 2. Schemat procesu optymalizacji działania układu NDT z 

wykorzystaniem MES 

 

Kluczowe znaczenie ma dobór wymiarów modelu 

(etap A). Modelowanie analityczne 1D wymaga 

wprowadzenia silnych założeń upraszczających, a jego 

wiarygodność jest tym niższa, im bardziej skomplikowana 

jest geometria układu. Istotną zaletą modelowania 

analitycznego - o ile jest ono zweryfikowane - jest 

zbędność oprogramowania i obliczeń MES. W przypadku 

zaś obliczeń 3D możliwe jest wierne odwzorowanie 

szczegółów geometrycznych układu, jednak wymagają 

one znacznych nakładów czasowych na modelowanie i 

obliczenia. Szczególnie czasochłonne jest uzyskanie 

wyników nieliniowej symulacji z efektami dynamicznymi 

(prądy wirowe). Pojedynczy okres magnesowania może 

wymagać, w zależności od gęstości siatki i stopnia 

nieliniowości, nawet 10-100h pracy komputera, przy 

czym aby zredukować przyczynek od stanów 

nieustalonych należy rozważyć więcej niż jeden okres.  

Podejście 2D stanowi korzystny kompromis 

pomiędzy dwiema opisanymi strategiami. Może ono być 

punktem wyjścia zarówno do określania granic 

stosowalności wzorów analitycznych (1D), jak też do 

bardziej precyzyjnego modelowania 3D. Modelowanie 2D 

pozwala na wykonanie w akceptowalnym czasie znacznej 

serii przebiegów w celu analizy wrażliwości 

optymalizowanych parametrów układu na zmiany 

geometrii i właściwości materiałowych. Pomaga ono 

wreszcie w rozwiązywaniu problemu niezbieżności i 

wykrywaniu ich dominującego źródła. 
 

2. MODELOWANIE 2D 

 

W programie ANSYS opracowany został  

sparametryzowany model 2D elektromagnesu 

umieszczonego na płycie stalowej o grubości 6 mm. We 

wstępnym wariancie jest to obwód ciągły materiałowo, 

tzn. zarówno płyta jak i rdzeń charakteryzują się 

jednakowymi właściwościami magnetycznymi. 

Dyskretyzacja modelu przedstawiona jest na rysunku 3. W 

modelu zastosowano pojedynczą linię symetrii. 

Konsekwencją dwuwymiarowości jest założenie 

umownej, jednostkowej głębokości modelu. 

 

 
 
Rys. 3. Dyskretyzacja modelu 2D z jedną linią symetrii ("S", 

przerywana linia); A - obszar powietrza; P - płyta; C - rdzeń 

elektromagnesu; W - dwa obszary przekroju przez cewkę 

magnesującą 

 

2.1. Dane materiałowe 

Dobór właściwości magnetycznych rdzenia i płyty nie 

jest zadaniem trywialnym. Przede wszystkim do obliczeń 

mających zastosowanie praktyczne niezbędne są dane 

dotyczące rzeczywistej pętli histerezy B(H) badanego 

materiału. Jak stwierdzono w laboratoryjnych 

doświadczeniach własnych, dane te mogą wykazywać rozrzut 

pomiędzy próbkami wykonanymi z nominalnie tego samego 

gatunku stali. Za punkt wyjścia przyjęto uśrednione wartości 

właściwości magnetycznych, charakterystyczne dla 

niskowęglowej (C<0.25%) stali konstrukcyjnej ogólnego 

przeznaczenia typu S235. Dane uzyskano na podstawie 

uśrednionych danych literaturowych [10-13]. Przyjęto 

początkową przenikalność magnetyczną względną równą 

2000, oraz poziom nasycenia 2.5 T przy H=50kA/m (μr~1.0). 

W części obliczeń założono, że rdzeń elektromagnesu 

wykonany jest z materiału Permalloy 80 o składzie 

chemicznym 79% Ni 17% Fe 4% Mo. Przyjęto za [14] 

względną przenikalność rdzenia wynoszącą 50000 oraz 

poziom nasycenia 0.8T przy 50kA/m. 

Wstępne obliczenia wykonano z użyciem krzywych 

materiałowych z [15]. Stwierdzono, że nie uzyskuje się 

zbieżności w sytuacji, w której materiał płyty stanowi stal 

konstrukcyjna, podczas gdy rdzeń wykonany jest ze stali 

magnetycznej typu Permalloy. Postawiono tezę, że dla 

uzyskania zbieżnych obliczeń niezbędne są "gładkie" krzywe 

materiałowe (ciągłość klasy przynajmniej C
1
 ). Krzywe takie 

wymagają znajomości analitycznej formy B(H), co nie jest 

zagadnieniem trywialnym. Potrzebna jest funkcja 

parametryczna B(H), która na podstawie inżynierskich 

parametrów, takich jak początkowa przenikalność 

magnetyczna, indukcja nasycenia itp., stworzy gładką krzywą 

B(H) możliwie wiernie odwzorowującą dane eksperymentalne. 

 

2.2. Algorytm Juds 

W pierwszej kolejności rozważono wzór zaproponowany 

przez Judsa et al [16]: 

 

𝜇 = 𝜇0 +
1

𝑘1𝑒
𝑘2𝐵

2
+𝑘3

                         (1) 

 
gdzie: µ - przenikalność magnetyczna materiału, µ0 – przenikalność 

magnetyczna próżni, k1, k2, k3 – parametry krzywej 

 

Wzór (1) posiada istotne wady. Po pierwsze, nie 

umożliwia uzyskania jawnej zależności między B i H. 

Dodatkowo, wprowadzenie warunku przechodzenia krzywej 

(rys. 4) przez określony punkt (H0, B0) wymaga obliczenia nie-

elementarnej całki: 
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𝐻0 = ∫
0

𝐵0
1

𝜇
𝑑𝐵                             (2) 

 

Całka (2) nie posiada rozwiązania analitycznego, m. 

in. ze względu na kwadrat argumentu w wykładniku. Co 

więcej, wartość liczbowa parametru k2 determinuje postać 

całej funkcji. W szczególności ważna jest relacja między 

składnikami sumy w mianowniku. Jeśli założy się, że 

jeden z nich wyraźnie dominuje, można rozwijać funkcje 

w szeregi Taylora. Takie założenie nie znajduje jednak 

potwierdzenia w przykładowych zestawach k1, k2 i k3 

podanych w [16]. 

 

 
 

Rys. 4. Zmierzone lub pobrane z literatury parametry 

inżynierskie (przenikalność początkowa „Mu zero”, promień 

krzywizny „Curvature”, indukcja nasycenia „Saturation”) 

stanowią punkt wyjścia do wyznaczenia postaci analitycznej 

krzywej anhisterezowej B(H) 

 

2.3. Algorytm Voce 

Inspiracją dla znalezienia prostszego i bardziej 

fizykalnego zapisu analitycznego B(H) był model 

konstytutywny plastyczności ciał stałych z programu 

ANSYS [17]. 

Wzór podstawowy, po zamianie zmiennych 

mechanicznych na magnetyczne, ma postać: 

 

𝐵 = 𝐵0 + 𝑎𝐻 + 𝑏(1 − 𝑒−𝑐𝐻)               (3) 

 
gdzie: B0 – remanencja, a, b, c – parametry krzywej 

 

W wielu przypadkach można założyć brak 

remanencji, B0=0. Zadanie względnej przenikalności 

początkowej μp prowadzi do: 

 
𝑑𝐵

𝑑𝐻
(0) = 𝑎 + 𝑏𝑐 = 𝜇𝑝𝜇0                    (4) 

 

Z drugiej strony można przyjąć, że dB/dH dąży w 

nieskończoności do przenikalności próżni, stąd: 

 
𝑑𝐵

𝑑𝐻
(∞) = 𝑎 = 𝜇0                                 (5) 

 

Raz jeszcze można skorzystać z H→∞, zauważając, że: 

 

B→ aH+b = μ0 H + b                             (6) 

 

Wyznaczenie b z krzywej doświadczalnej wymaga 

więc odjęcia od niej prostej  μ0 H i określenia asymptoty 

poziomej uzyskanej funkcji: 

 

b → B -  μ0 H                                   (7) 

Ostatecznie: 

 

𝑐 =
(𝜇𝑝−1)𝜇0

𝑏
                                    (8) 

 

Funkcja taka pozwala uzyskać idealną zgodność co do 

przenikalności początkowej oraz poziomów indukcji dla 

wysokich wartości H. Jej jedyną wadą jest brak 

kontrolowanego wpływu na odcinek odpowiadający 

największej zmianie krzywizny. 

Wzór ten posłużył do wyznaczania danych 

materiałowych w obliczeniach opisanych w kolejnym 

rozdziale. Podstawowe znaczenie miały krzywe dla stali 

węglowej oraz krzywa dla stali typu permalloy, przedstawione 

na rysunku 5. 

 

 
 
Rys. 5. Porównanie krzywych B(H) zbliżonych do materiałów 

użytych w prototypie urządzenia pomiarowego DCMS. 

 

3. WYNIKI OBLICZEŃ 2D 

 

Po wyborze metodyki generacji ciągłych krzywych B(H), 

przeprowadzono serię obliczeń. Ich głównym celem było 

sprawdzenie, jakie warunki są niezbędne do uzyskania 

zbieżności wspomnianych obliczeń. W pierwszej kolejności 

wykonano obliczenie o symbolu "102", w którym zarówno 

rdzeń jak i płyta wykonane są ze zwykłej stali konstrukcyjnej i 

charakteryzują się jednakową nieliniową krzywą B(H). 

Przykładowe wyniki przedstawione są na rysunku 6. 

 

 
 
Rys. 6. Typowy rozkład wypadkowej indukcji magnetycznej podczas 

statycznego magnesowania płyty stalowej. 

 

Zaobserwować można zagęszczenie strumienia w strefie 

wewnętrznej płyty, natomiast jej obszar zewnętrzny pozostaje 

prawie całkowicie nienamagnesowany. Charakterystyczna jest 

także niewielka strefa koncentracji strumienia na 

wewnętrznym narożu układu, w miejscu styku elektromagnesu 

z płytą. 

Następnie wykonano serię obliczeń "1xx" ("104"-"164"), 

w których przenikalność początkowa zarówno rdzenia jak i 
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płyty jest zwiększana stopniowo (4000, 8000,.... 64000). 

Wyniki symulacji przedstawiono na rysunku 7. 

 

 
 

Rys. 7  Krzywe B(H) o różnej  względnej przenikalności 

początkowej; krzywa "102" odpowiada uśrednionym 

parametrom niskowęglowej stali konstrukcyjnej S235 

(por. rozdział 2.1) 

 

Począwszy od przebiegu "116" niezbędne stało się 

wprowadzenie algorytmów wspomagających zbieżność. 

Aktywowano algorytm automatycznego doboru kroku 

czasowego, z krokiem początkowym 0.1 (10% całego 

procesu). 

W przebiegach z serii "2xx" pozostawiono płytę o 

właściwościach stali konstrukcyjnej, natomiast stopniowo 

zwiększano przenikalność początkową względną rdzenia, 

od 2000 do 64000. Podobnie jak w serii "1xx", algorytmy 

wspomagające stały się niezbędne począwszy od 

wprowadzenia przenikalności względnej magneśnicy 

równej 16000. 

W ostatnim, pojedynczym przebiegu użyte zostały 

charakterystyki możliwie bliskie występującym w 

prototypie. Względna przenikalność magnetyczna płyty 

wykonanej ze stali konstrukcyjnej S235 wynosiła 2000. Z 

kolei poziom nasycenia określono na poziomie 2.5T przy 

50kA/m. Rdzeń zamodelowano z wykorzystaniem danych 

dla stali typu Permalloy 80, o przenikalności początkowej 

50000 oraz umownym poziomie nasycenia 0.8 T przy 

50kA/m. Udało się uzyskać zbieżność, z tym samym 

algorytmem  wspomagającym, który okazał się efektywny 

w seriach "1xx" oraz "2xx". 

Wykazano, że przy użyciu starannie dobranych, 

ciągłych funkcji B(H) udaje się uzyskać zbieżność 

obliczeń przy zbliżonej do eksperymentalnej konfiguracji 

materiałowej modelu . 

 

4. PODEJŚCIE ANALITYCZNE 

 

Kontynuując prace rozpoczęte w [16], postawiono 

pytanie o granice stosowalności modeli analitycznych do 

opisu układu magneśnica-płyta. O ich potencjalnej 

atrakcyjności stanowi niezależność od kosztownych i 

trudnych w użyciu programów MES. Ich wadą jest 

natomiast wprowadzenie szeregu założeń 

upraszczających, które mogą prowadzić do oszacowań w 

dużym stopniu niedokładnych. 

Punkt wyjścia do sformułowania wzoru 

analitycznego stanowi prawo Ampere'a i Gaussa (dla 

magnetyzmu), odniesione do schematu przestawionego na 

rysunku 8. Niezbędne są założenia upraszczające, m. in. 

Pomijalny strumień rozproszenia do powietrza oraz praca 

układu w zakresie liniowo zmiennych prądów i pól. 

 

  
Rys. 8. Schemat układu z parametrami użytymi we wzorach 

analitycznych. 

 

Na rysunku występują następujące parametry: 

Φc,Φp – Strumień magnetyczny przez powierzchnie przekroju 

środkowego (w płaszczyźnie symetrii układu) odpowiednio dla 

rdzenia elektromagnesu oraz płyty; powierzchnie przekroju 

zaznaczone są czerwonym kreskowaniem   

Lc – Rozpiętość elektromagnesu 

Tc, Tp – Grubość rdzenia oraz płyty (rozmiar w płaszczyźnie 

pionowej, Y-Z) 

hc – Wysokość elektromagnesu 

Dc, Dp – Rozpiętość rdzenia płyty 

µc, µp – Przenikalność magnetyczna względna rdzenia i płyty 

 

Po prostych przekształceniach prawa Ampere'a i Gaussa 

uzyskuje się: 

 

𝐵𝑝 =
2I𝜇0

𝐴𝑝

𝐴𝑐𝜇𝑐
(𝐿𝑐+2ℎ𝑐)+

𝐿𝑐
𝜇𝑝

 , 𝐵𝑐 = 𝐵𝑝
𝐴𝑝

𝐴𝑐
                   (9) 

 
gdzie: Bp, Bc – indukcja odpowiednio wewnątrz płyty i rdzenia, Ap, Ac 

– przekroje poprzeczne płyty i rdzenia (odpowiednio Dp ∙ Tp 

oraz Dc ∙ Tc) 

 

Obliczenia analityczne porównano z obliczeniami 2D, dla 

tej samej geometrii.  Przyjęto następujące dane liczbowe: I = 

288 Ampero-zwojów (na połowie cewki magnesujacej, co 

odpowiada Itot = 576 Ampero-zwojów), Lc=8 cm, hc=3 cm, 

Tp=6 mm, Tc=2 cm, Lp=20 cm, µp=1000, µc=1000. Stwierdza 

się zadowalającą zgodność średniej indukcji w rdzeniu oraz 

płycie dla niskich prądów magnesujących, dla których układ 

nie wchodzi globalnie w zakres nasycenia magnetycznego 

(rys. 9). 

 

 
 
Rys. 9. Porównanie stanu namagnesowania, obliczonego analitycznie 

(1D) oraz numerycznie (symulacja 2D, bez wchodzenia w 

zakres magnetycznego nasycenia materiału). 
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Dla 10x wyższych prądów magnesujących nie 

obserwuje się, zgodnie z oczekiwaniem, zgodności 

między symulacją 2D (nieliniową), a podejściem 1D.  

Liniowe wzory analityczne prowadzą do wyników, 

zgodnie z którymi indukcja w rdzeniu sięga nierealnego 

poziomu 5-7 T. Wprowadzenie nieliniowości do wzorów 

analitycznych, np. w formie biliniowej krzywej B(H) jest 

teoretycznie możliwe, jednak wymaga znacznych 

modyfikacji założeń i dużo bardziej złożonej formy 

końcowej formuły. 

 

5. WNIOSKI I PERSPEKTYWY 

 

W pracy zaprezentowano numeryczną reprezentację 

2D elektromagnesu jarzmowego oraz płyty 

ferromagnetycznej. Obliczenia Metodą Elementów 

Skończonych pozwalają na określenie rozkładu pola 

magnetycznego zarówno w badanym obiekcie jak i 

magneśnicy. 

Wyprowadzono ze statycznych praw Maxwella 

równania analityczne wyznaczające użyteczne w opisie 

procesu magnesowania parametry. Stwierdzono, że 

równania te przynoszą wiarygodne wyniki dla układu 

magnesowanego prądem na tyle niskim, że żaden z jego 

elementów nie wchodzi w stan nasycenia magnetycznego.  

Realistyczne odwzorowanie analityczne układu 

osiągającego nasycenie, nawet jeśli jest możliwe, wydaje 

się zadaniem nieopłacalnym w porównaniu z 

modelowaniem MES. 

Rozważono dwie postaci analityczne krzywej B(H). 

Stwierdzono, że zaproponowany w pracy algorytm 

"Voce" generacji ciągłych krzywych B(H) pozwala na 

osiągnięcie uprzednio nieosiągalnej zbieżności obliczeń w 

ujęciu 2D. Kolejnym krokiem powinno być sprawdzenie, 

czy krzywe te są równie korzystne dla uzyskiwania 

zbieżnych obliczeń w modelu trójwymiarowym. 
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CONTROL OF MAGNETIC CIRCUIT PARAMETERS IN QUASI-STATIC MAGNETIC NON-

DESTRUCTIVE TESTING 

PART I: ANALYTICAL AND 2-D MODEL 
 

Key-words: non-destructive testing, finite element method 

 

2-D modeling of a non-destructive testing (NDT) set-up using finite element method (FEM) is presented. The set-up 

consists of a yoke and a ferromagnetic steel plate which is magnetized in quasi-static manner. Applicability limitations of 1-

D analytical calculations, which are based on Maxwell equations, have been reported. The 2-D model enables taking into 

account nonlinearity of a B(H) curve. However, presence of the nonlinearity makes it difficult to obtain a numerical solution 

of the model. Some strategies of solving this problem have been presented, among them: calculation sub-steps, elimination of 

singularity, providing continuity of B(H) curve and its first derivative. A problem of generation the right curve based on 

engineering parameters such as initial magnetic permeability or saturation level has been solved. This paper is the starting 

point for further 3-D and harmonic analysis. 


