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MATEMATYCZNY OPIS DYNAMIKI RUCHU BEZZAL OGOWEGO STATKU
POWIETRZNEGO

Streszczenie
W artykule przedstawiono rozwazania matematyczne dotyczqce analizy dynamiki ruchu platformy latajgcej —
quadocopter. Omowione w pracy zaleznosci matematyczce zostaly poddane badaniom symulacyjnym przeprowa-
dzonych w srodowisku Matlab/Simulink, w ktorym odwzorowano model obiektu latajgcego.

WSTEP

Oméwiona w artykule dynamika lotu samolotu bezzatogowego
BSP odnosi sie do platformy latajacej napedzanej czterema silni-
kami, ktére ustawione sg w osi pionowej. Mechanizm sterowania
takim obiektem latajgcym realizowany jest poprzez dodawanie lub
odejmowanie mocy do poszczegolnych silnikdw. Wykonanie tych
zalecen skutkuje zmiang kierunku lotu pojazdu oraz jego stabiliza-
cja. W literaturze model obiektu latajgcego z czterema silnikami
napedowymi nosi nazwe quadocopter. Model konstrukcyjny quado-
coptera charakteryzuje sie niewielkimi gabarytami konstrukcyjnymi
przez co podatny jest na niekorzystne warunki atmosferyczne, a w
szczegolnosci dotyczy to silnego wiatru.

Nadmieni¢ wypada, ze na chwile obecng samoloty BSP naj-
czesciej wykorzystywane sg przez stuzby mundurowe.

Rola bezzatogowych statkow powietrznych wykorzystywanych
w wojsku bedzie ciagle rosta. Planuje sie wprowadzenie do stuzby
wielu ich rodzajéow: od niewielkich startujacych z reki, mogacych
pomdc w rozpoznaniu plutonowi piechoty, do wielkich o zasiegu
globalnym.

Rozwijajq sie bojowe wersje bezzatogowych samolotow —
zaczyna si¢ je wyposazaé w przeciwpancerne pociski kierowane
lub bomby lotnicze [1].

Matematyczne réwnania opisujace dynamike lotu platformy la-
tajacej - quadocoptera znaczaco si¢ rdzni od zaleznosci matema-
tycznych opisujgcych mechanike lotu standardowych obiektéw
latajacych. Majac to na uwadze w rozwazaniach przyjeto, ze waga
quadocoptera wynosi okoto 0,89 kg, a réwnania ruchu zostang
przedstawione w odniesieniu do réwnan Eulera-Lagrange’a. Po-
nadto obiekt umieszczono w globalnym uktadzie wspétrzednych.
Dilugo$¢ ramion ramy wykonanej z widkna weglowego wynosi
45mm. Gtéwny mechanizm napedowy to silniki bezszczotkowe,
ktore wykonujg 1600 obrotow na kazdy 1 V zasilania. W artykule
przedstawiono rozwazania matematyczne majace na celu weryfika-
cje dotychczas opracowanych modeli matematycznych pod wzgle-
dem sity no$ne;j.

1. PODSTAWOWY MODEL MATEMATYCZNY RUCHU -
QUADOCOPTERA

Z przedstawionego modelu na Rys. 1, zauwazy¢ mozna, ze si-
ta noSna wytwarzana przez cztery silniki umiejscowione na koncach
ramion, bedzie zawsze dodatnia.

Jak wida¢ silnik M1 i silnik M3 obracajg si¢ w kierunku przeciw-
nym do ruchu wskazéwek zegara, z kolei silnik Mz i M4 wirujg w
kierunku prawym. Zatem sita no$na Fn jest sumg wszystkich sit
generowanych przez poszczegdlne silniki. Takie rozmieszczenie
silnikdw powoduje, ze momenty aerodynamiczne oraz dziatanie

zyrostatyczne rozktadajq sie rownomiernie na catym obiekcie lataja-
cym [1].
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Rys. 1. Model przestawiajacy dynamike quadocoptera

Moment obrotowy w ptaszczyznie pochylenia obiektu (pitch)
jest funkcja f1 - f3, moment obrotowy przechylania obiektu latajacego
jest funkcijg f2 - f4, z kolei moment obrotowy odchylenia (yaw) jest
sumg wszystkich czterech Ty + Ty + Tys + Tya, 9dZie Ty
jest oddziatywaniem momentu obrotowego i-tego silnika, zaleznym
od przyspieszenia i oporu powietrza t,,,, na jaki natrafia konstruk-
cja statku powietrznego w locie.

1.1.  Momenty charakteryzujace quadocopter

Moment obrotowy silnika opisano zaleznoscig [2],[4]:
Inosw = T™; — Tpow (1)

gdzie I,,,¢ - moment bezwtadnosci wirnika wokot wiasnej osi, za$
opor aerodynamiczny T,,,, przedstawiono jako [2]:

1
Tpow = E’OAVZ 2)

gdzie p jest gestoScig powietrza, powierzchnia konstrukcja obiektu
wynosi A, z kolei przez v oznaczono predko$¢ obiektu latajacego w
stosunku do powietrza. Predkos¢ katowa rowna jest predkosci
liniowej podzielona przez promien obrotu r. Mianowicie [3]:

v
w== (3

Stad opdr aerodynamiczny okresla zaleznos¢ [6]:
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Tpow = kpow(“2 (4)
gdzie stata k,,, > 0 i zalezy od gestosci powietrza, promienia
oraz ksztattu obiektu BSP. Zaktadajac, ze dla manewréw quasi-
stacjonarnych predkos¢ katowa w jest stata, wiec:

TMi = Tpnw (5)

Ruch w ptaszczyznie pitch (,do przodu”) utrzymywany jest za
pomocy, zwigkszania predko$ci silnika tylnego oznaczonego jako
Ms, ruch w przeciwnym kierunku realizowany jest poprzez zmniej-
szanie predko$ci silnika M1. W podobny sposob uzyskuje sie ruch w
kierunkach bocznych wykorzystujac sinik prawy M2 oraz lewy Ma.
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Rys. 2. Model quadocoptera w przestrzeni 3D

Ruch w ptaszczyznie yaw wypracowany jest poprzez zwigk-
szenie momentu obrotowego t™; oraz t™; przy jednoczesnym
zmniejszaniu momentu obrotowego silnikéw Mz i Ms. Ruchy te
muszg by¢ wykonywane przy zachowaniu catkowitej statej oporowej
kpow (Rys. 2).

2. MODEL DYNAMICZNY QUADOCOPTERA

Model czteroramiennego samolotu UAV przestawiono jako cia-
to sztywne w przestrzeni tréjwymiarowej z zachowaniem trzech
gtéwnych ptaszczyzn opisujgcych ruch obiektu latajacego i zjawiska
zachodzace w czasie odbywania lotu. Mianowicie odchylenie, prze-
chylenie oraz odchylenie.

2.1.  Opis ruchu obiektu BSP wedtug Euler’a-Lagrange’a

Niech uogdlnione wspéirzedne wiroptatéw zdefiniowane bedq
jako:

q=(xy,21,0,¢) €R® (6)

gdzie & = (x,y,z) € R? okre$la wektor potozenia $rodka cigzko-
§ci obiektu quadocoptera w stosunku do uktadu inercyjnego powia-
zanego z obiektem UAV. Katy Eulera (okreslajace potozenie wiro-
platow) wyrazono przez ptaszczyzne n = (¥, 0, ) € R3, i jest
katem przechylenia yaw wokét osi z, 6 jest katem pochylenia pitch
wokét osi y, z kolei przez ¢p oznaczono kat odchylenia wokét osi x.
Na ilustracji przedstawiono uktad wspotrzednych dla ktérego zosta-
ng przeprowadzone rozwazania matematyczne opisujace dynamike
ruchu quadocoptera. Definiujac funkcje Lagrange'a, [7]:

L(q' Q) = Tirans + Troe — U (7)
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gdzie Tiyans = %E'TE jest energig kinetyczng, T,o: = %QTIQ
oznacza obrotowq energie kinetyczng wirnikéw, U = mgz jest
energig potencjalng wiroptatéw, wielkos¢ z okresla wysoko$¢ na
jakiej znajduje sie obiekt w powietrzu, m —-masa quadocoptera, Q -
wektor predkosci nominalnej, | — macierz momentéw bezwtadnosci,
g — przyspieszenie ziemskie.

Wektor predkosci katowych w rozktada sie w uktadzie wspdt-
rzednych, ktérego Srodek znajduje sie w $Srodku ciezkosci quado-
coptera i powigzany jest predkoScig wiroptatow w ptaszczyznie 7.
Miedzy nimi zachodzg nastepujace relacje [4]:

Q=W (8)
gdzie
—sin@ 0 1
W, = [cosfsing cos¢p 0 9)
cosfcos¢p —sing 0
oraz
$—smo

Q=6 cos¢ +1cosbsin¢
Y cos 0 cos ¢ — 6 sin ¢

Nastepnie definiujgc wielkos¢ [5]:

J=J(m) = W], (11)

gdzie
L, 0 0
=10 L, 0 (12)
0 0 I,
Stad

1.
Tor = EUT]f] (13)

Zatem macierz J odwzorowuje momenty bezwtadnos$ci wywo-
tywane w skutek obrotu $migta quadocoptera przy jednoczesnym
wyzwalaniu energii kinetycznej obiektu BSP. Wielkosci te wyrazono
bezposrednio w uktadzie wspotrzednym uogdlnionym 7. Ponadto
kompletny model opisujacy dynamike quadocoptera opisano roz-
niczkowym réwnaniem Euler'a-Lagrange’a z uwzglednionymi sitami
zewnetrznymi. Mianowicie [6]:

ie(52) - o) =1

gdzie Fr = RF € R jest silg zewnetrzna przesuniet, pochodza-
cq od wiroptatow w przestrzeni trojwymiarowej, T € R3 jest macie-
rza definiujaca poszczegodine momenty katéw przechylenia, pochy-
lenia iodchylenia w trakcie ruchu obiektu. Natomiast parametr
R(,0,¢) € SO(3) przedstawia orientacje samolotu wzgledem
przyjetego wcze$niej inercyjnego uktadu wspotrzednych.

(14)



Cng C¢SQS¢ - C¢Slp S¢>SIIJ + C¢C¢S¢
R = CgSw C¢C¢ + Sgsd)SIp C¢SQS¢ - C¢S¢ (15)
—Sp C95¢ C9C¢

gdzie ¢ oznacza cosinus za$ s sinus. Zgodnie z rys. 2 sity wynosza;

0
F= [0] (16)
u

gdzie u jest gtéwnym kierunkiem ruchu na zewnatrz samolotu i
wyrazony jest jako [8]:

u=2fi (17)

i=1

gdziei=1,..., 4, za$ f; sq sitami wytwarzanymi przez poszczegol-
ne silniki Mi. W standardowych warunkach f; = kw?, gdzie k jest
wielkoscig statg, w; jest predkoscig katowa i —tego silnika. Stad
uogoinione momenty rozruchu obiektu latajgcego przedstawiono

jako:
Ty
T=|Tg| =
T¢

gdzie / jest odlegtoscig miedzy silnikiem a $rodkiem ciezkosci qu-
adocptera, za$ t,,; oznacza moment wytwarzany przez i -ty silnik
wokét osi odwzorowujacej Srodek ciezkosci samolotu.

Ponadto w réwnaniu nie uwzgledniono wptywu energii kine-
tycznej pochodzacej od ramion skosnych & oraz 1, zatem w réwna-
niu Eulera-Lagrange’a mozna dokona¢ podziatu na wspdtrzedne &
oraz n okreslajace dynamike quadocoptera. W takim przypadku
réwnanie opisujace ruch samoltu UAV przyjmie postaé:

(< ]
ZTMi

o=l
Lr, — ol

(18)

i aLtT‘flTlS _ aLtrans — Ff (19)
dt| o9¢ 0¢
gdzie
mé + mgE, = Fe (20)

Za$ dla wspdirzednych n réwnanie ruchu przedstawia sie na-
stepujaco:

d oL JaL
a rot] _Ohrot _ 21)

dtl dn an
lub

d on 10
[ %] 3y G =T 22)

W ten sposdb uzyskano:

10

Jii+ it = 550 G ) 23

Nastepnie biorgc pod uwage sity Corolisa, otrzymano:

10

Vinm) =Jn —E%(T‘ITM) (24)

Biorac powyzszg zaleznos$¢ réwnanie (21) zapisa¢ mozna jako:

Ji+Vmn =1 (25)

gdzie wielkos¢ V (n, 1) wyraza¢ mozna jako:
7 . - 1 a .T . . . .
Vvinn) =\J- 5%(77 Jn) |1 =C,mn (26)

gdzie C(n,n) okreSlane sg jako wspdétczynniki Coriolisa zawie-
rajace w sobie takze sity od$rodkowe zwigzane z n, z uzaleznie-
niem od parametru J oraz wielkosci dostarczane przez zyroskop.
Nastepnie
mé + mgE, = F;

27
Jij =t = i e

W celach upraszczajacych rozwigzanie réwnania przyjeto, ze:

v
To | =J ' (x = Cln,mn) (28)
T

[l
Il

Ostatecznie uzyskano:
m¥ = u(sin ¢ siny + cos ¢ cos P sin @)
my = u(sin ¢ sin 6 siny — cos Y sin ¢)

mZ =ucosfcos¢p —mg

(29)
Y=1y
6=1,
=14

gdzie x i y sq wspdirzednymi w ptaszczyznie poziomej, z w ptasz-
czyznie pionowej, z kolei wielkosci Ty, Ty oraz Ty sa momentami
przechylenia, odchylenia i pochylenia, zwigzanymi z uogélnionymi
momentami T, , Ty Oraz 7.

3. WYNIKI Z BADAN SYMULACYJNYCH

Pierwszg czynnoscig jaka wykonano przed przystapieniem do
modelowania obiektu quadocoptera w $rodowisko Matlab/Simulink
byto zdefiniowanie réwnan rézniczkowych opisujacych dynamike
ruchu obiektu BSP oraz zdefiniowanie UAV w uktadzie wspdtrzed-
nych globalnych. Warunkiem koniecznym w modelowaniu matema-
tycznych obiektéw w przestrzeni 3D jest okre$lenie modelu w prze-
strzeni standw, w ktérych gtbwnym elementem opisu sg réwnania
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rézniczkowe okre$lajace system jego sterowania, za$ pozostate
wielkoSci wystepujace w momencie startu jak i locie podane sg w
postaci macierzy. WielkoSci te mogg byé stosowane réwniez do
lepszego sterowania obiektem latajacym.

Model przestrzeni stanu reprezentowany jest jako [5]:

x = Ax + Bu

y=Cx+Du (30)
Z przedstawionego powyzej modelu wynika, ze obiekt (system)
w przestrzeni stanu scharakteryzowano za pomocg funkgji liniowej,
zatem mozna jg stosowac jedynie dla systeméw liniowych. Biorac
pod uwage, ze platforma latajaca nalezy do grupy systemoéw nieli-
niowych nalezy wprowadzi¢ zmiany w wielkoSci x, ktéra wyrazono
jako [6]:
X=fx)+G6x)-v (31)
Zwiazku z modyfikacjg wielkosci x, w nastepnym kroku jaki na-
lezy wykona¢ przy modelowaniu quadocoptera w Matlab/Simulink
jest zdefiniowanie uktadu wspoirzednych gdyz wczesnie zaprezen-
towane  wielkosci  zmieniajg  sie w  nastepujace:

- N
x=(6,6,60,6,p,9) .

Gtéwnym celem jaki postawiono przed wykonaniem symulacii
komputerowych byto oszacowanie jak zmieniajg sie katy pochylenia,
przechylenia i odchylenia od samego startu obiektu, az do chwili
ustabilizowanego lotu.

Z przeprowadzonych symulacji bedzie mozna oceni¢ jak wpty-
wa regulator PID na sterowalno$¢ obiektu BSP. Rezultaty z prze-
prowadzonych symulacji komputerowych zaprezentowano na poni-
Zej zamieszczonych rysunkach.

Trasa lotu wygladata jak pokazano na (Rys 3.). Dane odno$nie
trajektorii lotu niezbedne do symulacji komputerowych zostaty ze-
brane z odbiornika nawigacji satelitarnej GNSS/INS.

Rys. 3. Trajektoria lotu quadocoptera

W dalszej kolejnosci przedstawiono wykresy odnosnie uzyska-
nych katéow i wspotrzednych okreslajacych usytuowanie obiektu
BSP w przestrzeni 3D.
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Rys. 4. Przebieg katéw od momentu startu do chwili stabilizacji lotu
quadocoptera
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Rys. 8. Warto$ci parametrow x, y i z od momentu startu do chwili
stabilizacji lotu quadocoptera
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Rys. 6. Odpowiedz regulatora PID
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Rys. 7. Skfadowe definiujace wektor sterujacy ze wszystkich czte-
rech silnikéw napedowych
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Rys. 8. Bfedy w procesie sterowania quadocopterem od chwili
startu do ustabilizowania lotu
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Rys. 9. Odpowiedz? regulatora odno$nie katéw definiujgcych poto-
Zenie quadocopter w przestrzeni

PODSUMOWANIE

W artykule oméwiono zagadnienie matematycznego modelo-
wania i kontrole bezzatogowego statku powietrznego z czterema
silnikami, ktéry w spotecznosci lotniczej zwany jest quadocopterem.
Wszystkie wyprowadzenia matematyczne opisujace zjawiska towa-
rzyszace dynamice ruchu quadocoptera zostaty przedstawione w
sposéb chronologiczny i oparte zostaly na modelu matematycznym
robwnan Eulera-Lagrange'a. Opis matematyczny ruchu obiektu
zasymulowano w $rodowisku Matlab/Simulink. Stabilizacja potoze-
nia platformy latajacej realizowana jest poprzez zastosowanie regu-
latora PID. Kontrola trajektorii lotu quadocoptera wykonywana jest
za pomocg zaimplementowanych w uktadach programowalnych
odpowiednich algorytméw, ktérych dziatanie oparto na metodach
heurystycznych. Ich gtéwnym zadaniem byto poprawi¢ odpowiedzi
uzyskiwane z regulatora PID.

Zaznaczy¢ wypada, ze opracowany model matematyczny w
Matlabie odzwierciedlat rzeczywiste zachowanie sie obiektu UAV w
czasie odbywania lotu. Uzyskane wyniki z symulacji komputerowych
wykazaly, Ze regulatory PID znaczaco poprawig kontrole dynamiki
ruchu obiektu BSP oraz jego stabilizacje. Jednakze wida¢, ze regu-
lator PID pogarsza nieznacznie odchytki stabilizacji dla wielkosci x i
y, w poréwnaniu do wartosci pierwotnych podczas realizacji procesu
stabilizacji. Katy charakteryzujace potozenie obiektu w zdefiniowa-
nym uktadzie wspétrzednych globalnych takze ulegajg niewielkim
zmianom od warto$ci poczatkowych niz w przypadku wykorzystania
regulatora PD.

Wyniki z symulacji dostarczajg takze informaciji, ze uzyta w te-
stach metoda heurystyczna znaczaco poprawia stabilizacje utrzy-
mania obiektu BSP na okreslonej wysokosci w przestrzeni 3D.
Dotyczy to wszystkich trzech wielkosci x, y i z. Catkowita sita nosna
(ciagu), atakze katy przechylenia i pochylenia uzyskane przez
zwigkszenie przyspieszenia zostaty rozwigzane z liniowych réwnan
rdzniczkowych. Wyznaczone parametry pozwolity na okreslenie
momentow wszystkich czterech silnikow quadocoptera oraz przy-
datne byly do okre$lenia katéw przyspieszenia i predkosci kato-
wych.

Wyniki z symulacji wykazuja, ze quadocopter z regulatorem
PID, moze by¢ kontrolowany przez uzytkownika stabilniej i zwigksza
sie precyzja w jego sterowalnosci.

Prezentowany model i metody badawcze poddano tylko symu-
lacjom komputerowym, zatem otrzymane wyniki moga by¢ obarczo-
ne pewnym btedem, stad nalezy jeszcze przeprowadzi¢ ekspery-
ment w warunkach rzeczywistych, przy czym nalezy pamigtac, aby
skonstruowany quadocopter zawierat identyczne parametry jak w
badaniach komputerowych. A uzyskane na tym etapie wyniku nale-
zy poréwnaé z tymi uzyskanymi z symulacji komputerowych.
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MATHEMATICAL DESCRIPTION
OF DYNAMICS OF AN UNMANNED
AICRAFT VEHICLE

Abstract
This paper presents mathematical considerations
for the analysis of the dynamics of movement of the
platform year - quadocopter. Depending discussed in
the been tested simulation conducted in an environment
Matlb / Simulink, in which mapped model of a flying
object.
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