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Streszczenie: W pracy analizowano zwichrzenie belek dwuteowych 
(bisymetrycznych) podpartych widełkowo z uwzgldnieniem cigłego usztywnienia na 
skrcanie Przedstawiono sposób wyznaczenia tej sztywnoci w praktycznym przypadku 
połczenia blachy trapezowej z belk za pomoc typowych łczników. Zamieszczono 
uproszczone wzory dla wybranych schematów statycznych, szczególnie przydatne 
w przypadku analizy zwichrzenia cigłych płatwi dwuteowych. Przedstawiono 
oszacowanie wpływu miejsca przyłoenia obcienia poprzecznego po wysokoci 
przekroju w złoonych stanach obcienia 

Słowa kluczowe: prty cienkocienne, przekrój otwarty, moment krytyczny 
zwichrzenia, cigłe usztywnienie na skrcanie.  

1. Wprowadzenie  
W celu wyznaczenia momentu krytycznego zwichrzenia moemy zastosowa wzory 

przedstawione w literaturze [3÷9] lub skorzysta z programu MES [2]. Rozwizania 
analityczne s jednak ograniczone do kilku podstawowych schematów statycznych bd
niepoprawne, jak w pracy Trahair i inni [4], w której podjto prób uogólnienia na  bardziej 
złoone przypadki obcienia.  

W niniejszym opracowaniu przedstawiono wyraenia pozwalajce oszacowa
moment krytyczny zwichrzenia pryzmatycznych belek dwuteowych podpartych widełkowo 
na kocach. Kade z obcie poprzecznych moe mie dowolny zwrot. Istotnym 
rozszerzeniem w stosunku do publikacji innych autorów [3÷6] jest przedstawienie wzoru 
na współczynnik uwzgldniajcy rzdn miejsca przyłoenia obcienia poprzecznego po 
wysokoci przekroju [7,8] dla dowolnego schematu statycznego.  

Uwzgldniono wpływ usztywnienia na skrcanie belki blach trapezow na moment 
krytyczny zwichrzenia. W przypadku korzystania ze współczynników zamieszczonych 
w tabelach 2,3 o z musi pokrywa si z kierunkiem obcienia (rys.1b), natomiast gdy 
stosujemy wzory (6,7) zwrot osi z jest dowolny (rys.1a).  

Rys.1 Obcienia belek dwuteowych podpartych widełkowo: a) dowolne obcienie poprzeczne b) 
obcienie równomiernie rozłoone z momentem skupionym na podporze  
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2. W Moment krytyczny zwichrzenia belek dwuteowych 
podpartych widełkowo z uwzgldnieniem cigłego usztywnienia na 
skrcanie  
Rozpatrzmy belk o rozpitoci L podpart widełkowo na kocach (rys.1a), 

obcion momentami skupionymi na podporach oraz obcieniem poprzecznym w przle 
(G jest rodkiem cikoci przekroju). Po uwzgldnieniu warunków brzegowych dla 
podparcia widełkowego równanie róniczkowe gitno-skrtnej utraty statecznoci 
w zalenoci od funkcji kta skrcenia (x), mona przedstawi w postaci [5]: 
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gdzie: My(x) – rozkład momentu zginajcego po długoci belki, E, G – odpowiednio moduł 
sprystoci podłunej i poprzecznej, Iz – moment bezwładnoci wzgldem osi z, IT – 
moment bezwładnoci skrcania St. Venanta, Iw – wycinkowy moment bezwładnoci, zg – 
rzdna miejsca przyłoenia obcienia poprzecznego po wysokoci przekroju , qz – 
obcienie rozłoone, N – liczba sił skupionych, Qzk – siła skupiona, xk – współrzdna 
miejsca przyłoenia k-tej siły skupionej,  - funkcja Dirac’a oraz (k)=k/xk. 

W stosunku do pracy [7] równanie róniczkowe (1) zostało rozbudowane o ostatni 
człon uwzgldniajcy wpływ cigłego usztywnienia na skrcanie k. W celu oszacowania 
momentu krytycznego zwichrzenia wykorzystano metod ortogonalizacji Bubnowa-
Galerkina, w sposób analogiczny do przedstawionego w pracy [7,8]. 

2.1. Moment krytyczny zwichrzenia dla dowolnego rozkładu obcienia 
poprzecznego (rys.1a) 

Moment krytyczny zwichrzenia w przypadku obcienia poprzecznego o rónych 
znakach, przyłoonego na tej samej rzdnej zg przekroju poprzecznego, moemy zapisa za 
pomoc wzoru (2) [7,8]: 
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gdzie: Ncr,z =2EIz/L2 natomiast parametr D obliczamy ze wzoru (3): 
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Zmodyfikowan sztywno na skrcanie *TI wyznaczmy ze wzoru (4): 
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Współczynnik C1 obliczamy za pomoc wzoru (5) na podstawie rozkładu momentu 
zginajcego opisanego przez funkcjMy(x) : 
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gdzie M0 – jest maksimum wartoci bezwzgldnych momentu zginajcego w belce 
(M0=maxMy(x) dla  0xL).

Współczynnik C2 zaley od współczynnika C1, rozkładu obcienia poprzecznego 
oraz miejsca jego przyłoenia po długoci elementu [7]: 
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gdzie M0 – jest maksimum wartoci bezwzgldnych momentu zginajcego w belce 
(M0=maxMy(x) dla  0xL).
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gdzie (oznaczenia wg rys.1a): 
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Współczynnik C1 moemy oszacowa na podstawie momentów zginajcych w ¼, ½ 
oraz ¾ rozpitoci belki oznaczonych odpowiednio przez M2, M3, M4 oraz maksymalnego 
co do wartoci bezwzgldnej momentu zginajcego M0 (rys. 2) [4,6,8]. 

Rys. 2. Momenty zginajce przyjte we wzorze (8) 

Wyraenie (5) mona aproksymowa na wiele sposobów [4,6,8]. W pracy przyjto 
zaleno opisan wzorem (8) : 
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Analiza wielu przypadków rozkładu momentu zginajcego przedstawiona w [8] 
pokazuje, e oszacowanie współczynnika C1 za pomoc wzoru (8) w przypadku obcienia 
skupionego (lub jednoczesnego skupionego i rozłoonego) jest blisze rozwizaniu MES 
w porównaniu do analogicznego wzoru zaproponowanego przez Trahair i inni [4] oraz 
Serna i inni [6]. 

2.2. Wyznaczenie współczynnika sztywnoci k cigłego usztywnienia na 
skrcanie belki blach trapezow [3,9÷11] 

Przedstawiony poniej sposób oszacowania sztywnoci cigłego usztywnienia na 
skrcanie belki za pomoc blachy trapezowej wynika z normy [10]. Jedynie modyfikacja 
parametru cA  została przyjta wg pracy [11] na podstawie bada dowiadczalnych dla 
łczników Hilti  ENP2-21L15 (typowych dla tego rodzaju połcze). Sztywno cigłego 
usztywnienia na skrcanie belki (rys 1a) moemy wyznaczy na podstawie wzoru (9) [10]:  
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Wpływ sztywnoci na zginanie blachy trapezowej szacujemy za pomoc wzoru (10):  

a
EI

c a
 M 2=ϕ [kNm/m] (10) 

gdzie: a-odległo midzy belkami, Ia – moment bezwładnoci pasma blachy trapezowej o 
szerokoci 1m ( współczynnik przed wyraeniem EIa/a przyjto konserwatywnie [10]).  

Wpływ sztywnoci belki dwuteowej mona uwzgldni za pomoc wzoru (11) [3]:  
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gdzie: h,b odpowiednio rozstaw osiowy pasów i szeroko profilu dwuteowego, s-grubo
rodnika, t – grubo półki (wymiary geometryczne przekroju podstawiamy w [cm]). 

Wpływ łczników i sposobu połczenia blachy trapezowej z belk mona oszacowa
pomoc wzoru (12) [11]:  

b A A kcc ϕϕ = [kNm/m] (12) 

gdzie: współczynnik kb=(b/100)2 dla b/100  1,15 i  kb=1,15b/100 dla b/100  1,15 z 
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zastrzeeniem, e do oblicze przyjmujemy b/100  1,6. W porównaniu z norm [10] 
mamy ograniczenie b/100 do wartoci 1,6 zamiast 2,0. 

Współczynnik kb oraz parametr c A zestawiony w tabeli 1 przyjto wg [11] dla 
łczników Hilti ENP2-21L15. 
Tabela 1. Parametr sztywnoci połczenia blachy trapezowej z belk  Acϕ  [kNm/m] 

Ułoenie blachy fałdowej Mocowanie blachy do  belki 
Lp.

zwykłe* odwrotne w kadej 
fałdzie 

w co drugiej 
fałdzie 

 Acϕ

1) x  x  4,0 
2) x   x 3,1 
3)  x x  3,1 
4)  x  x 2,0 

* ułoenie blachy fałdowej pasem wszym na belce (pozytyw) 

W przykładach 3.1, 3.3 rozpatrywano (analogicznie jak w [11]) belk IPE 500 
w rozstawie a=6m połczon z blach trapezow E100/1.0 ( Ia=195 cm4/m, ułoenie 
pozytywem) za pomoc łczników Hilti ENP2-21L15. Mocowanie blachy trapezowej do 
belki w co drugiej fałdzie. Podstawiajc powysze dane do wzorów (9÷12) otrzymujemy 
[11]: 

cM =2210106(195/6,0) 10-8                        = 137 kNm/m 
cP =5770/(48,4/1,023+0,520/1,63)            = 120 kNm/m 
cA =3,11,151,6                                        = 5,24 kNm/m 
k=1/(1/137+1/120+1/5,24)                    = 4,84 kNm/m 
W przykładzie 3.2 rozpatrywano belk IPE 400 w rozstawie a=6m połczon z blach

trapezow E100/1.0 (ułoenie pozytywem) równie za pomoc łczników Hilti  ENP2-
21L15. Mocowanie blachy trapezowej do belki w co drugiej fałdzie. Podstawiajc 
powysze dane do wzorów (9÷12) otrzymujemy takie same wyraenia jak powyej na 
współczynniki cM = 137 kNm/m oraz cA = 5,24 kNm/m. Rónica tkwi jedynie 
w współczynniku okrelajcym wpływ sztywnoci belki cP: 

cP =5770/(38,65/0,863+0,518/1,353)      = 89,6 kNm/m 
k=1/(1/137+1/89,6+1/5,24)                   = 4,79 kNm/m 

2.3. Moment krytyczny zwichrzenia dla wybranych przypadków 
obcienia poprzecznego 

Współczynniki C1, C2 moemy wyznaczy analitycznie na podstawie wzorów (5÷7) 
jedynie dla kilku podstawowych schematów statycznych (tabela 2,3).  
Tabela 2. Współczynniki C1, C2  dla wybranych schematów obcienia skupionego 

Współczynniki C1, C2   Lp. Schemat statyczny 
0    0,5  = 1/4  = 1/3  = 1/2 

C1= 1,36+0,42(1-2)2  1,46 1,41 1,36 
1) 

)1(4
)(sin41,0

2
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γ
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2
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2

12 CC = 0,43 0,51 0,55 

W celu uproszczenia oblicze (kosztem pewnej dokładnoci) moemy podzieli
zakres zmiennoci wybranego parametru ( w tym przypadku momentu skupionego) na 
przedziały, a nastpnie aproksymowa współczynnik C1 np. liniowo w tych przedziałach 
(Trahair i inni[4]). I tak w przypadku momentu skupionego na jednym kocu belki ( tabela 
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(Trahair i inni[4]). I tak w przypadku momentu skupionego na jednym kocu belki ( tabela 

3, poz.1) wyznaczono analitycznie ze wzoru (5) współczynnik C1 dla  =0; 0,7; 1,0, 
a nastpnie aproksymowano go przedziałami funkcj liniow. 

Parametr  =0,7 wybrano z tego powodu, e w zakresie 0    0,7 maksimum 
momentu zginajcego jest w przle, natomiast dla 0,7    1,0 na podporze. Analogicznie 
postpiono w przypadku momentów skupionych przyłoonych na obu podporach ( tabela 3, 
poz 2).  
Tabela 3. Współczynniki C1, C2  dla wybranych schematów obcienia rozłoonego 

Lp. Schemat statyczny Zakres Współczynniki C1, C2   

 =0 C1=1,13 C2=0,46 
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2 )4/1(
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  0,41 1

2 ψ−
= CC

0,75    1 C1=−2,8+5,4 ψ
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2
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 =1 C1=2,60 C2=1,58

W przypadku liniowego rozkładu momentu zginajcego moment krytyczny 
zwichrzenia moemy oszacowa na podstawie wzoru (13) [3]:  

2
1 27,004,177,1 ψψ +−=C  lecz 60,21 ≤C      02 =C  (13) 

gdzie  jest stosunkiem momentów zginajcych na kocach belki (-1    1). 
Podstawowa rónica we wzorach zamieszczonych w tablicy 2,3 w stosunku do pracy 

Trahair i inni[4], tkwi we współczynniku C2 uwzgldniajcym rzdn miejsca przyłoenia 
obcienia poprzecznego po wysokoci przekroju. W pracy Trahair i inni [4] błdnie 
rozszerzono poprawne wyniki zawarte monografii Trahair [12] na przypadek  dowolnego 
schematu statycznego, aproksymujc ten współczynnik za pomoc wzoru:  

?  4,0 12 CC = (14) 
Jak pokazuje przykład 3.4 jest to podejcie nieprawidłowe, a błd w obliczaniu 

momentu krytycznego zwichrzenia w przypadku obcienia przyłoonego do górnej półki 
jest istotny. Najwyraniej wida to dla schematu statycznego przedstawionego w Tabeli 4, 
dla którego w pracy [4] błdnie oszacowano równie współczynnik C1 w zakresie 0,75 
 1. Powinno by tak jak jest w Tabeli 3 poz. 2, co pokazano poniej. 
Tabela 4. Porównanie wyników numerycznych dla IPE 500 [2] w przypadku schematu statycznego 
pokazanego w tabeli 3 poz.2 (C2=0) 

Mcr [kNm] / błd wzgldny % Lp Metoda C1
(0,75   1) 

C1
(=1) L=8m L=10m L=12m 

LTBEAM [2] – – 728,7 – 543,4 – 433,8 – 
Tabela 3 poz.2  C1=−2,8+5,4 2,60 726,9 /-0,2 542,4 /-0,2 433,3 /-0,1 1) 
Tabela 6.7 [4] C1=−2,38+4,8 2,42 676,6 /-6,9 504,9 /-6,9 403,3 /-6,9 
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Przykłady liczbowe  
W przykładach 3.1, 3.3 analizowano belk podpart widełkowo na kocach, 

wykonan z dwuteownika IPE 500. Przyjto charakterystyki geometryczne wg [2]: 
Iz=2141,7 cm4, IT =89,665 cm4, Iw=1254,3103 cm6 oraz stałe materiałowe: E=210·103

N/mm2, G=81·103 N/mm2. W tym przypadku Ncr,z=693,5 kN oraz D=1632,8 cm2. 

2.4. Moment krytyczny zwichrzenia w przypadku dowolnych obcie
poprzecznych [8] 

Rozpatrzmy belk o rozpitoci L= 8m wykonan z dwuteownika IPE 500 
i obcion w sposób pokazany na rys.3. Obliczenia wykonujemy w kN i m ( z wyjtkiem 
wyznaczania charakterystyk skrtnych). 

Rys. 3. Schemat statyczny analizowany w p.3.1  

Podstawiajc M2=85, M3=230, M4=55 oraz M0=300 do wzoru (8) otrzymujemy:  

813,1
 5562308 856300

30021
2222

2

1 =
⋅+⋅+⋅+

⋅=C

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy obcienie jest przyłoone do rodka cikoci 
przekroju (zg=0). Wówczas wzór na moment krytyczny zwichrzenia ma posta:  

1,508108,16325,693813,1 2
,1 =⋅⋅⋅== −DNCM zcrcr  kNm 

Moment krytyczny wyznaczony za pomoc programu LTBEAM wynosi 512,2 kNm 
.Błd zastosowanej metody wynosi wic -0,8%. 

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy obcienie poprzeczne jest przyłoone do górnej 
półki. Wyznaczamy wtedy a2 ze wzoru (7) i podstawiamy do wzoru na współczynnik C2 
(6):  
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Moment krytyczny zwichrzenia obliczamy ze wzoru (2):  

6,2581025)176,1()25176,1(8,16325,693813,1 22 =⋅




 ⋅−+⋅−+⋅⋅= −

crM  kNm 

Moment krytyczny wyznaczony za pomoc programu LTBEAM wynosi 257,6 kNm 
.Błd zastosowanej metody wynosi wic 0,4%. 

W celu uwzgldnienia wpływu blachy trapezowej (k=4,84 kNm/m wg oblicze
w pkt. 2.2) wyznaczamy zmodyfikowan sztywno skrtn przekroju wg wzoru (4): 

41,128
8100

80084,4665,89* 2

2
=⋅+=

πTI  cm4
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Parametr D wyznaczony ze wzoru (3) wynosi teraz 2085,2 cm2.  
Moment krytyczny zwichrzenia obliczamy ze wzoru (2) dla zmienionej wartoci D:  

2,3131025)176,1()25176,1(2,20855,693813,1 22 =⋅




 ⋅−+⋅−+⋅⋅= −

crM  kNm 

Moment krytyczny wyznaczony za pomoc programu LTBEAM wynosi 311,9 kNm . 
Błd zastosowanej metody wynosi wic 0,4%. 

2.5. Moment krytyczny zwichrzenia płatwi cigłej [9] 
Rozpatrzmy belk cigł o rozpitoci przsła L= 6m podpart widełkowo na 

podporach i obcion w sposób pokazany na rys.4. Przyjto charakterystyki geometryczne 
wg [9]: Iz=1320 cm4, IT =52,4 cm4, Iw=490103 cm6. W tym przypadku Ncr,z=759,9 kN oraz 
D=929,7 cm2. 

Rys. 4. Schemat statyczny analizowany w p.3.2 [9]  

Współczynniki C1, C2 wg metody ogólnej wyznaczamy jak w pkt. 3.1. W przypadku 
korzystania z tabeli 3 poz.1, najpierw wyznaczamy M=qL2/8= 4062/8=180 kNm 
a nastpnie parametr =144/180=0,80. W celu uwzgldnienia wpływu blachy trapezowej 
postpujemy jak w p 3.1.( z tym, e w tym przypadku k=4,79 kNm/m wg pkt. 2.2). W tym 
przypadku, po modyfikacji wynikajcej ze wzorów (3,4), parametr D wynosi 1159,6 
cm2.Wyniki oblicze zestawiono w tabeli 5. 
Tabela 5. Moment krytyczny zwichrzenia dla schematu statycznego wg rys.4. (Mcr [kNm]) 

Metoda ogólna Tabela 3 poz.1Lp k
Mcr

LTBEAM 
Mcr

wg [9] C1 C2 Mcr  C1 C2 Mcr  
1) 0 219,0 213,2 1,567 0,794 220,3 1,55 0,79 217,8 
2) 4,79 256,5 – 1,567 0,794 258,3 1,55 0,79 255,5 

2.6. Sprawdzenie poprawnoci metody zaproponowanej przez Trahair i 
inni [4] na podstawie wzorów z tabeli 4 

Rozpatrzmy belk o rozpitoci L= 8m wykonan z dwuteownika IPE 500. Belka jest 
obciona w sposób pokazany w tabeli 4 (przyjmiemy, e q=30 kN/m). Moment skupiony 
na podporze wynosi M, gdzie M=qL2/12= 3082/12=160 kNm. W celu uwzgldnienia 
wpływu blachy trapezowej postpujemy jak w p 3.1 (wszystkie charakterystyki s takie 
same). Wyniki oblicze zestawiono w tabeli 6. 
Tabela 6. Moment krytyczny zwichrzenia dla schematu statycznego wg tabeli 4. 

Parametr =0,8 Parametr =1,0Lp Metoda 
C1 C2 Mcr [kNm] C1 C2 Mcr [kNm] 

1) LTBEAM  – – 213,4 – – 305,8 
2) Metoda ogólna 1,518 1,154 219,0 2,566 1,560 305,3 
3) Tabela 3 1,52 1,16 219,3 2,60 1,59 306,4 
4) Tabela 6.7 [4] 1,46 0,58 288,5 (35,2%) 2,42 0,97 385,6 (26,1%) 
5) LTBEAM  (k) – – 257,7 – – 375,9 
6) Metoda ogólna (k) 1,518 1,154 264,9 2,566 1,560 374,6 
7) Tabela 3 (k) 1,52 1,16 265,5 2,60 1,59 376,4 
8) Tabela 6.7 [4] (k) 1,46 0,58 339,2 (31,6%) 2,42 0,97 462,9 (23,1%) 
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3. Podsumowanie  
W pracy przedstawiono wzory na moment krytyczny zwichrzenia dwuteowej belki 

o przekroju bisymetrycznym podpartej widełkowo na kocach. Uwzgldniono wpływ 
cigłego usztywnienia na skrcanie. Przedstawiono sposób wyznaczenia tej sztywnoci 
w praktycznym przypadku połczenia blachy trapezowej z belk za pomoc typowych 
łczników. Zamieszczono uproszczone wzory dla wybranych schematów statycznych 
(tabele 2,3). Przedstawione w pracy przykłady pokazuj, e przedstawiona metoda 
prowadzi do wystarczajco dokładnego oszacowania momentu krytycznego zwichrzenia.  
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The lateral buckling of steel I-shape beams with continuous 
torsional elastic restraints  
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Abstract: A simple model of the lateral buckling of steel I-shape beams with elastic 
and continuous torsional restraints was developed. The lateral buckling beams with free 
warping were formulated as differential equations in terms of torsion angle. The stability 
equations were approximately solved with the use of the Bubnow-Galerkin 
orthogonalization method. The proposed approximate formulas provide the estimation of 
lateral buckling moment with good enough accuracy for designing purposes. 
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