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ESTYMACJA WSPOLRZEDNYCH POZYCJI
Z WYKORZYSTANIEM RZUTU ORTOGONALNEGO

Streszczenie
W artykule przedstawiono zagadnienia zwigzane z wykorzystaniem twierdzenia o rzucie ortogonalnym do kon-
strukcji algorytmu metody najmniejszych kwadratow i jej uogolnienia na wektory losowe skorelowane. Uogolnie-
nie prawa przenoszenia bledow pozwala na ujecie algorytmow estymacji parametrow nawigacyjnych w jednolity
SChemat jako transformacje liniowg wektora losowego. Umozliwia rowniez zastosowanie tego podejscia do esty-

macji potozenia wzglednego w systemach antykolizyjnych.

WSTEP

W zautomatyzowanych lub zintegrowanych systemach nawiga-
cyjnych jednym z elementdw algorytmoéw przetwarzania danych jest
estymacja wartosci parametréw nawigacyjnych na podstawie po-
miaréw pochodzacych z réznych urzadzen i systemow nawigacyj-
nych (sensoréw). W algorytmach tych czesto jest stosowana meto-
da najmniejszych kwadratow. Wykorzystujac twierdzenie o rzucie
ortogonalnym mozna uogdlni¢ metode najmniejszych kwadratéw na
przypadek wielowymiarowy (wektory losowe) oraz pomiary niejed-
norodne i skorelowane.

Modele liniowe estymacji wspotrzednych pozyciji statku mozna
traktowac jako transformacje liniowe wektora losowego, w ktorych
stosuje sie uogolnione prawo przenoszenia (propagaciji) btedow.
Pozwala to réwniez na estymowanie potozenia wzglednego. Doty-
czy to przypadkéw potozenia wzglednego statkow w systemach
antykolizyjnych lub tez potozenia wzglednego statku w stosunku do
niebezpieczenstw nawigacyjnych. Moze réwniez znalez¢é zastoso-
wanie w systemach informacji przestrzennej do okreslania potoze-
nia wzglednego obiektow kartograficznych w analizach przestrzen-
nych. W tych przypadkach wykorzystywana jest macierz kowariancji
skrodnej, obliczanej dla wektoréw losowych o réznych wymiarach.
Macierz ta w przypadku wektordw losowych o tym samym wymiarze
redukuje sie do klasycznej macierzy kowariancji.

Waznym zastosowaniem jest rowniez metoda pomiaréw rézni-
cowych, bowiem w przypadku pomiaréw skorelowanych dodatnio
(np. wykorzystywanych tym samym urzadzeniem lub systemem
nawigacyjnym) doktadno$¢ okreSlanych parametréw wzrasta.
Odejmuja sie nie tylko btedy systematyczne, ale rowniez i losowe.

1. ZAGADNIENIE LINIOWEJ ESTYMACJI WEKTORA
STANU

Bardzo czesto w nawigacji przyjmuje sie modele liniowe (lub
zlinearyzowane) do algorytmizaciji i badan poszczegdlnych proce-
SOw.

Zadanie liniowej estymaciji wspdirzednych pozycji (lub wektora
stanu w przestrzeni konfiguracyjnej) mozemy sformutowaé nastepu-
jaco. Po wykonaniu n pomiaréw parametréw nawigacyjnych dyspo-
nujemy n-wymiarowym wektorem pomiaréw z, ktory jest zwigzany
funkcyjnie z m-wymiarowym wektorem wspdirzednych pozycji x
(wektorem stanu). W ogélnym przypadku wymiary obu wektoréw nie
sg réwne i zachodzi nierownos¢ m < n. Jak pamigtamy, w nawi-
gacji klasycznej wykorzystujacej minimalny zbiér pomiaréw przyjmu-
je sie,ze m = n = 2. Po uwzglednieniu wysoko$ci elipsoidalnej h
otrzymamy wymiar przestrzeni nawigacyjnej réwny 3, czylim = 3.
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Z kolei w przypadku okre$lania pozycji z wykorzystaniem nawiga-
cyjnych systemow satelitarnych mamy jeszcze wyzszy wymiar
wektora stanu, rowny m = 4. Czwartym wymiarem jest poprawka
zegara odbiornika At.

Estymacje liniowg w zagadnieniach nawigacyjnych mozemy
sformutowaé nastepujaco. Mamy n-wymiarowy wektor pomiardw z,
ktéry zwigzany jest z m-wymiarowym wektorem wielko$ci estymo-
wanych x. Zwigzek ten opisuje ponizsze przeksztatcenie liniowe:

z=Gx+v, (1

gdzie:

— G - macierz przeksztatcenia liniowego (0 wymiarach n X m),
zazwyczaj jest to macierz Jacobiego odwzorowania przestrzeni
wielko$ci estymowanych w przestrzen pomiaréw o kolumnach
niezaleznych liniowo,

— v —n-wymiarowy wektor btedow pomiaréw.

Kolumny macierzy G wyznaczajg (rozpinaja) m-wymiarowg
przestrzen estymacji Vg, ktora jest podprzestrzenig n-wymiarowej
przestrzeni pomiaréw Vp. Sktadowe wektora x sg poszukiwanymi
przez nas wartosciami parametréw nawigacyjnych w przestrzeni
estymaciji, ktérej bazg sg kolumny macierzy G. Tak wigc przestrzen
pomiaréw rozktada si¢ na sume prosta przestrzeni estymacji Vi i
przestrzeni do niej ortogonalnej (n — m)-wymiarowej przestrzeni
btedéw pomiaréw V g. Mamy wiec

Rozwigzaniem réwnania (1) jest rzut ortogonalny wektora pomiaréw
Z na podprzestrzen estymacji [1]. Rzut ten minimalizuje btad pomia-
réw v, czyli odchytki

v=1z—Gx 3)

Zauwazy, ze rzut ten jest kombinacjg liniowg kolumn macierzy G.
Jezeli oznaczymy go jako prognozowany wektor pomiaréw, to rzut
ten mozemy opisac zaleznoscig

m
Z= Projy,z= Z x;g8' = Gx, 4)
i=1
gdzie:
— x; —I-ta sktadowa wektora x,
— g - itakolumna macierzy G.



Wektor pomiaréw otrzyma teraz nastepujaca postac:
z=7Z+V (5)
Stad, po przeksztatceniu, wektor bleddw pomiaréw bedzie réwny:
vV=z—-7% (6)

gdzie V jest wektorem btedow pomiaréw ortogonalnym do prze-
strzeni estymacji, a tym samym do wektora prognozy pomiaréw Z
oraz wszystkich wektorow bazowych g’ — kolumn macierzy G
(i =1,...,n)czyli

V.ig oraz V12 (7)

Jak pamietamy naszym celem jest okre$lenie estymowanego
wektora X, ktéry dla danego wektora pomiaréw z bedzie minimali-
zowat jego wektor btedéw v. Wykorzystamy do tego nastepujace
fakty:

1. skladowe wektor X sg wspotrzednymi wektora prognozy pomia-
row Z w przestrzeni estymacji Vi przy bazie g' - kolumny ma-
cierzy G,

2. wektor btedéw pomiaréw ¥ jest ortogonalny do przestrzeni

estymacji Vg, a tym samym do kazdego wektora bazowego g!

— kolumny macierzy G, wiec tym samym i do wektora prognozy

pomiaréw Z,

wektor bleddw pomiardw jest opisany rownaniem ¥ = z — Z,

4. ortogonalno$¢ dwoch wektordw jest rbwnowazna zerowaniu sie
ich iloczynu skalarnego, {.

S

¥17 o (@2)=0 (8)

Rysunek 1 ilustruje zasade rzutu ortogonalnego wektora po-
miaréw z na przestrzen estymacii.

Rys. 1. Rzut ortogonalny wektora pomiardw na przestrzeri estymaciji
[opr. wias.].

Korzystajac z faktu, ze wektor btedéw pomiaréw jest ortogonal-
ny do przestrzeni estymacji, a tym samym do jej bazy, otrzymamy
m nastepujacych iloczynéw skalarnych:

v,g)=@2-%2g)=0, j=123.m (9

Uwzgledniajac wzér (4) oraz wiasnosci iloczynu skalarnego
bedziemy mieli

(z - anﬂgi) = (2.9 - (Z x,-gi,g') =0 (1)

i=1 i=1

czyli

Z(gi,gj)xi =(z9),j=1223,..,m (11)
i=1

Zalezno$¢ (11) opisuje uktad m réwnan. Uwzgledniajac iloczyny
skalarne poszczegdinych wektoréw mozemy powyzszy uktad zapi-
sa¢ w postaci réwnania wektorowo-macierzowego

G'Gx =Gz (12)
Wyrazenie GTG jest macierzq Grama macierzy G. Ponadto za-

uwazmy, ze zaleznos¢ liniowa jakichkolwiek dwoch kolumn macie-
rzy G oznacza, ze ich iloczyn skalarny jest rowny jednosci, j

(g.9) =1, (13)

dla dowolnych i,j oraz i #j. Mogg wiec zaj$¢ dwa nastepujace
przypadki. W pierwszym przypadku, dla m > 2, warunek (13)
spetniony jest tylko wtedy, gdy gradienty g; (wiersze macierzy G)
wszystkich hiperpowierzchni pozycyjnych lezg w jednej ptaszczyz-
nie. Natomiast w drugim przypadku, ktory ma miejsce w przypadku
prowadzenia klasycznej nawigacji na powierzchni Ziemi (Scislej
powierzchni odniesienia), tj. dla m = 2, warunek powyzszy jest
spetniony, gdy gradienty linii pozycyjnych g; s réwnolegte. Rozbi-
cie rozpatrywanego zagadnienia na dwa przypadki wynika z faktu,
ze dla przestrzeni nawigacyjnej przyjmujemy czesto wymiar dim
Vy =4 (np. w nawigacyjnych satelitarnych systemach pseudo-
odlegtosciowych). Za$ przypadki obliczania wektorow wspoirzed-
nych pozycji 0 mniejszych wymiarach odnosimy do jej podprze-
strzeni. Okazuje si¢ ponadto, ze istniejq zwigzki pomigdzy macierzg
Jacobiego G (gradientéw) funkcji nawigacyjnych a jej macierzq
Grama. Sg one ujete w twierdzeniu 1 [5].

Twierdzenie 1.

Macierz Grama GT G o wymiarach m x m macierzy G o wymiarach
n X m jest dodatnio okre$lona, gdy rzad macierzy G jest rowny m
i dodatnio pdtokreslona, gdy rzad macierzy G jest mniejszy od m.

Konsekwencje tego twierdzenia sg nastepujgce. Jezeli rzad
macierz G jest rowny m, to macierz Grama G'G jest macierzg
nieosobliwa. Istnieje wiec macierz do niej odwrotna i tym samym
rozwigzanie zagadnienia (12). Z kolei rzad macierz G zalezny jest
od liczby niezaleznych liniowo kolumn (lub wierszy) tej macierzy.
Dobierajac takg konfiguracje hiperpowierzchni (linii) pozycyjnych, ze
kolumny tej macierzy bedg niezalezne liniowo, otrzymamy zawsze
rozwigzanie zagadnienia (12), czyli wspdtrzedne pozycji. Dlatego
tez w praktyce nawigacyjnej interesuje nas ten szczegélny przypa-
dek. Rozwigzaniem (12) bedzie wtedy estymowany wektor wspot-
rzednych pozycji okreslony wzorem

%= (676)"16"z. (14)

Zaleznos$¢ powyzsza opisuje metode najmniejszych kwadratow
w ujeciu teorii rzutéw ortogonalnych. Okresla ona wspotrzedne
pozycji przy wykorzystaniu wszystkich dostepnych i jednakowo
doktadnych pomiardw parametréw nawigacyjnych (n hiperpo-
wierzchni pozycyjnych). Ponadto z powyzszego twierdzenia wynika,
ze nawet w przypadku, gdy rzad macierzy G jest mniejszy od m, to
jest ona potdodatnio okreslona i det G = 0. Wtedy tez bedzie
istniato rozwigzanie zagadnienia (12) metodg najmniejszych kwa-
dratéw [6].
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2. POMIARY O ROZNEJ DOKLADNOSCI | SKORELO-
WANE

Powyzsze rozwazania dotyczg sytuacji, gdy wykonywane po-
miary sg jednakowo doktadne, co oznacza w nawigaciji, ze mierzone
parametry nawigacyjne sg jednorodne i o jednakowej wariancji.
Wspobtczednie, szczegolnie w systemach zautomatyzowanych i
zintegrowanych, taka sytuacja zazwyczaj nie wystepuje. Nalezy
wiec w procesie estymacji wektora stanu uwzglednia¢ ten fakt w
postaci macierzy kowariancji pomiaréw R. Nadaje ona poszczegol-
nym sktadowym wektora pomiaréw wagi odwrotnie proporcjonalnej
do wartosci wariancji (btedu $redniego).

Jesli rownanie (5) obustronnie wymnozymy przez macierz nie-
osobliwg, to wszystkie rozwazania i wnioski, az do zaleznosci (14)
bedq prawdziwe. Macierz kowariancji pomiaréw R jest z zatozenia
macierzg nieosobliwg, bytaby osobliwa tylko w przypadku determi-
nistycznym. Istnieje wiec macierz do niej odwrotna R™1. Uzasad-
nione jest przyjecie tej macierzy jako macierzy wag dla wektora
pomiarow z. Mozemy teraz réwnanie (5) zapisa¢ w nastepujacej
postaci:

R'z=R'Z+R % (5a)

Powtarzajac dalszy cigg wczesniejszych rozwazan otrzymamy

G'R16x=G"R 'z (12a)
oraz rozwigzanie tego zagadnienia
2= (G"R'6)"1G"R 'z (14a)

Zaleznos¢ (14a) jest uogdlnieniem metody najmniejszych kwadra-
tow na przypadek niejednorodnych, niejednakowo doktadnych i
skorelowanych pomiaréw. Macierz kowariancji estymowanego
wektora stanu wyraza sie nastepujacg zaleznoscia [2], [3], [5]:

P; = (G"TR16)7 . (15)

Zalezno$ci (14a) i (15) odgrywajq istotng role w algorytmach esty-
macji w uktadéw liniowych.

3. UOGOLNIONE PRAWO PRZENOSZENIA BLEDOW

W nawigacji interesuje nas warto$¢ $rednia wektora losowego i
jego macierz kowariancji. Najczesciej otrzymujemy go jako warto$¢
posrednig w postaci sumy (ogolIniej: kombinacji liniowej) zmiennych
losowych oraz statych (zmiennych nielosowych). Twierdzenie 2 jest
uogolnieniem prawa przenoszenia btedéw dla skonczonej kombina-
cji liniowej wektordw losowych [3].

Twierdzenie 2.

Zatozmy, ze:

1.z — k-wymiarowe wektory losowe,

y —n-wymiarowe wektory nielosowe,

A - (m x k)-wymiarowe macierze,

B - (m X n)-wymiarowe macierze,

i, jymnrseN,

istniejq: wektory Srednie z; oraz macierze kowariancji le_z]_
(kowariancji skro$nej) dla kazdego i, j.

OOk wN

Wowczas wektor
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T s
X=ZAiZi+ZBjyj (16)
i-1 =1

jest m-wymiarowym wektorem losowym, o warto$ci oczekiwane;

T s
$= ) AZ;+ ) By, (17)
i=1 =1

oraz macierzy kowariancji

r

)

s

AP, A]. (18)
i=1 j=1
Z twierdzenia 2 wynika nastepujacy wniosek, ze jesli dany wektor
jest réznicg dwdch wektordw losowych

z=x-1Y,

to jego warto$C Srednia i macierz kowariancji wyrazajg_ si¢ zalezno-
Sciami

Z=X—y orazP, = Py + P, — P, — PJ. (19)

Whiosek ten mozna wykorzysta¢ miedzy innymi w ocenie sytu-
acji kolizyjnej w okretowych systemach antykolizyjnych [2]. Rysunek
2 przedstawia potozenie wzgledne dwéch statkow, ktdre posiadajg
okre$lone wektory wspdtrzednych wraz z ich macierzami kowarian-
cji, np. otrzymane z systemu pozycyjnego GPS, albo tez dane o
statku obcym pochodzg z systemu AIS (Universal Ship borne Auto-
matic Identification System).

L4

wektor polozenia
wzglednego

(Q’I, ll)

A
Rys. 2. PofoZenie wzgledne dwoch statkow w systemie antykolizyj-
nym [opr. wias.]

Potozenie wzgledne statkow wyraza sie w postaci wektora po-
tozenia wzglednego, bedacego réznicg wektordéw ich wspdtrzednych
pozyciji

Ax = x — xq. (20)

Macierz kowariancji wektora pofozenia wzglednego wyraza sie
wzorem

PAx=Px1+Px2_Px1x2_P£1x2 (21)



Wzory (20) i (21) mozna réwniez wykorzystywac do estymacii
réznicy dwdch dowolnych wektordw losowych. Okre$lajg one bo-
wiem skiadowe wektora réznicowego i posrednie jego dtugo$¢ oraz
kierunek. Przykladem jest okre$lanie potozenia obiektéw kartogra-
ficznych w systemach informacji przestrzennej lub w przypadku
autonomicznego okreslania wspdirzednych z wykorzystaniem sys-
temu pozycyjnego GPS. Réwniez na tej samej zasadzie opiera sie
idea tzw. kompasow satelitarnych, w ktérych dwa odbiorniki GPS na
jednej platformie okreslaja wzajemne potozenie wzgledne. W tym
przypadku wykorzystuje sie dodatkowo pomiary fazowe w celu
zwigkszenia doktadnosci okreslanego kierunku.

Twierdzenie 2 wyja$nia réwniez zalety pomiaréw roznicowych,
gdy zmienne losowe lub wektory losowe sg dodatnio skorelowane.
W tym przypadku, zgodnie z zalezno$cig (21), wystepuje zmniej-
szenie macierzy kowariancji wektora réznicowego (zwiekszenie jego
doktadnosci). Niezaleznie od tego, réwniez ewentualne bledy sys-
tematyczne tez sie redukuja.

WNIOSKI

W nawigacji bardzo czesto stosuje sie modele liniowe lub zli-
nearyzowane, szczegolnie w zagadnieniach transformaciji danych i
estymacji pomiaréw. Waznym jest opracowywanie i badanie réz-
nych metod analizy danych nawigacyjnych z wykorzystaniem apara-
tu analitycznego algebry liniowej. Istotnym jest tez mozliwo$¢ unifi-
kacji metod i algorytméw, co skutkuje zwiekszeniem przejrzystosci,
spojnosci i niezawodno$ci oprogramowania nawigacyjnego. Powo-
duje to rowniez uproszczenie algorytmédw numerycznych i wigzace
sie z tym zmniejszenie bteddw obliczeniowych.

Idea rzutu ortogonalnego w przestrzeniach liniowych pozwala
na uogodinienie metody najmniejszych kwadratéw na wektory losowe
z uwzglednieniem korelacji pomiedzy sktadowymi. Umozliwia tym
samym ujednolicenie i rozszerzenie algorytméw estymacji parame-
tréw nawigacyjnych na przypadki pomiaréw niejednorodnych (po-
chodzacych z roznych urzadzen i systemdw nawigacyjnych) oraz
skorelowanych.

Uogédlnione prawo przenoszenia btedéw skoriczonej kombinacji
liniowej wektoréw losowych pozwala na estymacje i analize dowol-
nych wektoréw losowych, w tym réwniez kombinacje liniowg wekto-
réw o réznych wymiarach. Tym samym rozszerza wykorzystanie
takich samych algorytméw do analizy wektoréw losowych w prze-
strzeniach o roznych wymiarach. Ma réwniez zastosowanie w okre-
$laniu wzajemnego potozenia w okretowych systemach antykolizyj-
nych, analizie przestrzennej w systemach informacji geograficzne;
(GIS) oraz pomiarach réznicowych.
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COORDINATES ESTIMATION USING
ORTHOGONAL PROJECTION

Abstract

This paper presents issues related to use of orthog-
onal projection theorem to construct method of least
squares and its generalization on correlated random
vectors. Generalization of propagation of error allows
to include algorithms of navigation parameters estima-
tion in homogeneous schema as a linear transformation
of random vector. It also allows to apply this approach
to relative position estimation in anti-collision systems.
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