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O Archimedesie i jego niektérych odkryciach

Streszczenie. W artykule opisano burzliwe dzieje dokumentéw zawierajacych odkrycia Archi-
medesa, w szczegdlnodci stynnego Palimpsestu, a takze wybrane osiggniecia tego wielkiego uczo-

nego.

Stowa kluczowe: Kodeksy Archimedesa, Palimpsest Archimedesa.

Zamy$lony Archimedes
Domenico Fetti (1589 - 1623)*

Przynajmniej przez cze$é historykéw nauki Archimedes jest uwazany
za najwiekszego uczonego w dziejach ludzkosci. Mozna z tym po-
gladem dyskutowaé, bo nie ma uniwersalnej miary pozwalajacej na
obiektywne oceny, ale pewne jest, ze jego prace przez okoto dwa ty-
sigce lat mialy istotny wplyw na rozwéj matematyki i fizyki. Jed-
nym z najwazniejszych matematycznych osiagnie¢ Archimedesa byto
stworzenie idei rachunku nieskoriczenie matych oraz metody wyczer-
pywania, dzieki ktorym podal kompletne i Sciste dowody wielu waz-
nych twierdzen z geometrii, i ktére prawie dwa tysiace lat pozniej,
w XVII wieku, staly sie fundamentem dla rachunku rézniczkowego
i catkowego, opracowanego niezaleznie przez I. Newtona i W. G. Le-
ibniza. Archimedes jako pierwszy zastosowal matematyczne metody
do opisu zjawisk fizycznych, tym samym tworzac podstawy fizyki. Do
idei Archimedesa odwotuje sie Galileusz w jednym ze swych najwy-
bitniejszych dziet, Rozmowy i dowodzenia w zakresie dwdch nowych
umiejetnosci, wydanym w 1638 roku. Wyrazem uznania dla dokonan
Archimedesa bylo okreslenie jednego z najwybitniejszych matematy-
kow przetomu XVII i XVIIT w. Johanna Bernoulliego Archimedesem

jego czasow?. Warto wreszcie podkresli¢, ze najwyzsze wyréznienie, jakie moze otrzymaé matematyk,

Medal Fieldsa, ma na awersie wizerunek Archimedesa. Medal przyznawany jest raz na cztery lata przez

Miedzynarodowa Unie Matematyczng najwybitniejszym matematykom, ktérzy nie osiagneli czterdzieste-

go roku zycia.

1Zdjecie pobrane z Wikipedii: https://pl.wikipedia.org/wiki/Archimedes.

2Na grobie J. Bernoulliego znajduje sie inskrypcja ,Archimedes jego wieku” [6].

Autor korespondencyjny: Cz. Baginiski (c.baginski@pb.edu.pl).
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O zyciu Archimedesa wiadomo niewiele i jest to wiedza oparta gléwnie na kilku anegdotycznych
opowiesciach, odnoszacych sie do epizodycznych zdarzen, przytaczanych w odmiennych wersjach, czasem
mocno sie réznigcych. Taki charakter ma réwniez przekaz o jego roli w obronie Syrakuz, obleganych
przez Rzymian, w czasie drugiej wojny punickiej. By¢ moze ich Zrédlem jest biografia Archimedesa
napisana przez wspOlczesnego mu Herakleidesa, ktora sie jednak nie zachowala (o ile w ogodle istniata).
Imie Herakleidesa jest wymieniane w kilku Zrodtach, w tym w pracy Archimedesa O stozkowsych.

Ojcem Archimedesa byt astronom o imieniu Fidiasz®. Jak wynika z historycznych analiz, to imie
nadawano w rodzinach artystéw, co moze sugerowaé, ze dziadek Archimedesa byt artysta. Historycy
podaja, ze Archimedes byl rowniez spokrewniony z wtadca Syrakuz Hieronem II.

Archimedes urodzit sie w 287 r. p.n.e. a zmart w 212 r. p.n.e. w Syrakuzach na Sycylii. Data naro-
dzin jest przyjeta na podstawie niepewnej informacji podawanej m.in. przez Plutarcha?, ze Archimedes,
w chwili $mierci, mial 75 lat. Data $mierci jest pewna, poniewaz jest to data zdobycia Syrakuz przez
Rzymian, w czasie drugiej wojny punickiej (218-201 r. p.n.e.). Chronologia tej wojny, ktorej gtownymi
stronami byly Rzym i Kartagina, jest wiarygodnie opisana i udokumentowana.

W mtodosci Archimedes pobierat nauki w Aleksandrii, co mozna wnosi¢ na podstawie jego p6zniejszej
korespondencji z uczonymi z Aleksandrii, pochodzacym z Cyreny Eratostenesem — trzecim z kolei gtow-
nym bibliotekarzem Biblioteki Aleksandryjskiej, Cononem z Samos — astronomem, wielce cenionym przez
Archimedesa i wreszcie Dositeusem z Pelusium — uczniem Conona. Cze$¢ owych listéw zachowala sie dzie-
ki temu, ze byly wstepami do prac, jakie Archimedes wysytal do swoich naukowych przyjaciot i dlatego
razem z pracami byly kopiowane przez kopistéw. Zapewne tam, w Aleksandrii, doglebnie przestudiowat
Elementy Euklidesa, do ktérych odwolywatl sie w swoich p6zniejszych pracach, jak do elementarza wiedzy
matematycznej. Jego prace byly dalece bardziej zaawansowane i s3 w nich odwotania do wynikéw innych
uczonych poprzednikéw, zwlaszcza do prac Eudoksosa, ktorego dorobek niestety przepadl w czelusciach
dziejow, a jak wynika z uwag innych autoréw znacznie wykraczal poza tre§¢ Elementow Euklidesa.

Dwie najbardziej znane anegdoty sa zwiazane wtasnie z Hieronem II. Pierwsza z nich méwi o tym
jak to krol zlecit zlotnikowi wykonanie krélewskiej korony. Po jej otrzymaniu zaczal podejrzewaé, ze
zlotnik zawlaszczyl czesé zlota zastepujac je innym metalem. Polecil Archimedesowi zbadanie, czy jego
podejrzenia sa stuszne. Problem catkowicie pochtonal Archimedesa i gdy po wielu dtugich rozmys$laniach
wpadt wreszcie na rozwigzanie, a bylto to w czasie kapieli, wybiegl nago na ulice krzyczac z entuzjazmem,
HEureka! Eureka!”. Archimedes doszedl do wniosku, ze rézne ciala o tej samej masie muszg mie¢ rézne
objetosci. Jedli zatem weZzmiemy tyle ztota ile wazy korona i poréwnamy objetos¢ tego zlota z objetoscia
korony, to otrzymamy odpowiedz. Objetosci za$§, mozna zmierzy¢ iloScia wypartej wody przez kazde z
tych cial. Wedle legendy, korona wyparta wiecej wody, niz wazace tyle samo ztoto, zatem korona miata
wieksza objeto$¢, co dowodzi tego, ze czesé ztota zostata zastapiona lzejszym metalem.

Ta anegdota zwykle przytaczana jest w szkole podstawowej na lekcji fizyki, gdy omawia sie prawo
Archimedesa: Kazde ciato zanurzone w cieczy traci na wadze tyle, ile wazy ciecz wyparta przez to ciato.
W szkole podstawowej nie moéwi sie natomiast — w kazdym razie, nie méwiono tego w mojej szkole — ze
Archimedes byl pierwszym, ktory wyznaczy! pole kota, pole powierzchni i objetosci kuli, walca i stozka,
nie méwiac o innych waznych matematycznych odkryciach.

Druga anegdota mowi o tym, jak Archimedes opracowal system dzwigni, ktéry pozwolit na zwodowanie
okretu zbudowanego na rozkaz Hierona II. Statek byl tak duzy i ciezki, ze budowniczowie nie potrafili
go zwodowac¢. Znowu zwrocono sie o pomoc do Archimedesa. System dzwigni, jaki zbudowano wedle

3Takie imie nosit rowniez najwybitniejszy rzezbiarz Starozytnej Grecji zyjacy w V w. p.n.e.
4Plutarch (ok. 50 n.e. — ok. 125 n.e.) — jeden z najwybitniejszych historykéw i pisarzy czaséw, w ktorych zyt.
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jego projektu, pozwolil na zwodowanie okretu jednej osobie i krol Hieron IT uczynit to osobiscie. Od tej
anegdoty pochodzi sentencja przypisywana Archimedesowi: Dajcie mi punkt oparcia, a porusze Ziemie.
Krél Sycylii, Hieron, byl sojusznikiem Kartaginy i z tego powodu od 214 r. p.n.e. wojska rzymskie
pod wodza Marka Klaudiusza Marcellusa oblegaly jej stolice, Syrakuzy. Jednym z gtéwnych architektow
skutecznej, dtugiej obrony Syrakuz byt Archimedes. Jego techniczne pomysty, usprawniajace obrone spra-
wity, ze zyskal niezwykte uznanie nie tylko u krola i obywateli Syrakuz, ale rowniez u Rzymian. Rézne
katapulty i wyrzutnie miotajace gtazy i kamienie, razity wroga zaréwno z dalszej, jak i blizszej odlegltosci,
a dzieki pomystowym dzwigom i dZzwigniom obronicy wywracali okrety podplywajace do muréw od strony
morza. Przypisywano Archimedesowi rowniez skonstruowanie ogromnych wklestych luster, dzieki ktorym
mozna byto doprowadzi¢ do zapalenia okretu z pewnej odleglosci, co jest juz z pewnoscia fantazja.
Gdy w koricu, dzieki podstepowi, Rzymianie wtargneli do

F Syrakuz, a zwykle takim okolicznosciom towarzyszyly potwor-

e ne rzezie, Archimedes, jak wielu jego wspotobywateli, poniost
+H Smier¢. Legenda glosi, ze Marcellus nakazal sprowadzenie Ar-
chimedesa przed swoje oblicze, by wyrazi¢ swoje uznanie dla

jego niezwyktych pomystéow. Rzymscy zolnierze znalezli go za-
RN sl olebionego w rozmyslaniach, i gdy odmoéwit zadaniu péjscia z ni-

e mi, bo chcial dokonczyé rozwigzanie pewnego problemu, jeden
= z zolierzy ugodzit go mieczem. Smieré Archimedesa na pewno
odbita sie wielkim echem w starozytnym $wiecie. Prawie potto-
ra wieku po6zniej, w 75 r. p.n.e. Cyceron odszukal zaniedbany,
zaro$niety krzakami gréb Archimedesa. Bylo to swego rodzaju

S e

spotkanie najwybitniejszych postaci Starozytnego Rzymu i Sta-
rozytnej Grecji. Cyceron odnotowal to w swoich tekstach, a po
wielu wiekach kilku malarzy po$wiecitlo temu zdarzeniu swoje
obrazy. Na nagrobku, zgodnie z zyczeniem Archimedesa, wyry-
to rysunek ilustrujacy jedno z twierdzen, z ktérego byl szcze-
goblnie dumny: Pole powierzchni i objetosé kuli sq rowne dwdm
trzecim, odpowiednio, pola powierzchni i objeto$ci walca opisa-

nego na tej kuli. Grob Archimedesa nie zachowat sie do dzisiaj,
Cyceron odnajdujacy grob Archimedesa co moze by¢ efektem braku troski mieszkancéw Syrakuz o pa-
Benjamin West (1738 — 1820)° mie¢ o swoim obywatelu, jednym z najwybitniejszych uczonych
w historii ludzkosci, ale tez moze by¢ efektem sasiedztwa Etny,

widocznej w oddali na obrazie Westa.

Jednym z najwazniejszych Zrodet wiedzy o matematycznych dokonaniach Archimedesa jest pergami-
nowy palimpsest odkryty ok. 1890 roku w Konstantynopolu. Nie zachowaly si¢ zadne prace Archimedesa
w oryginale. Ich tre$¢ przetrwala pierwsze stulecia, dzieki pracy skrybéw cierpliwie przepisujacych wazne
teksty, w osrodkach rozwoju nauki tamtych czaséw. Na pewno kopie jego prac powstaly w Aleksandrii,
w tamtejszej Bibliotece. Poczatkowo byty to kopie, jak sam oryginal, spisane na papirusie, pézniej — na
duzo trwalszym pergaminie. Pod koniec IV w.n.e., w czasie burzliwych zdarzen, Biblioteka Aleksandryj-
ska zostala zburzona i w krétkim czasie Aleksandria przestala odgrywaé role centrum rozwoju nauki.
Te role stopniowo zaczat przejmowaé zatozony w polowie czwartego wieku n.e. Konstantynopol, stoli-
ca Wschodniego Imperium Rzymskiego, pézniejsza stolica Cesarstwa Bizantyjskiego i wreszcie panstwa

50Obraz pobrany ze strony: https://www.math.nyu.edu/ crorres/Archimedes/Death/DeathIllus.html. Mozaika znaj-
duje sie w Stadtische Galerie Liebieghaus we Frankfurcie nad Menem w Niemczech.

60Obraz pobrany ze strony Yale University Art Gallery: https://artgallery.yale.edu/collections/objects/53032.
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tureckiego. Okoto 530 roku n.e. (a wiec okoto 750 lat po $mierci Archimedesa), jeden z architektow wspa-
niatej konstantynopolskiej budowli, $wigtyni Hagia Sofia, Izydor z Miletu zebral wszystkie zachowane do
tego czasu prace w jednym manuskrypcie. Przez kilka kolejnych wiekéw nie byto sprzyjajacych warunkéw
do rozwoju nauki. Z tego okresu nie ma nawet wzmianki o pracach Archimedesa. Do dzisiaj zachowaly
sie tylko trzy rézne kopie manuskryptu Izydora z Miletu. Wszystkie powstaly w Konstantynopolu w IX
i X wieku. Nazywane s Kodeksami Archimedesa A, B i C. Ich tresci w znacznej czeSci sie pokrywajg.
Niektore prace Archimedesa sg zawarte tylko w dwoch kodeksach, niektore tylko w jednym z nich.

Burzliwe dzieje Konstantynopola mialty kluczowy wplyw na losy wszystkich kopii. W 1204 r. jed-
na z wypraw krzyzowych, zanim dotarta do Ziemi Swietej ,zbladzita” do Konstantynopola. Krzyzowcy
zhupili to chrzescijanskie miasto i, jak wiekszo§¢ cennych ruchomos$ci, manuskrypty zmienity swojego
wlasciciela. W efekcie kolejnych wedréowek jeszcze w XIIT wieku Kodeksy A i B znalazlty sie w Bibliotece
Watykanskiej. Tam ich tresé¢ zostala przettumaczona na tacine przez franciszkanskiego mnicha Wilhelma
z Moerbeke. Kodeks B zaginagl w XTIV wieku. Kodeks A zostal ponownie przettumaczony na tacine przez
Jacopa z Cremony na polecenie papieza Mikolaja V. Potem kilkakrotnie zmienial wtasciciela. Pod ko-
niec XV wieku na polecenie Medyceusza, Wawrzyiica Wspanialtego, ksiecia Toscanii, zostal skopiowany,
a kopia znajduje sie w Bibliotece Laurenziana we Florencji. Oryginal Kodeksu A zaginal w drugiej po-
towie XVI wieku. Pierwsze drukowane wydanie dziet Archimedesa, oparte na drugim ze wspomnianych
tacinskich ttumaczen ukazalo sie w Bazylei w 1544 roku.

Po 1204 roku, Kodeks C w nieznany sposob znalazl sie w Ziemi Swietej, w jednym z greckich klaszto-
réw. Tam dzielo okazalo sie bezuzyteczne, bo zapewne nikt, kto mial do niego dostep, nie rozumiat ani
tredci ani ich wagi. Pergamin byt cennym materialem — ze skory jednej owcy mozna byto uzyskaé srednio
osiem kartek pergaminu, zatem na przygotowanie takiego manuskryptu potrzebowano skor z catego stada
liczacego co najmniej 24 owce. Dlatego tez nikt nie wyrzucal niepotrzebnych manuskryptéw. Rozdzielano
je na oddzielne kartki i wywabiano tekst na ile bylo to mozliwe bez zniszczenia pergaminu. Cze$¢ kartek
ulegata zniszczeniu, ale wiekszo$¢ byla prawie pelnowarto$ciowym materiatem. Rozcinano kartki na poét
i po uzupelnieniu brakéw z innych, tak ,odzyskanych” manuskryptéw, zszywano ponownie tworzac ko-
deks dwukrotnie mniejszy. Jego karty zapelniano piszac teksty prostopadle do ledwo widocznych tekstéw
oryginalnych. W taki wlasnie sposéb potraktowano Kodeks C. W 1229 roku powstal z niego modlitewnik,
nowy manuskrypt, ktory obecnie nazywany jest Palimpsestem Archimedesa. Nie wiadomo w jakich oko-
licznoéciach powrécit do Konstantynopola”, do metochionu — filii jerozolimskiego klasztoru. W klasztornej
bibliotece zostal odkryty w 1899 roku w czasie katalogowania manuskryptéw. Kilkadziesiat lat wczesniej,
w 1846 roku mial go w rekach wybitny znawca manuskryptéw, niemiecki uczony, Constantin Tischendorf,
ktory prawdopodobnie wyrwal zenl potajemnie jedna kartke. Dwadziedcia lat pdzniej, jego potomkowie
sprzedali ja bibliotece uniwersytetu w Cambridge. W 1906 roku wybitny znawca dorobku Archimedesa,
duriski filolog i historyk, Johan Ludwig Heiberg, przeprowadzil szczegblowe badania pierwotnych tresci
manuskryptu i w latach 1910-1915 przedstawil greckie teksty zawartych w nim prac.

Turcja brala aktywny udzial w I Wojnie Swiatowej, a po jej zakonczeniu Konstantynopol znalaz} sie
pod jurysdykcja panstw alianckich. Powstanie Turkow pod wodza pozniejszego prezydenta Atatiirka do-
prowadzito do wyzwolenia. Wladze tureckie rozwiazalty greckie bractwa zakonne, a patriarche Konstanty-
nopola skazaly na powieszenie. Catla biblioteka metochionu zostata przez Grekéw potajemnie wywieziona,
gtownie do Aten. Cze$¢ manuskryptoéw, w tym Palimpsest Archimedesa, zostata nielegalnie sprzedana. Na
ok. 80 lat stuch o Palimpse$cie zaginat. W 1998 roku pojawit sie na aukcji w domu aukcyjnym Christie’s
wywolujac sensacje. Patriarchat greckiego kosciota zablokowal aukcje twierdzac, ze przedmiot aukcji zo-
stal wczesniej skradziony. Sad, oddalit zastrzezenia, bo francuska rodzina, ktéra wystawita Palimpsest

"Konstantynopol, w latach 1453-1922, byt stolica pafnstwa osmanskiego, a w roku 1930 jego nazwe zmieniono na Stambut.
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na licytacje przedstawita wiarygodne dla sadu dowody posiadania go od co najmniej 30 lat, bez ukry-
wania tego faktu. Zgodnie z prawem francuskim wystarcza to do uznania wtasnosci i chociaz byt to sad
nowojorski, to swoje orzeczenie uzasadnil odwotujac sie do prawa francuskiego. Palimpsest zostal zlicy-
towany za 2 miliony USD, a nabywcg zostal anonimowy Amerykanin, ktory przekazal go do badan i prac
konserwatorsko-restauracyjnych do Walters Museum of Art w Baltimore.

W okresie tych 80 lat Palimpsest ulegl powaznym uszkodzeniom, wiekszym niz przez wszystkie po-
przednie wieki od momentu powstania. Zte warunki przechowywania, wilgo¢ i plesri doprowadzity do nie-
odwracalnych uszkodzen. Dodatkowo, juz po szczegdlowych badaniach Heiberga, cztery karty zamalowano
wizerunkami ewangelistéw, najwyrazniej z mysla o upiekszeniu modlitewnika i tym samym podniesieniu
jego wartosci. Mimo to, badania Palimpsestu przeprowadzone ostatnio, z uzyciem najnowocze$niejszych
technologii przyniosty nowe informacje, ktérych Heiberg, postugujacy sie dostownie ,szkietkiem i okiem”,
nie byl w stanie odczyta¢. Barwny opis historii Palimpsestu oraz prac nad jego konserwacja i odczytaniem
zawiera monografia [7].

Archimedes byt autorem kilkunastu prac:

O réwnowadze ptaszczyzn (2 prace);
O kwadraturze paraboli;

O sferze i walcu (2 prace);

O spiralach;

O konoidach i sferoidach;

O ciatach ptywajgcych (2 prace);

O mierzenie okregu;

O liczeniu piasku;

© X NS = e o~

O metodzie;

~
S

Stomachion;

~
~

. O réownowadze dZwigni;

12. O lustrach.

Tresci dwoch ostatnich, wymienionych na powyzszej licie nie zachowaly sie do dzisiaj. Wszystkie
pozostate mozna znalezé w Kodeksach A, B i C. Jak wspomnielismy, Kodeksy A i B nie zachowaly sie,
ale istnieje kopia Kodeksu A, przechowywana we Florencji oraz ttumaczenia tacinskie, ktore obejmuja
tresci obu kodeksow. Angielskie wersje tych prac oparte na lacinskich tlumaczeniach zostaly wydane
pod koniec XIX wieku [1]. Suplement tej monografii [2], wydany w 1912 roku zawiera prace O metodzie,
chyba najwazniejsza z prac Archimedesa, ktora zachowala sie wylacznie dzieki Palimpsestowi. Druga
praca, ktorej nie zawieraly Kodeksy A i B, a znalazta sie w Kodeksie C jest Stomachion.

Nie bedziemy omawia¢ wszystkich prac Archimedesa, ograniczajac sie tylko do prezentacji jego wy-
branych odkry¢. Nie bedziemy sie przy tym sili¢ na §ledzenie rozumowania samego Archimedesa. Zaréwno
notacja, jak i wiedza do ktoérej sie bedziemy odwolywaé, jest powszechnie znana, ale niekoniecznie ele-
mentarna.

Kwadratura paraboli.

Pole ograniczone tukiem paraboli i jej cieciwg tgczqceq kovice tego tuku jest rowne % pola najwiekszego
trojkgta, ktorego podstawq jest owa cieciwa, a trzeci wierzchotek lezy na tuku paraboli.



O Archimedesie i jego niektorych odkryciach 79

Rozwazania wystarczy przeprowadzi¢ dla paraboli o réwna-
niu y = px?, gdzie p jest ustalong liczba dodatnia. Niech dalej
a,b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a < b, natomiast
A = (a,pa?) i B = (b,pb?), punktami naszej paraboli. Trojkat
o podstawie AB, ktorego trzeci wierzcholek C' = (¢, pc?) lezy
na paraboli miedzy punktami A i B ma najwieksze pole, gdy
styczna do paraboli w tym punkcie jest rownolegta do prostej
AB. Niech

y=mx+n

bedzie réwnaniem tej stycznej. Jej wspotczynnik kierunkowy jest

pb>—pa®
b—a

wolnego n réwnania stycznej skorzystajmy z tego, ze ukltad réwnan:

zatem réowny m = = p(a + b). Do obliczenia wyrazu

2

Yy = mr+n
Yy = px

ma dokladnie jedno rozwiazanie. Rozwiazujac je przy tym zalozeniu otrzymujemy najpierw n

2 2 )2 b\ 2
px2—mgjfn:0, A:m2+4pn:(]’ n:fﬁ:,m:,p at ,
4p 4p 2

pla+b)®
1

a po rozwiagzaniu réwnania dostajemy pierwiastek ¢ = “7“’ Czyli C = (“T*b, ). Mamy zatem
interesujaca obserwacje:

prosta styczna do paraboli, réwnolegta do prostej AB, jest wystawiona w punkcie, ktory jest Sredniq
arytmetyczng pierwszych wspotrzednych punktow A i B.

Jak tatwo zauwazy¢, prosta AB ma réwnanie p(a + b)x — y — pab = 0, wiec jej odlegtosé¢ od punktu

C, czyli wysokosé trojkata ABC wystawiona z punktu C do podstawy AB jest réwna

a+b)? a+b)?
h_‘p(Q) _p(4) —pab’_ D b)?
B p*la+b)2+1 C4/PPla+ b2+ 1
Policzmy teraz pole trojkata ABC"
1 1 pla—b)? p(b—a)’
P=Z|AB| - h==-v/(b—a)2 + p2(b2 — a2)2 - _
5 1A4Bl b= 5 VO e = P

Wida¢ zatem, ze pole trojkata wyznaczonego przez punkty A i B paraboli zalezy tylko od wzajemnej

odleglosci ich rzutéw na o§ OX. W szczegolnosel otrzymujemy wiec, ze pola analogicznych trojkatow
3

zbudowanych na cieciwach AC i BC' sg rowne % . @. Aby policzy¢ pole wycinka paraboli sumujemy

kolejno pola trojkata ABC, dwoch trojkatéw zbudowanych na bokach AC i BC, czterech trojkatow

zbudowanych na ramionach dwéch poprzednich trojkatow i tak dalej. Otrzymamy
p(b—a)? < 1 1 ) 4 plb—a)® 4 P
0 = =3 5 . P

1424 — 4 ...
8 +44_42+ 8 3
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To sumowanie pol kolejnych trojkatow nazywamy metody wyczerpywania. Jej odkrycie Archimedes przy-
pisuje Eudoksosowi z Knidos®, o ktéorym wyraza sie z najwyzszym uznaniem. Niestety do naszych czasow
nie zachowalo sie zadne dzielo tego uczonego. Jego metoda jest swego rodzaju pra-catkowaniem.

Zart Archimedesa.

Wstep do traktatu O spiralach ma forme listu skierowanego do Dositeusa. Archimedes wspomi-
na w nim twierdzenia, jakie sformutowal w jednym z poprzednich listow. W istocie byly to wyzwania
rzucone matematykom aleksandryjskim, by udowodnili fakty, ktére on, Archimedes, udowodni¢ potrafi.
Zapewne ci uczeni chetpili sie, ze rowniez znaja dowody, ale zadnego z nich nikt mu nie przystat. Dlatego
Archimedes zdradza, ze dwa z przestanych twierdzen byty falszywe, co zapewne wprawito jego oponentéw
w zaklopotanie poddajace w watpliwos¢ ich matematyczne umiejetnosci. Oto jedno z zadan.

Zatozmy, zZe ptaszczyzna dzieli kule na dwie cze$ci, tak Ze czeSci sfery ograniczajgce odpowiednie czeSci
kuli majg pola odpowiednio a i b. Udowodnié, Ze stosunek objetosci tych czesci jest rowny ‘g—z.

Jakimi umiejetnosciami dysponowal Archimedes, ze potrafil pokazaé falszywosé tego twierdzenia? Dzi-
siaj dysponujemy rozbudowanymi technikami pozwalajacymi na obliczenie stosownych wielkosci. Jednak
trudno obejsé¢ sie bez rachunku catkowego. Zaltézmy, ze promient kuli ma dlugo$é¢ R, natomiast promien
kota przekroju — r, r < R. Najpierw policzmy pole a gbérnej czedci sfery. Gorna potsfera zadana jest
rownaniem z = f(x,y) = v/ R? — 22 — y2. Stad % = —\/ﬁ, g—; = —#Lyz i wobec tego na

mocy wzoréow znanych z rachunku catkowego szukane pole S jest rowne

T R (5 Iy g ——

224+y2<r 2 +y2<r

Przejscie na zmienne biegunowe:
r = pcosy,
y = psine.

prowadzi do catki

27 /7
a = R ——L—dpdp =R ——=L—dp | dp =
1 vt = R ([ )

0<p<2nm

= 2nR [—m} :) =27rR (R~ VRZ—7r2).

Zauwazmy, ze v R? — r2 jest odlegloécia plaszczyzny prze-
kroju od plaszczyzny XY, zatem otrzymany wzér moéwi, ze
pole powierzchni czaszy jest rowne polu powierzchni bocznej
walca z podstawa o promieniu R i wysokoscia rowna wysokosci

e czaszy. 7 tego juz tatwo wywnioskowaé, ze jesli dwie plaszczy-
zny réwnolegle przecinajg kule o promieniu R, to cze$¢ sfery
znajdujacej sie miedzy plaszczyznami ma pole réwne polu po-
wierzchni bocznej walca o promieniu R i wysoko$ci réwnej od-
legtosci plaszczyzn. To jest wlasnie obserwacja Archimedesa,

z ktorej byt bardzo dumny, ale rzecz jasna w swoim dowodzie

nie korzystat z rachunku catkowego, bo ten zostal wynalezio-

8Eudoksos z Knidos zyl w latach 408-355 p.n.e.
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ny dopiero w XVII w. prawie dwa tysigce lat po $mierci Archimedesa, niezaleznie przez I. Newtona
i W. Leibniza.
Druga czes¢ sfery ma pole réwne

b= 47R? — 27 R (R VR = 1"2) — 2R (R VR 1"2) .

Jegli przyjmiemy oznaczenie s = 5, to dostaniemy

a R—-—VR?—712 1-+v1—s2

b  RIVEE 12 14vV1_&2

Do wyznaczenia objetosci tych czesci na ktoére kula zostala podzielona wykorzystamy obserwacje

poczyniong przez Archimedesa.

B
s

Dla czeéci gérnej jest rowna catce z funkcji z = f(x,y) po kole 22 + y? < r, pomniejszonej o objetosé
walca o podstawie w tym kole i wysoko$ci h = v/ R? — r2. Mamy zatem

A= // VR2 — 22 — y2dady — mr®\/ R? — r2
z24y2Lr?

i po zamianie zmiennych na biegunowe, jak w poprzednim przypadku dostajemy

2 /7
A = | <fp\/R2 - p2dp> do — mr*V/R2 — 12 =
0 \0
3 0 27
= [s@ -8 [ap-mrvEE= =
™0
= 27 (R — (R*—r?)VR? —1?) —mr®VR2 — % =
2nR? (R— VR? —r?) — nr?VR2 — 12,
Druga cze$¢ kuli ma objetosé
B = 7R} — (27R? (R—VR2 — %) — imr?V/RZ —12) =
= 27R*(R+VR? —1?) + 2mr?VR? — 2,

a zatem stosunek tych objetosci jest rowny
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WRQ(R7W)7%WT2\/W _
wR2(R+VRZ—r2 )+ tnr2V/RP =12
(1—\/1—52)—5\/1—52 B
2(14+VI=s2)+svV1—s2

2—(2+s)V1—s2
T 24(248)V1—s2"

S/
Wl [0l

[

Teraz juz nietrudno policzy¢, ze rownosé % = ‘;—; zachodzi tylko w dwoch przypadkach, a mianowicie, dla

5:10razs:\/§—1.
Stada bydla Boga Slonca pasace sie na réwninach Sycylii.

W dwunastej piesni swojego poematu, Homer opisuje przygody Odyseusza, jakie spotkaly go m. in.
na wyspie Trinakii?, po przeptynieciu w poblizu Skylli i Charybdy. Oto jak wygladala zapowiedz loséw,
wypowiedziana przez boginie Kirke:

Dalej ostrow Trinakii trafisz: tam na tgce

Do boga stonecznego stada nalezgce

Pasgq sie; jest stad siedem owczych, siedm wotowych,
A w kazdym po pieédziesigt; nigdy liczba owych

Nie zwieksza sie, nie zmniejsza. Dwie nimfy je pasqg:
Lampetia z Faetusq, obie cudne krasg.

Helios je miat z Neajrg. O swe cirki dbata

Matka, gdy juz podrosty, daleko wystata

Az na ostrow Trinakii, by trzody ojcowskie

I woly ciezkorogie pasty dziewy boskie.
Bydto Heliosa
(Malowidlo na greckiej wazie
pochodzacej z VI p.n.e.
znajdujacej sie obecnie w Zgingcé musi - ty ujdziesz, ale cie nie ming
Luwrze) Nieszczescia, i choé wricisz do dom i rodziny,

Jesli, na powrdt pomny, oszczedzisz te trzody,
To wrdcisz, chociaz nedzarz, do swojej zagrody.
Lecz jesli je naruszysz, twoj okret z druzyng

To pézno, biedny bardzo, sam jeden, jedyny.'!

Ten fragment Odyseji najpewniej zainspirowal Archimedesa do sformutowania zadania dotyczacego
liczebnosci stad bydta Heliosa. Nie uwierzyl Homerowi i podal swoje wtasne szacunki w postaci wier-
sza 0 22 wersach, ktory wystat do Aleksandrii, do gtéwnego bibliotekarza Aleksandryjskiej Biblioteki,
Eratostenesa z Cyreny. Oto moja, uproszczona wersja tego listu:

Bqdz pozdrowiony, Maj Przyjacielu.
Niech Helios rozswietla Ci umyst.
Pozwolisz, bym sie z Tobg podzielit,
Zadaniem na miare twej dumy.

9W greckiej tradycji przyjmuje sie, ze byta to obecna Sycylia.

100braz pobrany ze strony: https://www.math.nyu.edu/ crorres/Archimedes/Cattle/CattleBig.jpg. Zdjecie ca-
tej wazy, na ktorej znajduje si¢ malowidlo mozna zobaczy¢ na stronach Muzeum w Luwrze, pod adresem
https://collections.louvre.fr/en/ark:/53355/c1010268297.

Mttum. Lucjan Siemienski, patrz [3].
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Ufam, ze praca Ci jeszcze nie zbrzydta,
A umyst wcigz lubi wyzwania.

Zlicz ile boski Helios miat bydta,

A zyskasz u niego uznanie.

Bydto sie pasto — jak Homer pisal,
Na zyznych réwninach Sycylii,
Przez ktorg wiodta podréz Odysa,
Gdy umkngt Charybdzie i Skylli.

Cztery miat stada nasz cesarz Swiatta:
Laciate, Zotte, czarne i biate.

Aby odpowiedz nieco utatwic,

W rownaniach te liczby schowatem:

Biate byki = (% + ) czarnych bykow + Zotte byki,
taciatych bykow + Zotte byksi,

Czarne byki = )
) biatych bykow + Zotte byki,
)

(
Laciate byki = (

Biate krowy = (

1
1
1
6
% czarne stado,

1
5
1
7
1
1
Czarne krowy ( + ) taciate stado,
Laciate krowy = ( + ) Zotte stado,
Zotte krowy = (% + ) biate stado.

1

3
+
+
+
1,1
45

1,1
576
1
7

Gdy uzyjemy stosownych oznaczen dla liczby poszczegélnych czesci stada otrzymujemy nastepujacy
uktad siedmiu réwnan liniowych.

B = (3+3)-C + Y

C = (3+3)-X + Y

X = (34+43)'B + Y

b= (3+1) (@ + 9

c = 4+ (X + @)

r = (%—F%)-(Y + )

v o= (4D )
—6B +5C +6Y =0
—20C +9X +20Y = 0
13B —42X +42Y =0
—-12b  +7C  +T7c =0
—20c  +9X 49z =0
~30z +11Y +1ly = 0
13B +13b —42y = 0
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Mamy zatem do czynienia z ukladem réwnan liniowych, ktéry mozna rozwiazaé¢ standardowymi metoda-
mi, dysponujac kartka, oléwkiem i odrobing uporu. Rozwiazanie w liczbach wymiernych daje nastepujace
wyniki

_ 828046 _ 3455494 _ 7358060 _ 461043

B = &Gy, € = o ¥ X = shooz ¥ Y = G U
_ 543694 2402120 1171940 .

b = GSoassr ¥ ¢ = Tsson ¥ T = Tsisort Y-

Ale zadanie ma by¢ rozwigzane w liczbach catkowitych nieujemnych. Najmniejsze z nich otrzymamy, gdy
y jest najmniejszg wspolng wielokrotnoscig mianownikéow otrzymanych utamkéw. Otrzymamy wowczas

B = 7460514, C = 10366482, X
b = 4893246, c 7206360, a

7358060, Y 4149 387,
3515820, y = 5439213

(1)

Daje to tacznie 50389082 sztuk bydla. Inne rozwigzania sa catkowitymi wielokrotnosciami uzyskanych.
Zauwazmy, ze pierwsze cztery liczby sg wielokrotno$ciami liczby 4 657, ktora pojawia sie przy rozwigzaniu
zadania z dodatkowymi ograniczeniami, bo Archimedes na tym nie konczy zadania. Dotychczasowy czesé
uznaje tylko za test, ktérego rozwigzanie nie upowaznia do tego, by chelpié¢ sie swoimi umiejetnosciami.

Zanim urosng Ci z pychy skrzydta,
Zanurz sie jeszcze w dalszych rachunkach,
I oblicz znowwu liczebnosé bydta,

Przy dwdoch dodatkowych warunkach:

Biate byki + czarne byki = kwadrat liczby naturalneyj,
Laciate byki + zotte byki = liczba trojkgtna.

Przypomnijmy, ze n-ta liczba trojkatna ¢, jest zdefiniowana wzorem

n(nJrl).

th=14243+ +n=——

Zadanie sprowadza sie zatem, do znalezienia liczby naturalnej k, dla ktoérej istnieja takie liczby naturalne

uiv, ze

Bk + Ck u?
Xk + Yk pel) )

Jesli uwzglednimy warto$ci minimalnego rozwiazania wskazane w (1), po lewej stronie pierwszego row-
nania otrzymamy (2)

(B + C)k = (7460514 + 10366 482)k = 17826996k = 22 -3 - 1129 - 4657 - k.

Liczba ta jest kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy k = 3-11-29-4657 - 12, dla pewnej liczby naturalnej
l. Podobnie, lewa strona drugiego réwnania ma postac

(X +Y)k = (7358060 + 4149387) - k = 11507447 -k = 7-353 - 4657 - k

i zgodnie z zyczeniem Heliosa ma by¢ liczba trojkatna. Nietrudno dowiesé, ze liczba t jest trojkatna wtedy
i tylko wtedy, gdy 8t + 1 jest kwadratem, czyli 8t + 1 = s? dla pewnej liczby calkowitej s. Oznacza to
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zatem, ze

8.7-353-4657 -k+1=m?>

Po wstawieniu w miejsce k wyrazenia wyliczonego z pierwszego réwnania otrzymujemy
(8-7-353-4657)-(3-11-29-4657-)12 + 1 = m?

lub inaczej m2 —2-22-3-7-11-29-353-46572 - 12 = 1.
Otrzymujemy stad, ze para (m,l) jest rozwigzaniem rownania postaci

m?2— An? =1

dla A=2-3-7-11-29-353-(2-4657)% = 410286 423 278 424.

Roéwnanie tego typu nazywamy réwnaniem Pella. Jego historia jest rownie ciekawa, co dluga i wy-
kracza poza zakres tego opracowania. Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a ma ono nieskoriczenie wiele
rozwigzan, ale wystarcza jedno, by pozostate zen otrzymacé. To rozwiazanie bazowe mozna otrzymac roz-
wijajac w utamek lanicuchowy liczbe v/A. Taki utamek jest okresowy i wystarczy wyznaczy¢ 6w okres.
W 1867 roku niemiecki matematyk C. F. Meyer podjal probe jego wyznaczenia, ale po 240 krokach zre-
zygnowal. Jak pisze Lenstra w [4], nie wykazal sie wystarczajaca cierpliwoscia. Okazuje sie, ze wymagalo
to Jedwie” 203 254 krokéw. Ogolne rozwigzanie drugiej czesci zadania jako pierwszy podal A. Amthor
w 1880 r. Najmniejsze rozwiazanie zostalo oszacowane jedynie co do liczby cyfr zapisu dziesietnego. Jest
ono wielkosci 7.76 x 10206544,

Archimedes koriczy swoéj list méwiac: jesli udalo sie ci rozwigzaé czesé druga, to

Teraz, Cie, druhu, juz nie zje pycha.
Tego dokonaé nieliczni mogg.

Bo ona tylko na stabych czyha,

A nie poswieconych bogom.

Stomachion.

Ostatnia z zachowanych kart Palimpsestu Archimedesa, mocno zniszczona i trudna do odczytania,
zawiera poczatek traktatu o geometrycznej tamigtéwce wymyslonej w starozytnosci. Nie ma podstaw,
by jej autorstwo przypisa¢ Archimedesowi, ale wiele wskazuje na to, ze poSwiecit on jej sporo uwagi
i przemyslen.

W Starozytno$ci nazwano ja stowem , stomachion”, co w jednej z

przyjetych interpretacji oznacza ,bol zotadka”, to za§ miatoby podkre-

sla¢, jak jest trudna — préby jej rozwiktania zmuszaja do tak duzego

wysitku myslowego, ze wywoluja fizyczne dolegliwosci. Lamigtowka jest

/ kwadratem wykonanym ze sztywnego materiatu, podzielonym na 14
A
| 7 czesci, z ktorych jedna ma ksztalt pieciokata, dwie sa czworokatami,

a 11 pozostatych — to trojkaty. Jesli przyjmiemy, ze bok kwadratu ma

dhugosc 24, to wszystkie figury maja pola bedace liczbami catkowitymi.

\ W swoim traktacie Archimedes rozwaza nastepujace kombinatoryczne

[

/

I \ zadanie:
4

Na ile réznych sposobow, z cze$ci ma ktore kwadrat podzielono, mozna ponownie ultozyé kwadrat
przystajgcy do wyjsciowego?
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Zadanie mozna zaliczy¢ do geometrii obliczeniowej. Nie jest tatwe i nie wiadomo, czy Archimedes znal jego
rozwigzanie. Ani zachowane szczatki traktatu, ani inne wzmianki o stomachionie nie dajg wystarczajacej
wiedzy, by to rozstrzygnaé. Pierwsze kompletne rozwiazanie podat B. Cutler [9]. Zgodnie z nim istnieje 536
istotnie réznych sposobdw, jesli zas uwzglednimy réwniez takie, ktore mozna uzyskac¢ z danego uktadu przy
pomocy izometrii catego kwadratu lub jego czesci, to otrzymamy ich az 17 152. Ponizej kilka przyktadéow
takich utozen.
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