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MODEL RACHUNKU OPERATOROW
DLA ROZNICY WSTECZNEJ
PRZY PODSTAWACH a,b

STRESZCZENIE

W pracy skonstruowano dyskretny model rachunku operatoréw Bittnera, w ktérym po-
chodna rozumiana jest jako operacja réznicowa V,pu(k) = a(k)u(k)— b(k)u(k — 1).
Stanowi on uogdlnienie V-modelu z réznica wsteczng Vu(k) = u(k) — u(k — 1).

Stowa kluczowe:

rachunek operatoréw, pochodna, pierwotne warunki graniczne, roznica wsteczna, element wy-
ktadniczy.

PODSTAWY RACHUNKU OPERATOROW

Rachunkiem operatorow Bittnera [1-3] nazywamy zespot
CO(L°, L', S.T,, 54, Q). (1)

gdzie L i L' sa przestrzeniami liniowymi (nad tym samym ciatem skalarow I'")
takimi, ze L' C L. Operacja liniowa S: L' — L° (co zapisujemy S € .Z(L', L)),
nazywana pochodnq (abstrakcyjna), jest surjekcja. Ponadto @ jest zbiorem wskazni-
kéw ¢ dla operacji T}, € Z(L°, L") takich, ze ST,w =w,w € LY, zwanych pier-
wotnymi i dla operacji s, € (L', L') takich, ze s,u = u — T,Su,u € L', zwanych

warunkami granicznymi.

! Bedziemy zakladali, ze 1.9 i I.! sa przestrzeniami rzeczywistymi, tzn. T’ := R.
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Jadro operacji S, tzn. Ker S nazywamy zbiorem stafych dla pochodnej S.
Nietrudno sprawdzi¢, ze warunki graniczne s,, ¢ € () sa rzutami L' na podprze-
strzen Ker S.

Przez indukcje okresla sig ciag przestrzeni L™, n € N * w taki sposob, ze

L":={ueL"':Sue L")

Wowczas
.cLclc...ctcL?
oraz
Sm(Lm—i-n) — Lm
gdzie

L(L",I°) 58" :=S080...05, neN, meNy:=NU{0}.
N—_————

n—rasy

W pracy wykorzystane zostang nastgpujace twierdzenia pomocnicze [3]:

Lemat 1. Abstrakcyjne rownanie rozniczkowe
S'u=v, vel’uel"
z warunkami granicznymi
.‘;qS"u =u;q €EKerS, i€ 0.n—11

ma jednoznaczne rozwiqzanie

u="1upq+Tqur g+ -+ T;_l'un_w + T, v. 2)
Lemat 2. Przy danej pochodnej S € £ (L', L°) rzut s, € £ (L', Ker S) wyznacza
pierwotng T, € £ (L°, L) z warunku

u="Tyw wtedy i tylko wtedy, gdy Su=v,s,u=0.

Ponadto rzut s, jest warunkiem granicznym przy pierwotnej Ty,.

Kazdy rachunek operatoréw okre§lony przez zadanie obiektow (1) nazywa-
my jego reprezentacjq lub modelem.

Przyklad 1. Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych. Jest oczywiste, ze zbior
C'(Z) nieskonczonych ciagéw rzeczywistych {u(k)}rez ze zwyklymi dziataniami

* N oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich.
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dodawania ciagow i mnozenia ciagow przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia
liniowa. W pracy [8] wykazano, Ze zesp6t (1), gdzie u={u(k)} € L' =L':= C(Z),
q=hy €Q:=Zoraz

Su = Vu:={ulk) —ulk —1)}, 3)
kg
— > (i) dla k <k
i=k+1
Thou = 0 dla k=ky , keZ, “4)
k
>oowu(i) dla k> ko
i=kp+1
Skott := {u(ko)} Q)

tworzy dyskretny V-model rachunku operatorow Bittnera z pochodna jako réznica
wsteczna V°.

V ..,-MODEL

Uogo6lnieniem pochodnej (3) jest operacja

Sap{u(k)} = Vas{u(k)} = {a(k)u(k) — b(k)u(k — 1]}4, (6)
gdzie a = {a(k)},b = {b(k)} € C(Z) sa ciagami danymi i takimi, ze
N\ a(k).b(k) # 0. (7)
kel

Operacje (6) bedziemy nazywali rdznicq wsteczng przy podstawach a,b

(por. 4]).
Latwo sprawdzi¢, ze

V(;] by + vfrg.bg = Va 1Eas.byLbo
oraz

(vfn.h + Vu-_).b) = vm b
5y

[ v =

(Vfr.“n + vre.bg) = v”"'l'_gf’;’ v

oile ciagi a,b,ay, by, a1 & as, by £ by spetniaja warunek (7).

* Z uwagi na definicje pierwotnych T}, zaktada sig, ze Zf‘i ko1 u() :=0.
* W pracy tej mnozenie ciagdw oznacza zwykte mnozenie po wspotrzednych.
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Do konstrukcji modelu rachunku operatorow zwiazanego z pochodna (6)
wykorzystamy ide¢ rozwiazywania rownania u(k + 1) — b(k)u(k) = v(k) opisana

®)

W pracy [6].
Niech LY = L' := C(Z). Nietrudno sprawdzi¢, ze ciagi {c(k)} € Ker S,
maja postac
( 0 .
C 9 g2 k<0
b(i)
k+1
clk) =< C dla k=0 . keZ,
ko,
b(i
T2 i k>0
| pale al(i)

gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista. Niech {e(k)} bedzie ciagiem {c(k)} dla

C = 1. W zwiazku z tym przyjmijmy rowniez, ze H?=1 ():=1
Rozwazmy rownanie réznicowe

Sap{u(k)} = Vap{u(k)} = {v(k)},

tzn.
a(k)u(k) —b(k)u(k — 1) =v(k), ke Z.
Mamy stad
a(k)u(k)  b(k)u(k —1) _ v(k) _
e(k) e(k) ~e(k)’ kel
Poniewaz

a(k)e(k) — b(k)e(k — 1) = 0 < a(k)e(k) = b(k)e(k — 1),

wigc z (10) otrzymujemy

u(k)  u(k—1)  w(k) .
e(k) elk—1) a(k)e(k) keZ.
Ostatecznie
y(k) —y(k = 1) = w(k), keZ
gdzie
v uk) o w(k) .
y(k) = (b’ w(k) = al)e(h) ke Z.

Rownanie (11) mozemy przedstawi¢ w postaci

S{y(k)} = V{y(k)} = {w(k)}.

(11)

(12)

(13)
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Z lematu 1. (dla n = 1) wynika, Ze rozwigzaniem rownania (13) jest ciag
{UU‘) } = Skq {UU‘) } + Tf([) {'HT(!{)}.

gdzie T}, sa pierwotnymi (4), natomiast s, warunkami granicznymi (5). Z (12)
otrzymujemy u(k) = e(k)y(k), k € Z. Zatem

() = {60}ty {20} + (e0)V i ) (14)
jest rozwiazaniem rownania (9).
Niech
sass{ull)} = (e {5}, e Qi=Z fub} e C@.  (3)

Korzystajac z definicji (5) warunkow granicznych sy, otrzymujemy

o '\‘ “(L.) y u’(;‘bu)
*Sra.fJS{:.IJ.A'gU‘U‘:) = 5(:,!)[(3(!‘3)'3£‘0 [ (‘(f,) ]] = ‘Sﬂ.b[c(;‘:)] (‘.’.(.In'-[])
u(ko)
=0- =0, ko kel
e(ko) !
Zatem s, 1, € .2 (L', Ker S, ;). Ponadto
w(k
'H.U:t) e(’!‘")"’:kn[ (k)

2
";;.h.kn"""(;"') = Sa,b,ko [e(k}s;\.o[

)
e(k) 1= e(f,'.)s;‘,n[ e(k) - }

u(k
U( )] = Su.b,}’q,u(:ll-'). 'I':D- L € 7.

2

poniewaz s;‘,u = sy, Ostatecznie s, j, 1, jest rzutem L'naKer S, dlakazdego kg € Z.

= f-’(‘l'f) Sky [

Z lematu 2. wynika, Ze rzut s, j 1, Wyznacza pierwotnq T, 1, z& wzoru (14).
Mianowicie
u(k)
Tabko{u(k)} == {e(k)} Tho{

m} ko € Z,{u(k)} € C(Z). (16)

Ponadto s, j 1, jest warunkiem granicznym odpowiadajacym pierwotnej (16). W ten
Sposob otrzymujemy:

Whiosek 1. Zespot (6), (15), (16) tworzy dyskretny ¥V, ,-model rachunku operato-
row Bittnera
C’*()(C"(Z)' C’*(Z) Su.b- '-Tu.i.-.ku- Sab.kgs Z) (17)
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Przyklad 2. W modelu (17), dla

0= {2, b= {3"},0 = { (g)mm }

rownanie réznicowe
.
Su=v (18)

a,b

przyjmuje postaé

. 3 o 3\ k(k+1)
4Fu(k) — 5 c6Fu(k — 1) + 32 ly(k —2) = (5) . kezZ. (19
Wyznaczymy takie rozwiazanie u = {u(k)} rOwnania (19), zeby
u(—=1) =u_1, u(0)= ug, (20)
gdzie kg = O oraz u_;. up € R sa danymi warto$ciami poczatkowymi.
Z lematu 1. wynika, ze rownanie (18) z warunkami granicznymi
Sab0U = U0.0. Sab0Sapll = U0 2n
ma doktadnie jedno rozwiazanie dane wzorem (2) dla n = 2, tzn.

: 2
u = g0 + Tapouro + Typ o (22)

Z (15) wynika, ze warunki poczatkowe (20) jednoznacznie okreslaja warun-
ki graniczne (21). Mianowicie

ugo = {upe(k)}, 1o = {(up —u—1)e(k)},
gdzic e(k) =/ (3)"" V. ke z.

Korzystajac z (22), otrzymujemy nastepujace rozwiazanie zagadnienia (19), (20):

. o k(kt1)
1 2 1 1 3
) = fro+wo—u) 1= ) + -y (5) - ke

Vap-model (17) mozemy rowniez uzyska¢ z dyskretnej reprezentacji ra-
chunku operatoréw

CO(C(Z).C(Z). S1.-T1 g S1.bkg- L) (23)

wprowadzonej przez autora w pracy [8].

> Index ,,1” wystepujacy w operacjach modelu (23) oznacza ciag {1} 7.
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Mamy bowiem

Sanfu(k)} = {a(k)} {ulk) - %(A — 1)} = {a(k)} Sy fulk))

u(k)

Tu.b-?-'u {MU‘)} = Tl‘h}(”'ko { U-Ut-')

}‘ Sa,b,ko {u(k)} = S1.b/a.ko {u(!.:) }

ELEMENT WYKLADNICZY

Niech ¢ i A beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze ¢ # 0 oraz
N\ alk) # .
kel

Rozwiazanie zagadnienia

{ ST = A\x — { (a(k) — Nax(k) = b(k)z(k—1) =0

Sab kol = C x(kg) = ¢

nazywamy elementem wykladniczym (o wykladniku \)°.
Poniewaz & € Ker S,_\ 1, zatem na podstawie (8) wnioskujemy, ze rozwia-

keZ (24

zaniem zagadnienia (24) jest ciag

( 0 .
ali) — A
c H - dla k< kg
i=k—ko+1 b(!)
x(k) = c dla k=ky , keZ. (25)
k—Fko ,

b(i)

: lla k>Fk

‘ H ali) — A e > o

"

W szczegodlnosci element wyktadniczy odpowiadajacy rdznicy wstecznej
S1.1 = V ma postac

x = {(1 - Nk~Fe}, (26)

W (24) liczbg ¢ utozsamiamy z ciagiem statym {c}.
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Ciag (25) jest jedynym rozwiazaniem zagadnienia (24). Istotnie, gdyby ist-
nialy dwa rozwiazania z (k), 2 (k) zagadnienia (24), to dla u(k) := x1(k) — x2(k)
mieliby$my sy, u(k) = 0, czyli u(ko) = 0. Ponadto bytoby

N b)) W ks
E.‘,(A-) = (!(,"1)——/‘\ H.(-I\- — 1) dla k> JIL(]..

a(k) — A

ulk —1) = )

u(k) dla k< ko,
skad wynika, ze u(k) = 0 dla kazdego k € Z.

Przyklad 3. Niech {x(k)} € C(Z) bedzie rozwiazaniem bilateralnego niejednorod-
nego rownania réznicowego rzedu n
zky=ajz(k—1)+asx(k=2)+ - +a,z(k—n)+5, keZ, (27
gdzie a1, ao, ..., «,,, 3 sa danymi liczbami rzeczywistymi oraz cv,, # 0.
Relacja (27) okre$la ciag {x(k)} jednoznacznie, jezeli dla pewnego ko € Z
znanych jest n kolejnych jego wyrazow

x(kp—n+1)= ;.E:ED_HH.;.E:(!.:Q —n+2)= ""'?'o—n+2 .....

z(ko—1) = ::.-Eﬂ_l.:::(!.-.n) = ;z:?.n.(28)
Wowczas, na podstawie (27), pozostale wyrazy wyznaczamy rekurencyjnie, stosujac
wzory
rk)=arz(k—1)4+aaxlk—=2)+--+apax(k—n)+ 5 da k>k
oraz

1
r(k—n)=—[zk)—arzxk—1)— —ap1x(k—n+1)—F] dla k< ko.

Xy

n
Niech ~ := S g Nietrudno sprawdzi¢, ze dla v # 1 podstawienie
i=1

y(k):=x(k) — 6 <= z(k) = y(k) + 0,
gdzie § := /(1 — ), pozwala sprowadzi¢ (27) do rownania jednorodnego

yk)=arylk—1)+asylk —2)+---+a,ylk —n), keZ. (29)
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Model ruchu operatoréw dla réznicy wstecznej przy podstawach a, b

Uwzgledniajac (28), rownaniu (29) odpowiadaja warunki poczatkowe
y(ko —1) = :1'?.“_,- -0, iel0n—1. (30)

Stosujac model rachunku operatoréw z pochodna .S jako réznica wsteczng V (przy-
ktad 1.), rownanie (29) mozemy przedstawi¢ w postaci

n S"Y + A1 S" Y+ +a1 Sy+agy =0, 31

gdzie y := {y(k) }rez oraz
ag=1-— Zn';. a; = (—1)*1 Z (j)n';. jel,n, (32)
i=1 i=j
co wynika z twierdzenia 1 [9]. Z kolei na podstawie wniosku 1 [9] stwierdzamy, ze
warunkom poczatkowym (30) odpowiadaja rownowazne warunki graniczne postaci

Ci = 8, S'y = {Z(-l)i (_;’.) (z3,—;—0)}. i€0,n—1 (33)

1=0

Zagadnienie (31), (33) mozemy rozwiaza¢ w tzw. przestrzeni wynikow ge-
nerowanej przez ciagi dwustronne [9]. Mowiac najogoélniej, wyniki powstaja przez
,.dzielenie” ciagéw dwustronnych przez injekcyjne endomorfizmy przestrzeni C'(Z).
Rezultatem takiego dzialania moga by¢ wyniki regularne, czyli ciagi dwustronne
oraz wyniki singularne, ktore nie sa elementami przestrzeni C(Z)[7]. Na przyktad

c
—=P.c c 0
T, ko€ c# { }

jest wynikiem singularnym [3], natomiast element wyktadniczy (26) jest wynikiem

regularnym postaci
[

—— ¢ # {0},
I — ATy, {0}
tzn.
P,
— \\ko—k . _ ko . 34
{(1—=XN)"""c} P e, (34)
gdzie Py, = % jest tzw. operatorem Heaviside’a, natomiast I jest operacja iden-
0

tyczno$ciowaq okreslona na przestrzeni C'(Z) [9].

Szczegbdlnym przypadkiem roéwnania postaci (27) jest rownanie okreslajace
tzw. ciag soczewkowy [5].
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Formalnym ciggiem soczewkowym generowanym przez uporzadkowana
trojke liczb (a, b, ¢) nazywamy ciag {z(k)}rez bedacy rozwiazaniem zagadnienia

rk)=axk-1)—ak-2)+p8, kel (35)
x(—=1)=a, x(0)= b, (36)
gdzie
. a6+6c+ca_1 3. 6% — ac
a=——g—=-1 fi=—p—.

Wowczas x(1) = ¢. Ponadto stale o i 3 sa ,,niezmiennikami” ciagu {z(k)} w tym
sensie, ze ich warto$ci moga by¢ wyznaczone na podstawie kazdych trzech kolej-
nych wyrazow tego ciagu.

Jezeli a # 2, to (35) jest rownowazne rownaniu jednorodnemu

yk)=aylk—-1)—ylk—-2), keZ, (37)
gdzie
5]
y(k) =x(k) —0, 0=—
2 -«
natomiast (36) odpowiadaja warunki poczatkowe
y(=1)=a—46, y(0)=56—0. (38)

Z kolei w V-modelu zagadnienie (37), (38) przyjmuje posta¢
a9 Szy +a, Sy+apy =0
Cy = SpY = b— 0. ] = .‘;()S'y =b— a,
gdzie y = {y(k)} oraz
ag=2—a,a1 =a—2,as = 1.
Dla ustalenia uwagi rozwazmy zagadnienie
z(k)y=8zx(k—1)—x(k—-2)-7, kel
."f.'(—-l) =0, ."!.'(U) =2

generowane przez trojke (6, 2, 3). Jest ono rownowazne zagadnieniu

S%y + 6Sy — 6y = 0; (39
5
o = {6} o = {—4}, (40)

gdzie y = {y(k)} = {x(k) - I}.
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Dziatajac na réwnanie (39) obustronnie operacja 7.2, po uwzglednieniu wa-
runkow granicznych (40), otrzymujemy
P(fy + 6Py — 6y = PU‘){E} + Pp{1},

czyli

Po{2 1
Yy = PU —.U{()_} +{ } N
‘ P2 +6P) — 61

gdzie I jest operatorem Heaviside’a odpowiadajacym pierwotnej 7.

Stad, po rozktadzie na utamki proste, uzyskujemy ciag y w postaci wyniku

Py Py
y=——4{M}— ), 41
y PO_M{ } PO_M{;!} (41)
gdzie
v —9+5V15 —9-5/15
M= —. L= —————F—
12v15 12V15
A:=—-3+V15. \:=-3—15.

Porownujac (41) z (34), stwierdzamy, ze y wyraza si¢ przez elementy wy-
ktadnicze. Ostatecznie wyraz ogdlny dwustronnego ciagu soczewkowego

{....18462,2346,299, 39,6, 2,3,15,110,858,6747, .. .}

generowanego przez uporzadkowana trojke liczb (6, 2, 3) ma postaé

Ll

i

w(k) =M1 —=A)"F—p(1=XN"F+ 5 ker

skad, po prostych przeksztatceniach, otrzymujemy (por. 5])

(25— 3VI5)(4+ VI5)" + (25 +3V15)(4 — VI5)* | 7
60 6

z(k) = k€ Z.
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THE BACKWARD a,b-DIFFERENCE
OPERATIONAL CALCULUS MODEL

ABSTRACT

The paper presents a discrete model of Bittner's operational calculus, in which the deriva-
tive is understood as a difference operation V,, (k) =a(k)u(k)— b(k)u(k — 1). The model
is a generalization of the V-model with the backward difference Vu(k) = u(k) — u(k — 1).

Keywords:
operational calculus, derivative, integrals, limit conditions, backward difference, exponential element.
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