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Artykul jest rozszerzong wersja wykladu ,Modularno$é krzywych elip-
tycznych: dowdd, zastosowania i uogélnienia”, wygloszonego przez autora
we wrzesniu 2006 roku na I Forum Matematykéw Polskich w Gdansku.

Gléwnym jego celem jest przyblizenie kluczowych krokéw dowodu Wiel-
kiego Twierdzenia Fermata udowodnionego przez A. Wilesa w 1994 roku
(zwiezly szkic dowodu czytelnik znajdzie w paragrafie 16.6). W rozdzialach
18 i 19 formulujemy twierdzenia ogélniejsze od Wielkiego Twierdzenia Fer-
mata oraz przytaczamy szereg otwartych probleméw.

Proste wprowadzenie do tej problematyki w jezyku polskim czytelnik
znajdzie w wartym polecenia artykule Narkiewicza [88] oraz ostatnim roz-
dziale ksigzki Ribenboima [96].

Dowo6d Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Wilesa [131] jest
jednym z najdonioslejszych osiggnie¢ matematycznych XX wieku. Dzicki
wczesniejszemu rezultatowi Ribeta [97], wystarczylo udowodnié tzw. hipo-
tez¢ o modularno$ci dla klasy semistabilnych- krzywych eliptycznych. Do-
wéd tej hipotezy jest gtéwnym rezultatem Wilesa zastosowanym w dowodzie
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Realizacja tego programu, mimo przejrzy-
stego planu, wymagala wypracowania i polgczenia metod z wielu dziedzin
matematyki.

Przedstawimy przyklad ilustrujacy wspomniang hipoteze o modularno-
sci. Rozwazmy ciag a, := p— R, liczb catkowitych indeksowany przez liczby
pierwsze p > 2, gdzie R, oznacza liczbe rozwiazah réwnania y®> = z° + 1
w zbiorze {0, 1, ...,p—1}. Latwo sprawdzié, ze a; = 2, az = a5 = 0, a7 = —4,
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w Bonn w semestrze jesienno-zimowym 2006/2007. Autor pragnie podzigkowaé Insty-
tutowi za wspanialg atmosfere naukowsa i wsparcie finansowe.
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a11 =0, a13 = 2, a17 = 0, ay9 = 8, ags = 0,... . Niech > 77 | b, X™ bedzie
formalnym szeregiem potegowym okreslonym nastgpujaco:

) =]
> bxm =X [J - xt)*
n=1 n=1

=X —4XT+2X13 +8X19 —5X% 4 ..

Zauwazmy, ze by = 1 oraz a, = b, dla p = 2,3,...,23. Dowodzi si¢
-ponadto, ze réwnos¢ ta zachodzi dla wszystkich p. Czytelnik moze sie prze-
konaé, ze dla (matych) pir = 2,3,... mamy b,r = byb,r—1 — pb,r-2 oraz
bmn = bmbn, gdy (m,n) = 1. Mozna oczywiscie udowodnié te réwnosci dla
daowolnych p oraz r. Dalsze przyklady krzywych E stopnia 3, dla ktérych
istnieje szereg Y b, (E)X™ spetniajacy a,(E) = b,(E) oraz zachodza relacje
dla b,, wynikaja z analizy przykladéw w rozdzialach 2.6 i 3.9.

Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila (STW) o modularnoéci (rozdziat 15)
glosi, ze zjawisko takie ma miejsce dla wszystkich krzywych eliptycznych
okreslonych nad cialem Q liczb wymiernych. K. Ribet [97] udowodnil w 1986
roku, bazujac na idei G. Freya [46], ze prawdziwo$¢ powyzszej hipotezy
dla podklasy tzw. semistabilnych krzywych eliptycznych implikuje Wielkie
Twierdzenie Fermata. Idea dowodu jest bardzo prosta (rozdz. 16.6; 12.2):
z hipotetycznym, nietrywialnym, rozwigzaniem réwnania Fermata stowa-
rzysza sie krzywa eliptyczna o ,dziwnych wlasnosciach”, po czym dowodzi
sig, przy zalozeniu powyzszej hipotezy, ze taka krzywa nie istnieje. Od lata
1986 roku A. Wiles usilnie prébowal udowodni¢ hipoteze STW. W 1993
roku przedstawil strategie dowodu, zas w 1994 roku pelny dowdd hipo-
tezy w przypadku semistabilnym i tym samym, dowéd Wielkiego Twier-
dzenia Fermata. Dowéd zawarty jest w dwdch artykutach [131] i [123]; je-
den wspdlny z R. Taylorem. W 1999 roku C. Breuil, B. Conrad, F. Dia-
mond i R. Taylor [10] uzyskali dow6d hipotezy STW w pelnej ogdlnosci.
Hipoteza STW i jej uogélnienia (np. program Langlandsa), bogactwo apa-
ratu wykorzystanego w dowodach oraz konsekwencje z pewnoscig pozostana
w centrum uwagi wielu pokolen specjalistéw pracujacych w arytmetycznej
‘geometrii algebraicznej.

Ribenboim [96] przedstawil badania nad Wielkim Twierdzeniem Fer-
mata w ujeciu historycznym, dokonujac takze przegladu blednych dowo-
déw. Ksiazka Singha [118] jest niezwykla opowiescig o zmaganiach wielu
pokolefi matematykéw z tym najstynniejszym problemem matematycznym.
Wprowadzenia do artykuléw Wilesa i Taylora adresowane dla szerokiego
grona odbiorcéw na ogél nie zawieraja szczegdéléow, jednak polecamy (88|,
[48], [42], [101], [24], [126]. Czytelnik z wigkszym przygotowaniem matema-
tycznym, pragnacy poznac szczegély, powinien dodatkowo zaopatrzyé sie
w [20], [16], [27], [57], [92], [106]; ksiazka Diamonda i Shurmana [35] jest
idealnym wstepem do wymienionych pozycji.



Modularno$é krzywych eliptycznych i Wielkie Twierdzenie Fermata 5

W artykule pragniemy jednocze$nie przedstawié zwiezly wstep do aryt-
metycznej teorii krzywych eliptycznych i form modularnych, podaé wybrane
szczegdly dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata i wprowadzi¢ czytelnika
w orbite aktualnych rezultatéw i hipotez. Lektura ponizsze] pracy moze
wymagaé pewnego zaangazowania, ale mamy nadzieje, ze pomoze lepiej zo-
rientowal si¢ w tej pieknej i zarazem trudnej dziedzinie badan.

Systematyczny opis pojec i rezultatéw omawianych w pierwszych pieciu
rozdzialach czytelnik znajdzie np. w [116], [35], [67]. Konstrukcje opisane
w dalszej czesci artykulu sa zaopatrzone w odnosniki do literatury.

Podstawowe pojecia i rezultaty z algebry przemiennej (piericienie prze-
mienne, ciala, moduly) i elementy algebry homologicznej czytelnik znajdzie
w (1], [11], [4], [3], [74]. Przyste¢pne wprowadzenie do algebraicznej teorii liczb
zawieraja pozycje [8], [89], [128], [62], [38], [15]. Ponadto warto zagladaé do
podrecznikéw z geometrii algebraicznej [95], [109], [71], [53].

W dalszym ciggu symbolem Z oznaczamy pierécien liczb calkowitych,
za§ Q C R C C sa cialami liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych,
odpowiednio. Przez Q, bedziemy oznaczaé cialo liczb p-adycznych, a przez
Z, pierscien liczb calkowitych p-adycznych. [, jest cialem skoficzonym
o q elementach. K oznacza domkniecie algebraiczne ciala K.

Podzigekowanie. Skladam gorace podzigkowanie profesorowi Danielowi
Simsonowi za cenne uwagi i zaproponowanie wielu poprawek, ktére pozwo-
lity ulepszy¢ tekst artykutu.

1. Krzywe eliptyczne

'1.1. Podstawowe definicje. Zaczniemy od anegdoty. Ktdregos razu dwich
wybitnych specjalistéw z geometrii algebraicznej, Chevalley i Zariski, rozpo-
czelo dyskusje przy tablicy na temat krzywych algebraicznych, przy czym nie
mogli nawzajem siebie zrozumieé. W pewnym momencie Chevalley zapytal
Zariskiego czym dla niego jest krzywa i sprawa natychmiast sie wyjasnila.
Zariski bez wahania bowiem narysowal przyktad krzywej. W odpowiedzi Che-
valley wyjasnii, Ze dla niego krzywa to réwnanie f(z,y) = 0. Dla przykladu,
krzywg o réwnaniu 22 + y? — 1 = 0 kazdy potrafi narysowaé, ale réwnanie
22 + 4> + 1 = 0 nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych (w obu
przypadkach zbiér wszystkich rozwigzan zespolonych tworzy ,krzywa ze-
spolong”). Zauwazmy ponadto, ze pierwsze réwnanie posiada rozwigzanie
w dowolnym ciele, za$ drugie nie posiada rozwiazan dla nieskoficzenie wielu
cial (np. dla dowolnego podciala ciala liczb rzeczywistych lub cial F, dla
p = 3mod4).

Niech A” = A% = {(z1,...,%s) : T; € K} oznacza n-wymiarows prze-
strzen afiniczng nad cialem K. Niech V C A" bedzie zbiorem algebraicz-
nym okre$lonym nad K (tj. zbiorem zer ukladu wielomianéw n zmiennych
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o wspélczynnikach z K). Dla dowolnego rozszerzenia L ciala K, zawar-
tego w K, okreSlamy zbidr punktéw L-wymiernych na V jako V(L) :=
{(z1,..,zn) € A" NV : z; € L}. Podobnie postepujemy dla zbioréw al-
gebraicznych w przestrzeni rzutowej P". Zauwazmy, ze V jest funktorem
L — V(L). Ogodlniej, dla schematéw X, S mozna okresli¢c X(S) jako zbiér
morfizméw S — X. Ten punkt widzenia jest bardzo wazny we wspdlczesnej
geometrii algebraiczne;j.

Specjalista latwo zrozumie nastepujaca informacje. Krzywg eliptyczng
okre$long nad cialem K nazywamy nieosobliwg, rzutowa krzywg algebra-
iczng E genusu 1z wyréznionym punktem Py € E(K). Korzystajac z twier-
dzenia Riemanna-Rocha mozna okresli¢ w naturalny sposéb strukture grupy
abelowej na zbiorze E(K), w taki sposéb, ze Py staje si¢ elementem neu-
tralnym dzialania grupowego (patrz np. [53]).

NiespecjaliScie moze by¢ trudniej. Na szczedcie dowolng krzyws elip-
tyczna mozna okre$li¢ prosciej — za pomocg jednego réwnania. Okazuje sie
bowiem, ze krzywa eliptyczna okreSlona nad cialem K jest izomorficzna
z nieosobliwa plaska krzywa rzutowa zadang (afinicznym) réwnaniem (tzw.
réwnanie lub model Weierstrassa):

Y2 + a1zy + azy = =° + ax® + aqx + a, gdzie a; € K.
W tym przypadku
E(L) :={(a,8) € LX L: *+a1aB+a3B = &® + a2a”® + aga + ag} U {o0}.

Struktura grupowa na E(L) posiada prostg interpretacje geometryczng:
suma trzech punktéw jest elementem neutralnym (w tym przypadku jest to
punkt [0, 1,0} w nieskoficzonoéci) wtedy i tylko wtedy, gdy leza one na jednej
prostej. Stad latwo wyprowadzi¢ jawne formuly na dodawanie punktéw na
krzywej eliptycznej. W przypadku krzywej eliptycznej E okreslonej nad C,
dodawanie na E(C) mozna wyrazi¢ w terminach funkcji eliptycznych.

Przyjmijmy:

by = a% +4as, by =ajaz+2a4, bg= a§ + 4ag,

bg = a%az — a1a3a4 + 4aga6 + agag - ai

oraz
cs = b2 — 24by, cg = —b3 + 36byby — 216bg, j = c3/A.

Niech A = —b3bg — 8b3 —27b2 +9bybsbs 0znacza wyrdinik powyzszego réwna-
nia. Zatem warunek A # 0 oznacza nieosobliwo$é¢ krzywej zadanej tym
réwnaniem.

Dwie krzywe eliptyczne okreslone nad K sa izomorficzne (nad K), jesli
rownanie jednej z nich moze by¢ otrzymane z réwnania drugiej za pomocg
zamiany wspoirzednych

c=u’X+r, y=uY +su’X+1t
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przy pewnych r,s,t € K, u € K \ {0}. Zatem wspélczynniki a} drugiej
krzywej wyrazaja sie za pomocg wspoiczynnikéw a; pierwszej krzywej na-
stepujaco:

uaj = a; + 2s,
u?aly = ay — sa; + 3r — 52,
udal = a3z + ra; + 2t,

uta) = a4 — saz + 2ray — (t + rs)a; + 3r? — 2st,

ubal = ag + raq + r2ax + 3 — taz — t2 — rta;
oraz

/ —4 / —6 ’ -12 -/ ..
cg=UuU ¢4 Cg=u "cg, A =uTC°A, j =j=:jg.

W przypadku K = Q taka zamiana zmiennych, przy odpowiednim do-
borze u, prowadzi do réwnania (modelu) o wspélczynnikach catkowitych.
Wsrdéd wszystkich modeli ustalonej krzywej istnieje taki, dla ktérego |A|
jest minimalne; nazywamy go globalnym modelem minimalnym (lub global-
nym minimalnym réwnaniem Weierstrassa) krzywej eliptycznej E. Taki mo-
del nie jest wyznaczony jednoznacznie, ale izomorficzne modele minimalne
spelniaja warunki v = %1, r,s,t € Z. Wéréd wszystkich modeli minimal-
nych istnieje dokladnie jeden, tzw. zredukowany globalny model minimalny,
spelniajacy a;,as € {0,1}, ap € {-1,0,1}. Wyré6znik globalnego réwnania
minimalnego krzywej eliptycznej E okreSlonej nad Q nazywamy wyréznikiem
krzywej E i oznaczamy Ag.

Niech K bedzie skoficzonym rozszerzeniem ciala Q oraz h(K) liczba klas
idealéw (patrz, np. [89], [8]). Wiadomo [116}, ze krzywa eliptyczna okreslona
nad K posiada globalny model minimalny (o wspéiczynnikach algebraicz-
nych caltkowitych nalezacych do K) wtedy i tylko wtedy, gdy h(K) = 1.

Przyktad. Ustalmy a,b,c € Z (abc # 0 oraz (a,b,c) = 1) spelniajace
a+b+c = 0. Rozwazmy krzyws eliptyczng E, ; . nad Q zadang réwnaniem
y? = z(x — a)(z + b). Zalézmy, ze a = —1(mod 4) oraz 16|b. Zamiana
zmiennych ¢ = 4X, y = 8Y + 4X prowadzi do réwnania (o calkowitych
wspélezynnikach)

b—a—1 ab

X?2-=X.

2 — w3
Y+ XY =X+ n 6

Mamy wiec

¢4 = —(ab+ac+bc), cp

_(b—a)(c—=b)la—c) A= abe\ 2
i ¢
W szczegblnosci (cq,A) = 1. Zatem powyzsze réwnanie zadaje globalny
model minimalny krzywej E, 4 .-

Réwnanie Weierstrassa o zerowym wyrézniku okresla osobliwag krzywa
szeScienng E. W tym przypadku E posiada dokladnie jeden punkt osobliwy,
ktéry moze byé punktem podwdjnym (dwie rézne styczne) lub ostrzem (jedna
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styczna). Dla przykladu, y? = z%(z + 5) posiada punkt podwéjny, zas y? =
x3 posiada ostrze.

1.2. Redukcja krzywej eliptycznej. Niech E bedzie krzywa eliptyczng
okre$long nad Q. Dla liczby pierwszej p oznaczmy przez E, krzywa okre-
$long nad F,, powstala przez redukcje modulo p wspéiczynnikéw globalnego
minimalnego réwnania Weierstrassa. Méwimy, ze (i) E posiada dobrg reduk-
cje w p, gdy Ep jest nieosobliwa. (ii) E posiada addytywng redukcje w p,
gdy E, posiada ostrze. (iii) E posiada multyplikatywng redukcje w p, gdy
E, posiada punkt podwéjny.

W sytuacjach (ii), (ili) méwimy, ze E posiada zlg redukcj¢ w p. Typy
redukcji mozna odczytac z globalnego minimalnego réwnania Weierstrassa
w nastepujacy sposéb ([116], Prop. 5.1):

(i) E posiada dobra redukcje w p wtedy i tylko wtedy, gdy v,(Ag) = 0;
(ii) E posiada addytywna redukcje w p wtedy i tylko wtedy,
gdy vp(AEg) > 0, vy(cq) > 0;
(iii) E posiada multyplikatywna redukcje w p wtedy i tylko wtedy,

gdy vp(Ag) > 0, vy(cq) = 0.

Przyjmijmy a, = p + 1 — #E,(F,). Przypomnijmy z ([116], p. 240)
nastepujace kryterium:

Niech p|Ag. Wéwczas (i) E posiada addytywng redukcje w p witedy
i tylko wtedy, gdy a, = 0; (is) E posiada multyplikatywng redukcje w p
wtedy i tylko wtedy, gdy a, = £1.

Krzywa eliptyczna okreslona nad Q jest semistabilna, jedli jej redukcja
w p jest dobra lub multyplikatywna. Krzywa E, ;. z Przykladu jest semi-
stabilna, gdyz posiada dobra redukcje w liczbach p wzglednie pierwszych
z “Tbgc, oraz multyplikatywna redukcje w p|%%cv. Nietrudno udowodnié, ze dla
dowolnej krzywej eliptycznej E okreS$lonej nad Q mamy Ag # £1. Przy
tym, najnizsza mozliwa warto$¢ |Ag| wynosi 11. Okazuje sie, ze zbiér klas
Q-izomorficzych krzywych eliptycznych okredlonych nad Q, posiadajacych
dobrg redukcje poza ustalonym skoficzonym zbiorem liczb pierwszych, jest
skoniczony (tw. Shafarevicha; patrz [110], [105], [116]).

Przewodnik Ng krzywej eliptycznej E mierzy arytmetyczng zlozonosé
krzywej: Ng := [[,a, pfr, gdzie f, = 1 (2, odpowiednio 2 + §,) jeéli E
posiada multyplikatywng redukcje w p (posiada addytywna redukcje w p #
2,3, odpowiednio posiada addytywna redukcje w p = 2 lub 3). Przy tym
0< fa <8oraz 0 < f3 <5 (szczegbly w [117]).

L. Szpiro sformulowal w 1983 roku nastepujaca hipoteze: dla dowolnego
€ > 0 istnieje x(€) > O takie, ze |Ag| < k(€)N&Te dla wszystkich E. Mozna
pokazac, ze 6 w wykladniku nie mozna zastgpié przez liczbe mniejszg.
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- Uwaga.D. Masser i J. Oesterlé [91] sformulowali w 1985 roku na-
stepujaca hipoteze (znana obecnie pod nazwg hipotezy abc): dla dowolnego
€ > 0 istnieje C(e) > 0 takie, Ze

max(|al, [bl, |c]) < C(€)(rad(abc))'*

dla wszystkich tréjek (a, b, c) niezerowych wzglednie pierwszych liczb calkow:-
tych speiniajgcych warunek a + b+ ¢ = 0; powyzej rad(abc) oznacza iloczyn
wszystkich liczb pierwszych dzielgcych abe.

Hipoteza Szpiro implikuje wariant hipotezy abc z wykladnikiem 6/5+c¢.
Hipoteza abc implikuje hipoteze Szpiro (patrz [91]) i posiada szereg innych
waznych konsekwencji (patrz, np. [90]) oraz jest szczegblnym przypadkiem
hipotez Vojty [127] (arytmetyczny wariant teorii Nevanlinny) dotyczacych
wysokosci punktéw na rozmaito$ciach algebraicznych. Jednak wielu wybit-
nych specjalistéw watpi w jej prawdziwosé.

1.3. L-funkcja krzywej eliptycznej. Niech E bedzie krzywa eliptyczng
okreslona nad Q. L-funkcjg Hassego-Weila krzywej E nazywamy funkcje
zespolona L(F, s) okreslong przez iloczyn eulerowski

L(E,s) = [J(1 - app™ +£(p)p'2*)!, Re(s) > 3/2,
P

gdzie e(p) = 1 (odpowiednio 0), jesli E posiada dobra (odpowiednio zlg) re-
dukcje w p. Postaé czynnika eulerowskiego pochodzi od lokalnej zeta funkcji
1 - a,T + pT?

(1-T)(1-pT)

redukeji £ modulo p. Nieréwnoéé Hassego |a,| < 2,/p implikuje, ze powyzszy
iloczyn eulerowski jest zbiezny bezwzglednie w péiplaszczyznie Re(s) > 3/2,
gdzie zadaje funkcje holomorficzng.

Hasse w latach 30-tych ubieglego stulecia wysunal przypuszczenie, ze
L(E, s) przediuza sie do funkcji holomorficznej na calej plaszczyznie zespolo-
nej i spelnia réwnanie funkcyjne wiazace s z 2—s. W celu precyzyjnego sfor-
mulowania hipotezy przyjmijmy A(E,s) := NE/Z(Z’,’T)_SF(S)L(E,S), gdzie
e(E) € {£1} oznacza tzw. globalng liczbe pierwiastkowq [18], [50].

Z(E[Fp,T) =

HipoTeEZA 1 (HASSE). Funkcja zespolona A(E,s) przediuza sie do
funkcji catkowitej oraz spetnia réwnanie funkcyjne A(E,s) = e(E)A(E,2 —

s).
Hipoteza powyzsza jest obecnie udowodniona (patrz 15.3).

2. Formy modularne

2.1. Podstawowe definicje © wlasnosci. Przyklady krzywych eliptycz-
nych znajdujemy w ,Arytmetyce” Diofantosa (patrz np. [130], rozdz. 6).
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Funkcje modularne (tj. formy modularne wagi zero) pojawily sie natomiast
dopiero w XIX wieku; pierwszy systematyczny wyklad na ten temat za-
wieral traktat F. Kleina i R. Frickego ,Vorlesungen iiber die Theorie der
elliptischen Modulfunktionen” z 1890 roku. Funkcje modularne mozna roz-
wazal jako wariant konstrukcji krzywych eliptycznych: dziedzing C zaste-
pujemy przez H = {z € C : Im(z) > 0}, za$ krat¢ Zw; + Zw, przez
grupe modularng SLy(Z). Funkcje modularne wystarczy zadaé na dziedzinie
fundamentalnej grupy SLo(Z) dzialajacej na H za pomocg transformacji:
a b _az+b
(C d) (2) = cz+d’

Okredlimy klase podgrup odgrywajacych kluczowa role w zastosowa-
niach do arytmetycznej teorii krzywych eliptycznych. Podgrupe I' C SL4(Z)
nazywamy podgrupg kongruencyjng, jeSli zawiera gidwng podgrupe kongru-
encyjng poziomu N (dla pewnej liczby naturalnej N) postaci

T(N) := {y € SLy(Z): v= ((1) ‘;) (mod N)}.

Bardzo waznymi przykladami podgrup kongruencyjnych sa:

Lo(N):={y€ SLy(Z): v= (; :) (mod N)}

Ooraz
*

1
Li(N) ={vyely(N): v= (0 1) (mod N)}.
Niech k bedzie liczba catkowita nieujemng. Formg modularng f wagi k,
wzgledem podgrupy kongruencyjnej I', nazywamy funkcje holomorficzna
f: H — C, holomorficzng w ostrzach oraz spelniajaca warunek f(y(z)) =

@ € I' oraz z € H. Forma modularna

b
d
f spelnia f(z) = f(z + h) dla pewnej liczby naturalnej h oraz wszystkich
z € H, oraz jest holomorficzna w 00, wiec posiada rozwinigcie w szereg
Fouriera f(2) = 3,50 an€®*""*/%, a, € C. Form¢ f nazywamy formg pa-
raboliczng, jeéli znika we wszystkich ostrzach (wéwczas, w szczegdlnosci,
ap = 0). Forme paraboliczng nazywamy znormalizowang, jesli a; = 1.

Niech M (') (odpowiednio Si(I')) oznacza zespolong przestrzen li-
niowg (skonczonego wymiaru) form modularnych (odpowiednio form pa-
rabolicznych) wagi k wzgledem I

Niech x : (Z/NZ)* — C* bedzie charakterem (odpowiadajacy charak-
ter Dirichleta modulo N oznaczamy rdéwniez przez x). OkreSlamy
Mi(To(N),x)  (odpowiednio  Sk(I'e(N),x)) jako  podprzestrzeh
w M (T1(N)) (odpowiednio w Si(I'1 (IN))) zlozong z funkeji f spelniajacych
warunek f(v(z)) = x(d)(cz +d)* f(z) dla wszystkich y € ['o(N) oraz z € H.
W tym przypadku méwimy, ze forma modularna f jest wagi k, poziomu N

(cz+d)* f(z) dla wszystkich y =
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i typu (lub charakteru) x. Zauwazmy, ze My(To(N),1) = Mi(To(N)) oraz
Sk(To(N),1) = Se(To(N)).

2.2. Przyklady. Niech k > 2 bedzie liczbg calkowitg parzysta. Rozwaz-
my funkcje G (z) okreSlona na H (szereg Ezsenstezna wagi k):
Gi(z) = E m,
(m,n)
gdzie ' oznacza, ze sumowanie obejmuje wszystkie pary liczb calkowitych
(m,n) rézne od (0,0). Skoro k > 4, to suma podwdjna jest zbiezna bez-
wzglednie i jednostajnie na dowolnym zwartym podzbiorze w H, wiec Gy (z)

jest holomorficzna na H. Oczywiscie Gi(z + 1) = Gy(z) oraz Gk( 1/z) =
zFG(2). Poza tym, G(2) jest holomorficzna w nieskoficzonosci, gdyz

-k _ —k — 9¢ (L
ZEIFW Z (mz+n)™" = Z n~" = 2¢(k).
(m,n) n#0
Zatem Gj(z) jest formg modularna wagi k wzgledem T'p(1). Latwo wyzna-
czy¢ jej rozwiniecie w szereg Fouriera:

Gr(z) = (1 - = Z ok-1(n)q" )

gdzie g = e2™% oraz By oznaczaja liczby Bernoulhego.

Niech go(L) := 60G4(L), g3(L) := 140G¢(L) oznaczaja wspdlczynniki
réwnania rézniczkowego dla p-funkcji Weierstrassa odpowiadajacej kracie
L (tj. wspélczynniki réwnania odpowiadajacej krzywej eliptycznej). Niech
g2(2) := 60G4(2), g3(2) = 140Ge(2) (tj. g2(2) := g2(L,) oraz g3(z) :=
93(L;)). Niech A(z) := g2(2)® — 27g3(2)? oznacza wyréznik wielomianu
423 — go(L,)x — g3(L.). Bezpoérednio z konstrukcji widaé, ze jest to forma
paraboliczna wagi 12 wzgledem I'o(1). Zauwazmy, ze A(z) = [[oo, (1—¢™)*
Okazuje sig, ze A jest forma paraboliczng wzgledem I'o(1) najnizszej mozli-
wej wagi.

Na mniejszych podgrupach kongruencyjnych moga istnie¢ formy pa-
raboliczne nizszych wag. Dla przykladu, (A(z)A(N2))Y (V41D jest formg
paraboliczng wagi k i poziomu N, gdzie k = k(N) = 24/(N + 1) oraz
N € {2,3,5,11}.

Niech j(7) := 1728%:2-((%). Jest to funkcja modularna wagi 0 wzgledem
I'o(1). Poniewaz jest ona holomorficzna i niezerowa na H, wigc posiada bie-
gun rzedu 1 w nieskonczonosci. Dowodzi sie, ze indukowane odwzorowanie
J :To(1) \ H — C jest bijekcja. W konsekwencji, krzywe eliptyczne E;, F,
okreslone nad C sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy jg, = jE,-

2.3. Twierdzenia Heckego i Weila. Zalézmy, ze forma paraboliczna
[ =) anq™ wagi k wzgledem I'g(N) jest funkcjg wlasng idempotentnego
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operatora Wy okreSlonego wzorem (Wi f)(7) := i*N—k/27=kf(—1/N7).
Hecke (patrz, np. [54], [35], [112], [67]) udowodnil, ze L(f,s) rozszerza si¢
do funkcji calkowitej na calej ptaszczyznie zespolonej oraz spelnia réwnanie
funkcyjne A(f,s) = ei*A(f, k — s), gdzie A(f,s) := N*/2(2x)~°T'(s)L(f, s)
oraz € = 1 jest wartoScia wlasng operatora Wy.

Szkic dowodu. Szereg L(f, s) jest zbiezny (z definicji) dla Re(s) > -’§+ 1.
7 warunku Wy f = ef otrzymujemy f(i/No) = eN*/%i*¢* f(io). Poza tym
mamy

A(f,s) = Ns/sz(z'a)as"ldor
0

oC o0
=gNi(k=9) f f(io)o* =" do + N*/2 f fio)o*tdo,
1/vVN 1/VN

tj. przedtuzenie A(f, s) do funkcji catkowitej na C. Podstawiajac s — k — s
i mnozac przez €i¥, otrzymujemy ei*A(f, k — s) = A(f, s).

Weil [129] udowodnil twierdzenie odwrotne w nastgpujacym sensie.
Niech L(s) := Y .-, can™° bedzie szeregiem Dirichleta o wspélczynnikach
rzeczywistych, spelniajacych ¢, = O(n°) dla pewnej stalej ¢ > 0. Ustalmy
liczbe naturalng N. Dla dowolnego charakteru Dirichleta x modulo m
((m,N) = 1) potézmy L,(s) := 37, cax(n)n~*. Zalézmy, ze zmodyfi-
kowana funkcja A, (s) := (m2N)*/2(2m)~°T'(s)L,(s) jest calkowita, ograni-
czona w dowolnym pionowym pasie oraz spelnia réwnanie postaci

~N)
A, (s)=¢€(-1 "/ZL(LXS——A—IC—S,
X( ) ( ) T(X) X( )
gdzie € = +1 jest ustalone. Wowczas f(7) := Y oo, cn€®™"" jest forma
paraboliczng wagi k wzgledem (V).

2.4. Operatory Heckego. Niech f bedzie forma modularna wagi k, po-
ziomu N i typu e. Je$li f = Y oo a,q™ jest rozwinigciem w nieskoficzono-
&ci, to definiujemy T, f = 3207 0 bngq™, gdzie by = 3 411n ) E(A)A¥ A faz-
Otrzymujemy rodzine operatoréw liniowych T}, (tzw. operatory Heckego),
dzialajacych, w szczegdélno$ci, na przestrzeni form parabolicznych. Opera-
tory T,, komutuja miedzy soba. Pier§cien przemienny T generowany przez
operatory T,, nazywamy algebrg Heckego. Jesli f =3, -, anq™ jest parabo-
liczng formg wlasna, to tatwo sprawdzié, ze odwzorowanie T, — a,, rozsze-
rza si¢ do homomorfizmu pierscieni © : T — C.

Dla f = ) 5, anq" € Sk(T'o(N),€) nastepujace warunki sa réwno-
wazne: (i) f jest znormalizowana forma wlasna; (ii) Yons10an”* =[[,(1-

app—s + E(p)pk—1—2s)-l'
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2.5. Teoria Atkina-Lehnera. Niech S (I'o(IV)) bedzie podprzestrze-
nig w Sg(To(N)) generowang przez wszystkie funkcje postaci f(dz), gdzie
f € Sk(To(N")) dla pewnego wlasciwego dzielnika N'|N oraz d jest dzielni-
kiem N/N'. Niech S;(I'o(N)) oznacza dopelnienie ortogonalne S, (I'o(N))
w Sk(T'o(N)) wzgledem iloczynu skalarnego Peterssona

(fr9)= [ f)gE)y**dedy,
Dro(ny
gdzie z = = + yi oraz Dr,(n) oznacza ustalong dziedzing fundamentalna
dziatania [o(N) na H.

Element f € Si ([o(N)) nazywamy nowq formg wagi k wzgledem pod-
grupy Io(N), jesli f jest funkcja wlasna operatoréw T, dla wszystkich p
wzglednie pierwszych z N. Atkin i Lehner [2] udowodnili, ze nowe formy
tworza baze w przestrzeni Sy (To(N)).

2.6. Konstrukcja form parabolicznych. n-funkcja Dedekinda jest okre-
$lona za pomocy iloczynu nieskonczonego

o0
n(z) = ™2 [T (1 =€), Im(z) > 0.
n=1

Mamy n(—1/z) = v/—izn(z). Poza tym, dla M = (CCL 3) € SLy(Z)

mamy

n (:j:;) = (cz + d)1/2U(M)n(z)? 'U(M)24 =1

Odnotujmy nastepujace kryterium [80]. Ustaimy liczbe naturalng N.
Dla d|N polézmy d' := %. Dla rodziny v = (rq)qn liczb calkowitych nie-
ujemnych, indeksowanych przez zbidr dzielnikow naturalnych liczby N okre-
Slamy forme modularng g,.(z) := Hdl N 1(dz)". Zalézmy, ze spelnione sq¢ na-
stepujgce warunki: (i) 34y rad = 0(mod 24); (i) Y 4y rad = 0(mod 24);
(i) S gnra =4 (W) [Tyn(d) jest kwadratem. Wowczas g, jest formg
paraboliczng wagi 2 wzgledem grupy Lo(N).

Zastosujemy przytoczone kryterium do konstrukcji nowych form wagi 2
wzgledem (V) dla N € {11, 14, 15, 20, 24, 27, 32, 36 }. Bezposrednio widad,
ze odpowiadajacymi formami parabolicznymi wagi 2 sa:

f11(2) = n(z)*n(112)*
=q___2q2 _q3+2q4+q5 +2q6 _2q7_2q9 _2q10 +q11 4.
fra(2) == n(z)n(22)n(7z)n(142)
=q—q2—2q3+q4+296+q7—q8+q9+...
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f15(2) := n(2)n(32)n(52)n(152)
=4 - -+ P+ +3¢ + 7+
fa0(2) := n(22)%1(102)?
=q—2¢3 - ¢ +2¢" +q° +2¢"3 + 2¢*° — 6q'" + ...
faa(2) := n(2z)n(42)n(62)n(12z)
=q— ¢ =24 + ¢° + 49" — 2¢'3 4+ 2% + ..
far(2) :=n(32)*n(92)?
=q—2¢* — ¢" +5¢"° + 4¢*® — 7¢"° — 5¢®® + 2¢%° + ...
fa2(2) = n(4z)?n(82)?
=q- 2q5 _ 3q9 + 6q13 + 2q17 _ q25 _ 10q29 _ 2q37 + ..
f36(2) := n(62)*
=q—4q" +2¢"3 + 8¢ — 5¢% — 4¢3 — 10¢°" + 8¢™ +9¢° + ...
Dla wymienionych warto$ci N przestrzenie S3(I'o(N)) sa 1-wymiarowe,
wiec skonstruowane formy paraboliczne sg nowymi formami. Przestrzenie
S2(Lo(N)) sa 1-wymiarowe takze dla N € {17,19,21,49}, jednak powyzsze
kryterium nie pozwala w tym przypadku skonstruowaé¢ odpowiadajacych

form parabolicznych. Okazuje sie ([82]), Thm. 1), ze powyzsze 8 form para-
bolicznych, forma fg4(2) := 1(82)%n(42)~2n(162)~2 poziomu 2¢ oraz formy:

fas(z) = n(4z)*n(12z)* foo(z) 1= n(42)%7(202)8
BT n@e)n(62)n(82)n(24z)" %0V T 1(22)2n(82)2n(102)2n(402)2’

fraa(2) = 1(122)'?n(62)~*n(242)~*, wyczerpuja list¢ nowych form wagi 2
postaci [];—] n(t:2)™ (gdzie t1,...,ts oznaczaja liczby naturalne oraz r1,...,7,
liczby catkowite).

2.7. Formy modularne i.reprezentacje automorficzne. Odnotujmy na-
stepujace wazne twierdzenie (dowéd np. w artykule Gelbarta w [20]). Istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy znormalizowanymi nowymi
formami w Sk(To(N), ) oraz nieprzywiedlnymi automorficanymi parabo-
licznymi reprezentacjami m = Q,pm, grupy adeli GL2(A), spelniajgcymi wa-
runki: (a) Xy jest centralnym charakterem reprezentacji 7; (b) 7, jest nieroz-
galeziona dla wszystkich pt N; (¢) 7o jest wagi k.

3. Krzywe modularne

3.1. Definicje i podstawowe wiasno$ci. Dla podgrupy kongruencyjne;j
I' oznaczmy przez Yr := '\ H zbidr orbit dzialania grupy kongruencyjnej I'
na H. Yr posiada naturalna strukture (niezwartej) powierzchni Riemanna:
struktura zespolona na Y1 pochodzi od projekcji 7 : H — Yp. Kompakty-
fikacje Xt powierzchni Yr dokonuje si¢ przez dotaczenie skoniczonej liczby
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ostrzy (orbit P1(Q) = QU {oo} wzgledem dzialania grupy I') i zadanie
odpowiedniej struktury zespolonej. Podamy teraz szczegély.

Niech H* = H UP'(Q). Naturalne dzialanie SLy(Z) na H rozszerza
si¢ do dzialania na H* zachowujacego P!(Q). Dla podgrupy kongruencyjne;
" (ogblniej, dowolnej podgrupy skonczonego indeksu w SL2(Z)) mamy

P\H* =T\ H)U(\P(Q).

~ Zbiér T'\ P}(Q) jest skoficzony, gdyz I jest podgrupa skoficzonego indeksu
w SLy(Z) oraz SLy(Z) dziala tranzytywnie na P!(Q).

Wprowadzimy teraz topologi¢ na I' \ H*. W tym celu wprowadzimy
najpierw topologie na H*. Dla yp > 0 oraz c € P}(Q) wybierzmy macierz
d € SLy(Z) spelniajaca warunek ¢ = §oo, oraz przyjmijmy

Up={z+vieC:y>y}, U2, =06Uy), Uecy =Ug,, U{cl

Yo
Zauwazmy, ze zbiory UZ, , U.y, nie zalezg od wyboru 6. Za bazg zbioréw
otwartych w H* wybieramy zbiory otwarte w H oraz zbiory postaci Uy, .
Topologia ilorazowa na I'\ H*, odpowiadajaca naturalnej projekcji 7 : H* —
'\ H*, okre§la strukture zwartej przestrzeni topologiczne;.

Zadamy teraz strukture zespolong na I' \ H*. Niech F bedzie snopem
funkeji cigglych I'\ H* — C. Dla z € I'\ H* niech F, oznacza zdzblo snopa
F w x: jest to zbidr klas réwnowaznosci par (f, V), gdzie V jest otoczeniem
otwartym z oraz f jest ciagla funkcjg V — C; przy tym (f, V) ~ (g,U) jesli
f =g na VNU. OkreSlamy strukture zespolong jako podsnop O snopa F
zadajac dla kazdego z zdzblo O, jako podpierscien pierScienia F, zlozony
z klas réwnowaznoéci par (f, V) jednego z ponizszych dwéch typow:

e istnieje z € H oraz otoczenie otwarte U punktu z takie, ze z = 7(z),
V =n(U) oraz f o7 jest holomorficzna na U;

e istnieja ¢ € P(Q) oraz yo > 0 takie, ze z = 7(c), V = m(Ueyp)s
oraz f o 7 spelnia nastepujacy warunek. Wybierzmy 6 € SLy(Z) takie, ze
¢ = doo, oraz niech M bedzie liczbg naturalng spetniajaca (forod)(z+ M) =
(f omod)(2) dla z € Uy, (7 jest I'-niezmiennicza oraz I' jest skonczonego
indeksu w SLo(Z), wiec istnieje takie M). Polézmy r = e~2"%/M oraz niech
F bedzie funkcja okreslong na D%(r) = {g € C: 0 < |g| < r} spelniajaca
(f o w0 8)(z) = F(e2"*/M). Wéwczas F jest holomorficzna na D°(r) oraz
rozszerza si¢ do funkcji holomorficznej na D(r) = {g € C : |q| < r}.

Mozna sprawdzié, ze kazdy punkt z € I'\ H* posiada otoczenie otwarte
V takie, ze przestrzen opierscieniona (V, Oly) jest izomorficzna z przestrze-
nig opierscieniong dysku otwartego w C, wigc O definiuje na I'\ H* strukture
powierzchni Riemanna.

W przypadku grup kongruencyjnych I'o(N) (odpow. 'y (N) lub T'(N))
powierzchnie Yr oznaczamy przez Yo(N) (odpow. Y;(N) lub Y(N)). Podob-
nie dla Xp.
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3.2. Clialo funkcji meromorficznych na Xo(N). Okazuje sie, ze do-
wolna funkcja meromorficzna na Xo(1) jest funkcja wymierng wzgledem
j. Ogolniej, cialo funkeji meromorficznych na Xo(N) wynosi C(j, jn ), gdzie
jn(1) := j(NT). Podkreslmy, ze funkcje j oraz jy sa zwiazane w1elom1anowa
zalezno$ciag ®n (4, jn) = 0 o wspblczynnikach wymiernych.

3.3. Krzywe modularne jako przestrzenie moduli. Istnieje bijekcja mie-
dzy Yo(N) i zbiorem klas réwnowaznosci par (E,C), gdzie E jest krzywa
eliptyczng okreslong nad C oraz C C E(C) jest podgrupa cykliczng rzedu
N.Dla 7 € H zdefiniujmy E, := (C/Z + Z7,%Z/Z). Wéwczas dowolna
para (E,C) jest réwnowazna parze postac1 E., przy czym E; i E; sg réw-
nowazne wtedy i tylko wtedy, gdy 7’ € To(N)7. Zadana bijekcja jest wiec
realizowana przez 7 — E.

Podobnie, istnieje bijekcja miedzy Y;(IN) i zbiorem klas réwnowaz-
nosci par (E,P), gdzie E jest krzywa eliptyczna okreSlong nad C oraz
P € E(C) jest punktem rzedu N. Istotnie, dla 7 € C wezmy pare (C/Z +
Z1,1/N mod Z +Zt). Yo(N) jest ilorazem Y; (N) wzgledem dziatania grupy
(Z/NZ)*, przy czym naturalna projekcja Y;(N) — Yo(N) ma prostg in-
terpretacje: (E, P) — (E, (P)), gdzie (P) jest podgrupa generowang przez
P.

3.4. Model nad Q. Mozna udowodnié, ze dla podgrup I'" speiniajacych
I'1(N) c T C T'g(V), krzywa modularna Xy posiada model nad Q. Odpowie-
dni rezultat dla I' = T'o(N) glosi, ze istnieje nieosobliwa rzutowa krzywa
algebraiczna X okreSlona nad Q oraz biholomorficzne odwzorowanie ¢ :
Xo(N) — X(C) takie, ze

$*(X(C) =CU,in), ¢*(X(@Q) = Q3 jin)-
Krzywa X jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscig do izomorfizmu
okre$lonego nad QQ oraz ¢ jest wyznaczone jednoznacznie przez zadanie izo-

morfizmu cial Q(X) ~ Q(j, jn)-

3.5. Punkty wymierne na Xo(15). Zauwazmy, ze Xo(15) jest krzywa
genusu jeden, posiadajaca 4 ostrza. Z okredlenia dziatania grupy Gg wy-
nika, ze wszystkie ostrza sa wymierne nad Q. Mamy: (i) #Xo(15)(Q) = §;
(ii) cztery punkty z Xo(15)(Q) nie bedace ostrzami, odpowiadaja czterem
parom (E;, C\V), gdzie jp, € {~25/2, —522413/23, —5.293 /25 5.2113 /215}.
Istotnie, Xo(15) jest krzywa eliptyczng o réwnaniu y? = z(z + 9)(z — 16)
(por. 3.9), skad latwo wyznaczy¢ grupe jej punktéw wymiernych (lub zna-
lez¢é w tablicach [21]). W tych samych tablicach znajdujemy cztery krzywe
eliptyczne okreslone nad Q, izogeniczne z krzywa y2+zy+y = 23—z —21i po-
siadajgce podgrupe wymierng rzedu 15. Reprezentuja one wszystkie punkty
z Xo(15)(Q) nie bedace ostrzami oraz maja j-niezmienniki wymienione po-
wWYyzej.
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Z powyzszych rozwazah wynika, ze krzywa eliptyczna okreslona nad Q
z wymierng podgrupa torsyjna rzedu 15 nie jest semistabilna w 5. Wynik
ten odgrywa wazna role w dowodzie Wilesa (patrz 16.3).

3.6. Punkty wymierne na X;(IN). Problem istnienia krzywych eliptycz-
nych okredlonych nad Q z punktem wymiernym rzedu N sprowadza si¢ si¢ dc
problemu istnienia punktéw wymiernych (nie bedacych ostrzami) na X; (N).
Dla N = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12 krzywa X;(N) jest izomorficzna z P!.
W konsekwencji, dla wymienionych warto$ci N istnieje nieskonczenie wiele
krzywych eliptycznych okreslonych nad Q z punktem wymiernym rzedu N.
W 1976 r. Mazur {84], badajac punkty wymierne na X;(N), udowodnil, ze
podgrupa torsyjna E(Q):ors grupy E(Q) jest jedna z ponizszych 15 grup:
Z/NZ (N =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12); Z/2Z x Z/NZ (N = 1,2,3,4).

Latwo uzasadnié, ze E(Q) nie moze zawiera¢ punktu rzedu 11 lub 13.
Genus krzywej X;(11) wynosi 1. Jest to krzywa eliptyczna, ktérg mozna
zadaé réwnaniem: y? + y = z3 — z?. Mozna sprawdzié, ze X;(11)(Q) =
{0, (0,0),(1,-1),(1,0),(0,—1)}. Poniewaz wszystkie wymienione punkty
wymierne s ostrzami, wiec nie istnieje krzywa eliptyczna okreSlona nad
Q z punktem wymiernym rzedu 11. Podobnie dowodzi si¢, ze nie istnieje
krzywa, eliptyczna okre$lona nad Q z punktem wymiernym rzedu 13.

3.7. Skrecenia krzywych modularnych. Ustalmy nieparzystg liczbe
pierwsza p. Istnieje otwarta krzywa modularna Y, okreslona nad Q, ktérej
punkty odpowiadaja klasom izomorfizmu par (E, ¢), gdzie E jest krzywa
eliptyczng oraz ¢ : Elp] — F, X p, jest izomorfizmem takim, ze det(¢) :
A’ Ep] — Kp jest odwzorowaniem Weila. Niech X, oznacza kompaktyfika-
cje Yp.

Konstrukcje mozna uogdélni¢ w nastepujacy sposéb. Niech V' bedzie 2-
wymiarowg przestrzenia liniowa nad F, z dzialaniem Gg oraz 7 : /\2 V —
pp niezdegenerowanym alternujgcym dwuliniowym odwzorowaniem zadaja-
cym izomorfizm. Wéwczas istnieje otwarta krzywa modularna Xy okreslona
nad Q, ktérej punkty parametryzujg klasy izomorfizmu par (E, ¢), gdzie
E jest krzywa eliptyczna, oraz ¢ : E[p] — V jest izomorfizmem takim, ze
nodet(®) : AZE[p] = A’V — pp jest odwzorowaniem Weila. Niech Xy
oznacza kompaktyfikacje Yy . :

Niech E bedzie krzywa eliptyczna, V = E[5] oraz n odwzorowaniem
Weila. Oznaczmy w tym przypadku Yg = Yy, Xg = Xv. Rubin i Silverberg
[100] pokazali, ze istnieje izomorfizm 9 : P! — Xpg okreslony nad Q oraz
wielomiany fg,gr € Q[t] stopni 20 i 30 odpowiednio, takie ze dla t € Q
spoza skoficzonego zbioru ¥ (Xg(Q) \ Ye(Q)) punkt ¢(t) € Yg(Q) jest
reprezentowany przez krzywa eliptyczna E; : y? = 2 + fr(t)z + gg(t). Dla
takich ¢ mamy, w szczegélnosci, pg, 5 ~ Pg,s-
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Okres$lamy podobnie otwarte krzywe modularne Yy oraz Y,:J', ktére
parametryzuja klasy izomorfizmu tréjek (E’,@,Cs) oraz (E',¢,{Cs,C%})
odpowiednio, gdzie: E jest krzywa eliptyczna, ¢ : E’'[5] — E[5] jest izomor-
fizmem przeprowadzajacym odwzorowanie Weila na E’[5] na odwzorowanie
Weila na E[5] oraz C3 i Cj sa réznymi podgrupami rzedu 3 w E’[3]. Dowodzi
sie, ze zbiory Y (Q), Yg (Q) sa skonczone.

3.8. Model nad Z. Dowéd faktu, ze Xr posiada model nad Z, jest raczej
skomplikowany. Dowdd istnienia i opis kanonicznego wlasciwego modelu dla
Xr nad Spec(Z) mozna znaleZé w serii prac Igusy [61], Deligne’a-Rapoporta
[30], Drinfelda (patrz, monografia Katza i Mazura [63]). Model taki pozwala,
w szczegblnosci, rozwazaé redukcje Xr nad Fp.

3.9. Krzywe modularne eliptyczne. Istnieje dokladnie 12 krzywych mo-
dularnych Xo(N) genusu 1. Odpowiadaja one warto$ciom N = 11, 14,15,17,
19,20, 21, 24, 27, 32, 36, 49. Korzystajac np. z klasycznych rezultatéw Fricke,
mozna tatwo wypisaé¢ rownania minimalne dla wymienionych krzywych elip-
tycznych ([80]):

Xo(11):  y*+y=z%—z% - 10z - 20,

Xo(14): Y *+ay+y=2a®+4z -6,

Xo(15):  y?+zy+y =123 +2% - 10z — 10,

Xo(17): Y?+zy+y=23—22 -1 14,

Xo(19): y?+y=2%+2%— 9z — 15,

Xo(20) : y? =3+ 2% +4x + 4,

Xo(21): Y +zy=2%-4r-1,

Xo(24): Y =123 -2% -4z +4,

Xo(27): YP+y=22-7,

Xo(32) :  y?=zx3+4x,

Xo(36) : y?=ax3+1,

Xo(49): yY*+zy=z3-22-22-1

3.10. Twierdzenie Shimury. Niech Jy(NN) oznacza rozmaito$é¢ Jaco-
biego krzywej modularnej Xo(N). Niech f = Y an.q™ € S2(To(N)) be-
dzie funkcja wlasna operatoréw Heckego. Shimura ([112], Thm. 7.14 oraz
Thm. 7.15) dowodzi, ze jeSli wszystkie wspdlczynniki a,, sg wymierne, to
istnieje jednowymiarowa podrozmaito$¢ abelowa A rozmaitosci Jo(IV) okre-
Slona nad Q taka, ze L(f, s) oraz L(Ay,s) pokrywaja si¢ z dokladnoscig do
skonczonej iloci czynnikéw.

A. Krzywe eliptyczne o przewodniku 2™. Istnieje 10 nowych form
wagi 2 i poziomu 2™ (5 < m < 8) o wymiernych wspélczynnikach. Zatem
istnieje 10 odpowiadajacych krzywych eliptycznych Ay, okreSlonych nad Q. -
Krzywe te nie sa izogeniczne, gdyz posiadaja rézne L-funkcje. Igusa [61]
udowodnil, ze Jo(N) posiada dobra redukcje w p nie dzielacym N, wiec
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([108]) dowolna podrozmaito$é¢ abelowa okreslona nad Q réwniez ma dobra
redukcje w p{ N. W szczegllnosci, w naszym przypadku, przewodniki od-
powiadajacych krzywych eliptycznych sg potegami 2. Ale wszystkie takie
krzywe eliptyczne zostaly wyznaczone przez Ogga [93]; w szczegdlnosci, ist-
nieje 10 klas izogenii takich krzywych. Klasy izogenii krzywych eliptycznych
wyznaczonych przez Ogga pokrywaja si¢ z klasami izogenii reprezentowa-
nych przez krzywe eliptyczne Ay otrzymane ze wspomnianych dziesigciu
nowych form.

B. Krzywe modularne eliptyczne. Forma f(z) := n(z)%n(112)?
jest znormalizowang nowg forma wagi 2 wzgledem I'g(11). W tym przy-
padku Ay = X(11) >~ Jo(11). Podobne fakty sg prawdziwe dla pozostalych
krzywych eliptycznych postaci Xo(N).

4. Reprezentacje Galois

4.1. Podstawowe definicje i przyklady. Niech Q oznacza domkniecie al-
gebraiczne ciala Q liczb wymiernych w C oraz Z bedzie piercieniem wszyst-
kich liczb algebraicznych catkowitych. Niech Gg := Gal(Q/Q) bedzie abso-
lutng grupa Galois ciala Q. Gg jest proskonczong grupa topologiczng wzgle-
dem tzw. topologii Krulla, w ktérej baze otwartych otoczen jedynki tworzg
podgrupy Gal(Q/K), gdzie K przebiega skoficzone rozszerzenia Q zawarte
w Q (patrz [11]).

Dla dowolnej liczby pierwszej p, niech @, oznacza cialo liczb p-adycz-
nych, tj. uzupelnienie Q wzglgdem p-adycznej wartosci bezwzglednej | - |,
Dla | = oo przyjmijmy Qo := R, tj. uzupelnienie Q wzgledem zwyklej
warto$ci bezwzglednej. Ustalmy domkniecie algebraiczne @p ciala Q,, za-
nurzenie Q C @p oraz zdefiniujmy Q,, := C. Rozwazmy lokalne absolutne
grupy Galois Gg, := Gal(Q,/Qp). Skoro ||, przedluza si¢ jednoznacznie na
@p, to G, utozsamia si¢ z grupg automorfizméw ciata @p zachowujacych
| - |p, lub réwnowaznie, z grupa cigglych automorfizméw ciala @p.

Mozemy ograniczy¢ dowolny automorfizm ciala @p do automorfizmu
ciala Q. Poniewas Q jest geste w @p, to otrzymany homomorfizm grup
Gg, — Gg jest injektywny. W ten sposéb mozemy (i bedziemy) rozwazaé
Gg, jako podgrupe w Gg (nalezy podkreslié, ze jako podgrupy w Gg sa
one wyznaczone jedynie z dokladnodcia do sprzezenia, co jest zwigzane
z wyborem zanurzenia Q w Q).

Zanurzenie cial Q «— C indukuje zanurzenie grup {1,c} = Gg — Gy.

Dla p # oo, grupa Gg, zachowuje piersciefi Z, elementéw catkowi-
tych w Q, oraz ideal maksymalny A C Z,. Cialo Z,/) jest domknigciem
algebraicznym F, ciala F,. Otrzymujemy naturalny (surjektywny) homo-
morfizm Gg, — Gr,- Jego jadro I, nazywa si¢ podgrupe inercji w p. Grupa
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Gy, jest procykliczna; jej kanonicznym generatorem jest automorfizm o,
okreslony przez o,(z) = zP. Dla ideatu maksymalnego p C Z lezacego nad
p, oznaczamy przez Frp, € Gg,/I, element Frobeniusa nad p (tj. dowolny
przeciwobraz o,); przez Fr, € Gg oznaczamy dowolnego reprezentanta ele-
mentu Frp.

Reprezentacja n-wymiarows grupy Gg nazywamy homomorfizm
Gg — GL,(K), gdzie K jest cialem lub pierscieniem. Jesli K (i w kon-
sekwencji, GL,,(K)) jest wyposazone w topologie, to na ogo} ograniczamy
si¢ do ciaglych reprezentacji.

Poniewaz dowolna jednowymiarowa reprezentacja ma abelowy obraz,
wiec twierdzenie Kroneckera-Webera (patrz np. [128]) pozwala opisaé
wszystkie jednowymiarowe reprezentacje grupy Gg wraz z zachowaniem sig¢
na wszystkich podgrupach Gg,.

Przyktady. (i) Reprezentacje Artina, tj. ciagle reprezentacje
Gg — GL,(C). Skoro zwarte, calkowicie niespéjne podgrupy w GL,(C)
sg skoficzone, wiec reprezentacje Artina maja obraz skonczony.

(i) Reprezentacje l-adyczne, tj. ciagle reprezentacje Gg — GLy(K),
gdzie K jest skoficzonym rozszerzeniem ciata Q. Przy ustalonych wybo-
rach zanurzeh otrzymujemy bijekcje miedzy klasami reprezentacji Artina
i klasami reprezentacji l-adycznych ze skoficzonym obrazem. Zatem repre-
zentacje Artina sg specjalnym przypadkiem reprezentacji l-adycznych.

(iii) l-adyczny charakter cyklotomiczny. Jest to (wyznaczony jedno-
znacznie) homomorfizm y; : Go — Z C @lx spelniajacy warunek
o¢ = ¢x(9) gdzie o0 € Gg oraz ( jest pierwiastkiem stopnia I™ z jedynki.

(iv) Reprezentacje stowarzyszone z formami modularnymi i krzywyms
eliptycznymi (rozdzialy 5, 6).

Reprezentacje l-adyczne w naturalny sposéb pojawiajg si¢ w geometrii
arytmetycznej. Niech X bedzie gladka rzutows rozmaitoécig algebraiczng
okreslong nad Q. Naturalne dzialanie Gg na kohomologiach [-adycznych
H'(X(Q),Q,) okresla reprezentacj¢ l-adyczna. Reprezentacje takie posia-
dajg szereg waznych wiasnosci:

(i) sg nierozgalezione poza skonczonym zbiorem liczb pierwszych (Gro-
thendieck);

(ii) sa reprezentacjami de Rhama, tj. ograniczenie do podgrupy G,
jest de Rhama (Fontaine et al.).

Istnieje przypuszczenie (Hipoteza Fontaine’a i Mazura), ze dowolna
nieprzywiedlna reprezentacja l-adyczna grupy Gg posiadajaca wlasnosci
(i), (i) ,pochodzi z geometrii”. Przypuszczenie to wynika z teorii cial klas
w przypadku reprezentacji jednowymiarowych; w ogélnym przypadku znane -
sg jedynie czeéciowe rezultaty (patrz 19.1).
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Niech A bedzie zupelng noetherowsks lokalng Z,-algebra. Rozwazmy
dwuwymiarows ciagly reprezentacje p : Gg — GL2(A). Reprezentacje p
nazywamy:

(1) nieparzystq, jesli det p(c) = —1;

(ii) nierozgalgziong w I, jesli I C Ker(plgy, );

(iii) plaskqg w p, jesli dla kazdego idealu I skonczonego indeksu w A, reduk-
cja pIGQ,, modulo I jest reprezentacja stowarzyszona z @p-punktami
skoficzonego plaskiego schematu grupowego nad Z, (patrz np. [117],
rozdz. 4 lub artykuly Tate’a i Conrada w [20]).

4.2. Deformacje reprezentacji Galois. Ustalmy grupe proskonczong
G, cialo skonczone k oraz ciaggla reprezentacje 7 : G — GL,(k). Roz-
wazmy kategori¢ Cy, ktorej obiektami sg zupelne noetherowskie lokalne prze-
mienne pierscienie R takie, ze R/mpg =~ k, za$ morfizmami sa homomorfizmy
pierécieni ¢ : R — S spelniajace ¢(mpg) C mg oraz takie, ze indukowany
izomorfizm R/mpr — S/mg jest identycznoscia na k.

Podniesieniem p do R € Ob(Cy) nazywamy ciagla reprezentacje
p: G — GL,(R) spelniajaca p mod mg ~ 5. Podniesienia p;, p2 ustalo-
nej reprezentacji p sa $cisle réwnowazne, jedli istnieje M € Ker(GL,(R) —
GL,(k)) spelniajace pp = M ~1p; M. Deformacjq reprezentacji p jest klasa
Scislej rownowaznosci podniesien.

Grupa proskonczona G spelnia warunek (T), jesli maksymalny ele-
mentarny [-abelowy iloraz kazdej otwartej podgrupy jest skonczony. Z teorii
ciat klas wynika, ze grupy Gg, oraz Gg,s (grupa Galois maksymalnego roz-
szerzenia algebraicznego ciala Q zawartego w @, nierozgalezionego poza
skoficzonym zbiorem liczb pierwszych S) spetniaja warunek (7).

Mazur [83] udowodnil, ze jesli G spelnia warunek (T) oraz p jest ab-
solutnie nieprzywiedlna, to istnieje R(p) € Ob(Cy) i deformacja
p¥™ : G — GLn(R(p)), ktéra jest uniwersalna w nastgpujacym sensie:
dla dowolnego podniesienia p : G — GL,(R) istnieje dokladnie jeden homo-
morfizm h : R(p) - R w Cx taki, ze h o p*™ = p. Innymi stowy, funktor
D5 : C — Sets, D5(R) := zbiér deformacji p do R, jest reprezentowalny
przez R(p): D5(R) ~ Homw (k)—a1g(R(P), R). Piericien R(p) nazywamy uni-
versalnym pierscieniem deformacji dla p.

Istniejg rézne dowody twierdzenia Mazura: oryginalny wykorzystujacy
kryterium reprezentowalnosci Schlessingera, konstrukcja Faltingsa piercie-
nia R(p) w terminach generatoréw i relacji, konstrukcja Lenstry i de Smita.
Ramakrishna [94] uogélnil rezultat Mazura, rozwazajac rodziny reprezenta-
cji spetniajace dodatkowe warunki (np. semistabilnosé).

4.3. Deformacje i rozszerzenia. Niech R bedzie przemiennym pierScie-
niem z jedynks. Niech M bedzie wolnym R-modulem rangi n. Zalézmy, ze
grupa G dziala na M, przy czym jest ono zgodne ze strukturg R-modutu.
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Otrzymujemy reprezentacje p : G — GL,(R). Niech R[e] oznacza pier-
Scien liczb dualnych. Deformacjq infinitezymalng reprezentacji p nazywamy
reprezentacje o' : G — GL,(Rle]), bedacy rozszerzeniem reprezentacji p, tj.
p' — p przy € — 0. Okazuje sie, ze nastepujace zbiory sg réwnoliczne: (i)
HY(G, Adp); (ii) Ext!(M, M); (iii) klasy réwnowaznoéci deformacji infinite-
zymalnych reprezentacji p.

W zastosowaniach czesto zada sig, aby deformacje speilniaty pewne
warunki. W Swietle powyzszej bijekcji odpowiada to rozwazaniu klas koho-
mologii lezacych w pewnych podzbiorach zbioru H!(G, Adp).

Artykuly Mazura [85), [83] zawieraja przystepne wprowadzenie do teo-
rii deformacji i zagadnienn pokrewnych.

5. Modul Tate’a krzywej eliptycznej

5.1. Podstawowe wlasnosci. Niech E bedzie krzywg eliptyczna okre-
$long nad Q. Wéwcezas Gg dziala na grupach E[p"| ~ (Z/p"Z)? p"-torsyj-
nych punktéw na E(Q). Dzialanie Gg jest przemienne z mnozeniem przez
p, wigc otrzymujemy naturalng strukture Gg-modutu na

T,(E) := lim E[p"] ~ Z2
(tzw. modul Tate’a), i w konsekwencji p-adyczng reprezentacje Galois
pEp: Go — GL2(Zyp)

stowarzyszong z E. Przytoczymy wiasnosci pg p (dowody w [104], [105]):
(a) Wyznacznik reprezentacji pg , wynosi Xp.

(b) pE,p jest nierozgaleziona poza pNg.

(c) pE,p jest absolutnie nieprzywiedlna dla kazdego p. Dla ustalonej krzywej
eliptycznej E, pg , jest absolutnie nieprzywiedlna dla prawie wszystkich p.
(d) Jeéli E nie dopuszcza mnozenia zespolonego, to pg,p, (zatem takze pg )
jest surjektywna dla prawie wszystkich p.

(e) Zalézmy, ze E ma dobra redukcje w p. Wéwczas dla kazdego n > 1 ist-
nieje skoficzony plaski schemat grupowy F,/Z, taki, ze E[p"](Q,) ~ Fn(Q,)
jako Gg,-moduty.

(f) Zal6zmy, ze E jest semistabilna. Wowczas e Jesli | # p, to pg, jest
nierozgalgziona w | wtedy i tylko wtedy, gdy plord;(Ag); ® pg , jest plaska
w p wtedy i tylko wtedy, gdy plord,(Ag).

5.2. Twierdzenie Mazura [84), [86]. Jesli wszystkie punkty rzedu 2 krzy-
wej eliptycznej E sq wymierne, to p, jest absolutnie nieprzywiedina, dla
p=5.

. 5.3. Przykiad. Ustalmy liczbe pierwszg p > 5. Zalézmy, ze a,b,c € Z
(abc # 0 oraz (a,b,c) = 1) spelniajg aP + bP + c? = 0, tzn. istnieje nietry-
wialne rozwiazanie tego réwnania. Bez utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
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a = —1(mod 4) oraz 2|b. Niech Egp o v : y? = z(z—aP)(z+bP) oznacza sto-
warzyszong krzywg eliptyczng. Przyjmijmy pos pr v := PE.p 4» op,p- Okazuje
sig, ze reprezentacja P,p pp» » jest absolutnie nieprzywiedlna, nieparzysta,
nierozgaleziona poza 2p, plaska w p i semistabilna w 2.

6. Reprezentacje Galois stowarzyszone z formami modular-
nymi. Niech f € Si(I';(N)) bedzie znormalizowana nows forma. Teoria
Eichlera-Shimury [112] dla & = 2, konstrukcja Deligne’a [28] dla & > 2
oraz konstrukcja Deligne-Serre’a [31] dla k£ = 1 pozwalaja stowarzyszy¢ z f
zgodny system reprezentacji Galois.

6.1. Teoria Fichlera-Shimury. Niech f = Y a,q" bedzie znormali-
zowang nowg formg wagi 2 i poziomu N o wspélczynnikach wymiernych.
Wéwczas dla kazdej liczby pierwszej l istnieje pélprosta ciggla reprezentacja
p=ps1: Gog = GL2(Qy), ktora jest nierozgaleziona poza IN i spelnia dwa
warunki: trp(Frp) = ap, det p(Frp) = p.

Dla dowodu rozwazmy modul Tate’a

Ty(Jo(N)) = lim Jo(N)[I"] = Z}°

rozmaito$ci Jacobiego Jo(N) krzywej Xo(NN). Dzialanie operatoréw Heckego
T, na Jo(N) indukuje odpowiednie dzialanie na T;(Jo(INV)). Otrzymujemy
w ten sposdb strukture wolnego T®zQ; - modutu rangi 2 na T;(Jo(N))®z,Q,
i w konsekwencji, reprezentacje p : Gop — GL2(T®z Q). Homomorfizm pier-
écieni T — Oy := Z[{an}] (rozszerzajacy odwzorowanie Ty, — a,,) indukuje
homomorfizm T ®z Q; — @y, skad otrzymujemy reprezentacje o zadanych
wlasnosciach. Otrzymana reprezentacja jest w istocie réwnowazna reprezen-
tacji pa,, stowarzyszonej z rozmaitoscig Ay z punktu 3.10.

6.2. Tuwierdzenie Deligne’a-Serre’a. Hipoteza Shimury-Taniyamy-
Weila glosi, ze kazda krzywa eliptyczna E okreSlona nad Q jest modu-
larna, tj. L(E, s) = L(f, s) dla pewnej formy modularnej f wagi 2 i poziomu
Ng. Langlands zasugerowal analogiczng hipotetyczng odpowiednioé¢ mie-
dzy pewnymi L-funkcjami Artina i formami parabolicznymi wagi 1 wzgle-
dem T'o(N). Istnienie rozkladu na iloczyn eulerowski oraz réwnania funk-
cyjnego dla szeregéw Dirichleta stowarzyszonych z formami modularnymi
wagi 1 sugerujg, ze odpowiadajg one L-funkcjom Artina wagi 2 nad Q, tj.
2-wymiarowym zespolonym reprezentacjom grupy Gg. Deligne i Serre (31,
Th. 4.1) udowodnili to przypuszczenie w postaci nastepujacego twierdzenia.

Niech N bedzie liczbg naturalng, € nieparzystym charakterem Dirichleta
modulo N, oraz f formg modularng typu (1,¢) wzgledem T'o(N) bedgcg funk-
cjg wlasng operatoréw Heckego T, dla p{ N. Wéwczas istnieje reprezentacja
liniowa p : Gg — GLy(C), nierozgalgziona poza N oraz spelniajgca warunki
Tr(p(Frp)) = ap, det(p(Frp)) = e(p) dla wszystkich p { N. Reprezentacja p
Jest nieprzywiedina wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest formq paraboliczng.
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6.3. Konstrukcja Deligne’a: przypadek wagi k > 2. Deligne [28] skon-
struowal [-adyczne reprezentacje stowarzyszone z formami parabolicznymi
wagi > 2 na podgrupach kongruencyjnych w SLy(Z) jako podgrupy w koho-
mologiach [-adycznych tzw. rozmaitoéci Kugi-Sato (gladkich rzutowych roz-
maitosci algebraicznych okre$lonych nad Q, bedacych odpowiednim uzwar-
ceniem rodzin produktéw krzywych eliptycznych).

7. Uniwersalny modularny pierscien deformacji. Ustalmy nie-
przywiedlng reprezentacje p : Go — GLq(k), gdzie k jest cialem skoficzo-
nym charakterystyki I > 2. Zalézmy: (a) plc,, jest skoiiczona plaska lub
zwyczajna (ang. ,ordinary”); (b) detp jest charakterem cyklotomicznym;
(c) przewodnik N(p) (patrz 12.1) jest liczba bezkwadratows; (d) p jest mo-
dularna.

Szczegbly dotyczace warunku (a) oraz materiatu zawartego w tym roz-
dziale mozna znalez¢ w artykulach de Shalita oraz Diamonda i Ribeta w [20].

Niech A bedzie idealem maksymalnym w Oy; oznaczmy przez Oy
uzupelnienie Oy wzgledem A. Warunek (d) oznacza, ze 7 jest réwnowazna
redukcji reprezentacji py ) stowarzyszonej z formg modularng f. Reprezenta-
cja pg,a : Gg — GL2(Oj,») jest absolutnie nieprzywiedlna oraz wyznaczona,
z dokladnoécia do izomorfizmu, przez warunki: (i) py,x jest nierozgaleziona
w p dla p { INy; (i) tr ppa(Frp) = ap(f), det psa(Frp,) = p. Redukcja
P+ Go — GL2(Of/)) jest dobrze okreslona ,z doktadnoscia do péipro-
stoty”.

Zalézmy, ze 7 jest réwnowazna nad Q; z pewna 5 = Ps.a (istnienie
jednej takiej formy f implikuje istnienie nieskoficzenie wielu). Dla ustalo-
nego skonczonego zbioru ¥ liczb pierwszych mozna zapytaé, ktére sposrod
takich form f maja reprezentacje py x typu X, tj. s semistabilne w [ oraz
zbiér dzielnikéw pierwszych N(py »)/N(p) zawiera si¢ w X? Okazuje sig, ze
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by f posiadala takg wlasnosé
jest N¢|Nsx, gdzie Ny, := N(p) [[,cx p™” oraz m,, sa okreslone nastepujaco:
(i) mp = 2, gdy p{ IN(p); (i) mp = 1, gdy p # I oraz p|N(p); (iii) m; =1
gdy p jest skoficzona plaska i zwyczajna w [; (iv) m; = 0 w pozostalych
przypadkach.

7.1. Konstrukcja Wilesa uogdlnionej algebry Heckego Ty. Niech by
bedzie zbiorem nowych form f wagi 2 i poziomu dzielacego Nyx; okazuje sig,
ze Oy # 0. Rozwazmy pierscien Ty := erbz O¢.x. Dla p ¢ T poldézmy
T, = (ap(f))feas € Ty. Okre§lamy algebre Heckego Ts, jako Z,-podalgebre
w Ty generowans przez elementy T, dlap¢ ZU{l}.

Podamy teraz alternatywng konstrukcje uogodlnionej algebry Heckego.
Rozwazmy podpierscien T C End(S) (gdzie S := S2(T'6(Nx))), generowany
przez operatory Heckego T, dla wszystkich liczb pierwszych p. Dla
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f € ®x niech fs oznacza T-forme¢ wilasng w S, dla ktérej f jest stowa-
rzyszong nowg formga. Taka fs jest scharakteryzowana przez wlasnosci: (i)
dla p € LU {{} mamy a,(fs) = 0; (ii) dla I|Ng wspéblczynnik a;(fs) jest
jednoscig l-adyczng.

Odwzorowanie T}, — redukcja a,(fx) modulo A okre§la homomorfizm
T — F,. Niech T,, oznacza uzupelnienie T wzgledem jadra m tego homo-
morfizmu. Istnieje izomorfizm Ts, ~ Ty, taki, ze T, — T, dla wszystkich

PEL.

7.2. Uniwersalno$¢ uogdlnionej algebry Heckego. Algebra Ty jest uni-

wersalnym modularnym pierScieniem deformacji w nastepujacym sensie:
(1) Tg jest zupelng noetherowsks lokalng (-algebry,;

(ii) istnieje homomorfizm algebr T — Ty taki, ze Tx, jest generowana nad
O przez obrazy operatoréw Heckego Ty, dla ¢ € Z;

(iii) istnieje X-podniesienie pr, : Gg — GL2(Tx) reprezentacji p takie, ze
tr(pry (Frq)) = Ty, dla wszystkich g ¢ Z;

(iv) jesli p : Gg — GL3(A) jest modularna i jest -podniesieniem reprezen-
tacji p, to istnieje dokladnie jeden homomorfizm O-algebr 1, : Ty — A
spelniajacy wlasno§é uniwersalnosci.

Niech p¥™" : Gg — GL3(Rsx) bedzie uniwersalng deformacja typu T
reprezentacji p. Jedli p jest modularna oraz f € ®x, to py,» : Gog — GLa(Ay)
jest réwniez deformacja typu ¥ reprezentacji p (tutaj A; oznacza podpier-
Scien piericienia Oy, zlozony z elementéw, ktérych redukcja modulo A
lezy w k). Na podstawie uniwersalno$ci Ry, istnieje (jedyny) homomorfizm
msx : Ry — Ay taki, ze zlozenie Gg — GL2(Rs) — GL2(Ay) jest réw-
nowazne z pys . Skoro Ry jest (topologicznie) generowany przez elementy
postaci trp¥** (Fr,), dla p ¢ TU{l}, wigc obrazem odwzorowania Ry, — Ty,
T (77,5(r)) fews jest Tx, tj. otrzymujemy epimorfizm ®5 : Ry — Ty.

8. Sformulowanie gléwnego rezultatu Wilesa. Niech p bedzie
liczbg pierwsza nieparzysta. Niech O oznacza pierScien elementéw calko-
witych w skoficzonym rozszerzeniu K ciala Q, z cialem reszt k. Niech Cop
oznacza kategorie zupelnych noetherowskich lokalnych O-algebr z cialem
reszt k. Niech A € Ob(Cp) bedzie wolny i skonczenie generowany jako
O-modul. A nazywamy pelnym przecigciem, jesli dla pewnej liczby calkowi-
tej nieujemnej r oraz pewnych fi, ..., fr € O[[T1,...,T+]] mamy izomorfizm
A~ O[[Tl, cery T‘r‘]]/(fl) very f:,-)

Centralnym rezultatem pracy Wilesa [131] jest nastepujace twierdze-
nie.

TWIERDZENIE. Zalézmy, Ze reprezentacja p : Go — GLa(k) jest se-
mistabilna, absolutnie nieprzywiedina, modularna, PGy, V=3 jest modularna,
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oraz det p = x,. Rozwazimy deformacje p reprezentacji p typu D, tj. speinia-
jace w szczegdlnosci warunki: det(p) = xp, p jest semistabilna poza zbiorem
skoniczonym Y p oraz nierozgaleziona poza Xp, p i punktami rozgatezienia
reprezentacyi p. Jesli ponadto p & L p oraz p jest plaska w p, to Zgdamy, aby
p byla plaska w p. Wéwczas kanoniczny homomorfizm ¢p : Rp — Tp jest
izomorfizmem pelnych przecieé. '

WNIOSEK. Przy powyzszych zaloZeniach, kazda deformacja typu D re-
prezentacji p jest modularna.

Nastepne trzy rozdzialy zawieraja idee oraz szkic dowodu powyzsze-
go rezultatu. Podstawowa literatura dotyczaca szczegdtéw dowodu obejmuje
[131], [123], [106], [92], [101], [27], [20]. Wstepne definicje i konstrukcje po-
trzebne dla zrozumienia sformutowanych rezultatéw czytelnik znajdzie w 3],
[4], [15], [71], [24].

9. Numeryczne kryterium Wilesa-Lenstry. Niech O oznacza pier-
Scien elementéw calkowitych w skonczonym rozszerzeniu K ciala  z cialem
reszt k. Niech Co oznacza kategorie zupelnych noetherowskich lokalnych
O-algebr z cialem reszt k. Niech Cf, oznacza kategorie pierScieni z augu-
mentacjg, tj. par (A,74), gdzie A jest obiektem z Cp oraz 74 : A — O
jest surjektywnym homomorfizmem O-algebr. Morfizmami w C7, sa lokalne
homomorfizmy, zgodne w naturalny sposéb z augumentacja.

Z para (A,74) stowarzyszamy dwa podstawowe niezmienniki: przest-
rzeri kostyczng ®4 = (Kerma)/(Kerma)? oraz ideal kongruencyjny
na := ma(AnnsKermy). ®4 jest przestrzenig kostyczng schematu Spec(A)
w punkcie Ker 74, stad nazwa. Jest to skonczenie generowany O-modul.

9.1. Podstawowe wlasnoéci ® 4 oraz na. Zaldzmy, ze ¢ : A — B jest
surjektywnym homomorfizmem obiektéw z Cg,. Woéwczas (i) ¢ indukuje ho-
momorfizm surjektywny ¢ : &4 — Op; w szczegblnosci #P4 > #Pp oraz

na C np. (i) #®4 > #(0/na4).

9.2. Twierdzenie o izomorfizmie. Zalézmy, ze ¢ : A — B jest surjek-
tywnym homomorfizmem obiektéw z Cg,. (i) Jesli B jest petnym przecigciem,
¢ jest izomorfizmem, oraz ®4 jest skofczone, to ¢ jest izomorfizmem. (ii)
Jesli A jest pelnym przecieciem, ng = np # (0) oraz A, B s3 wolnymi
O-modutami skoficzonej rangi, to ¢ jest izomorfizmem.

9.3. Obiekty kategorii C;, mozna zastgpowaé pelnymi przecieciami.
Niech A € Ob(Cp)). Jedli A jest wolnym O-modulem skonczonej rangi, to
istnieje pelne przeciecie A i epimorfizm A — A taki, ze indukowany homo-
morfizm ® ; — ®4 jest izomorfizmem. '
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9.4. Kryterium Wilesa-Lenstry. Ponizsze kryterium udowodnil Lens-
tra [79]. R6zni sig ono od oryginalnego kryterium Wilesa ([131], Appendix),
gdzie dodatkowo zadano, aby T byl pierScieniem Gorensteina.

Niech ¢ : R — T bedzie surjektywnym morfizmem w Cg,. Zaldzmy, ze T
Jjest skoriczenie generowany, beztorsyjny jako O-modut oraz nr # (0). Naste-
pujgce warunki sq rownowazne: (a) #®r < #(O/nr); (b) #Pr = #(O/n7);
(c) pierscienie R i T sq pelnymi przecieciami oraz ¢ jest izomorfizmem.

Udowodnimy implikacje (a)=(c). Z zalozenia i 9.1 otrzymujemy

#(O/nr) = #Pr > #Pr > #(0/n7),
skad #(O/nr) = #®7. Korzystajac z 9.3, otrzymujemy

#(O/nr) = #@r = #25 > #(0/n7),
co w polgczeniu z 3 C nr, daje n = nr. Korzystajac z 9.2 otrzymujemy
izomorfizm T =~ T, wigc T jest pelnym przecieciem. Inng konsekwencja

nieréwnosci z poczatku dowodu tego punktu jest réwno$é #®r = #Pr,
wiec ponowne zastosowanie 9.2 implikuje, ze ¢ jest izomorfizmem.

10. Redukcja dowodu twierdzenia Wilesa do przypadku ¥ = 0

10.1. Grupy Selmera. Przyjmijmy O = Oy 5, ps = ®p, oraz ng = nry..
O-modul px/p% mozna opisaé w terminach kohomologii Galois. Niech M [
oznacza O? z dzialaniem Galois zadanym przez py; niech E; oznacza ad’M £
Przyjmijmy Ef, := Ef ®o A™"O/O oraz

Bt :=1lmEy, = Et ®0 K/O = Ef ®2, Q/Z1.

Mamy kanoniczny izomorfizm Hom(ps/p%, K/O) ~ H})(GQ,EU“}, Ef)-

Dla poréwnania dtugosci O-moduléw pyx/p% oraz pss/p%, rozwazamy
kojadro naturalnego zanurzenia H};(GQ,):u{l},Ef,oo) — H}J,(GQ,SU{Z},
Ef ). Otrzymujemy nieré6wnos$é¢ lengthy(ps//p2,) < lengthy(ps/pZ) +
v(cp), gdzie ¢, := (1 — p)((1 + p)% — af,) jedli pt N(p), oraz ¢, := 1 — p?
w pozostalych przypadkach. Podkreslmy, ze w przypadku p = [ oraz p|N(p)
dowdd jest bardzo subtelny.

10.2. Moduly kongruencyjne. Nalezy udowodnié¢ nier6wnosé
length (O/ns/) < lengthy(O/ns) + va(cp),

lub réwnowaznie, 7y C cpNx. Niech m oznacza ideal maksymalny
w T ® O, zawierajacy jadro homomorfizmu T'® O — O wyznaczonego przez
fe. OkreSlamy My := (T;(Jo(N)) ®z, O. Skoro O-algebra Ty, jest izomor-
ficzna z (T ® O),, to mozemy rozwazaé My jako Tx-modul, wiec takze
jako Ry-modul. Okazuje sie, ze My jest wolnym Tx-modulem rangi 2.

W celu poréwnania 7y i nygr, okre$limy Ts/-ekwiwariantny homomor-
fizm My, — Ms. Rozwazmy morfizmy Xo(Ns) — Xo(Nyx) indukowane
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przez odwzorowania 7 — p’r, 0 < i < m,. Biorac pod uwage funktorialnosé
Albanese, otrzymujemy morfizmy Jo(Ng/) — Jo(Nx), i w konsekwencji, ho-
momorfizmy 6; : T;(Jo(Nxr)) ®z, O — T1(Jo(Nx)) ®z, O — My. Okreslamy
B : My» — My jako Tx-liniowg kombinacje powyzszych homomorfizméw.
Niech 3’ oznacza odwzorowanie dolgczone wzgledem naturalnych iloczynéw
skalarnych (-,-)s oraz (:,-)ss. Dla uzasadnienia nieréwnosci sformulowane;j
na poczatku podrozdziatu, dowodzi sig, ze ' posiada beztorsyjne kojadro.
Wéwezas z bazy {z,y} w My otrzymujemy baze {3'(z),5'(y)} w Ms, co
w konsekwencji daje nzr = ((8'(z), 8'(¥))x) = ¢ ((2,Y)2) = cpnis.

10.3. Redukcja do przypadku ¥ = @. Niech ¥’ := ¥ U {p}. Przyjmijmy
ax := lengthy (ps/p2), by := lengthy(O/ng). Podobnie okreslamy ay: oraz
bsr. Wowcezas asy < ag +va(cp), by 2 by + va(cp). W konsekwencji réw-
no$é ay = by implikuje nieréwnosé ayy < byr. Stosujac kryterium Wilesa-
Lenstry (patrz 9.4) wnioskujemy, ze @y jest izomorfizmem oraz Ry, Txr
sg pelnymi przecieciami. Wynika stad nastepujacy kluczowy rezultat:

Jesli ¢x. jest izomorfizmem pelnych przecigé dla X = 0, to jest izomor-
fizmem pelnych przecie¢ dla dowolnego zbioru skoriczonego X.

11. Dowéd twierdzenia Wilesa w przypadku ¥ = (). Wiles skon-
struowal, bazujac na ideach prac Kolyvagina [69] i Flacha [43], tzw. system
Eulera jedno$ci modularnych. Przy pewnych zalozeniach potrafil wyprowa-
dzi¢ z jego wlasnosci (nie)réwnosé¢ w kryterium Wilesa-Lenstry dla R = Ry,
T = Ty, co konczylo dowdd gléwnego rezultatu. Okazalo sie jednak, ze
udowodnione wlasnosci systemu Eulera nie sa wystarczajace w przypadku
dowolnej semistabilnej krzywej eliptycznej. Wiles [123] (wspdlnie z R. Tay-
lorem) znalaz! alternatywny dowéd, wykorzystujacy fakt, ze Ty jest pelnym
przecigciem; G. Faltings zaproponowal pewne uproszczenia.

11.1. Lemat Taylora-Wilesa-Faltingsa. Niech ¢ : R — T bedzie sur-
jektywnym homomorfizmem lokalnych, zupelnych noetherowskich O-algebr,
przy czym T jest skoficzona i plaska nad O. Zal6ézmy, ze istnieje liczba na-
turalna r oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja lokalne, zupeine,
noetherowskie O-algebry Rq, T oraz przemienny diagram

O[[S1,--,Sr]]l» Ro— R
l |
To— T,
w ktérym wszystkie cztery homomorfizmy w prawym kwadracie diagramu
sg surjektywne,
(i) (S1,..-,Sr)Rg = Ker(Rg — R);
(i) (S1,...v8r)Tg = Ker(Tg — T);
(iii) b := Ker(O[[S1, ..., Sr]] = To) C (L+81)P", ..., (1+ S,)P") oraz Tg jest
wolnym modulem skoficzonej rangi nad O[[S, ..., Sr]]/b;
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(iv) Rg jest topologicznie generowany jako O-algebra przez r elementéw.
Wéwezas ¢ jest izomorfizmem pelnych przecieé.

11.2. Struktura algebry Heckego. Niech O bedzie pierScieniem elemen-
tow calkowitych w skoficzonym rozszerzeniu ciata liczb p-adycznych Q,, A
idealem maksymalnym w O oraz k := O/A. Niech ¥ bedzie zbiorem liczk
pierwszych, gdzie p jest rozgaleziona. Rozwazmy dodatkowy skonczony zbiér
liczb pierwszych @ = {qi, ..., - }, spelniajacy warunki:
(i) jesli ¢; = 1(mod p), to ¢; € &;
(ii) dla ¢ € @ macierz p(Fr,) posiada rézne wartoéci wlasne zawarte w k.
Niech A, oznacza g-podgrupe Sylowa w (Z/qZ)*, oraz Ag = [] ¢ PYAYE
Okazuje sie, ze przy powyzszych zalozeniach: (i) modul Tg jest skonczony
i wolny nad Ag = O[Ag]; (ii) ranka,Tg = rankeT oraz TQ/aQTQ ~ T,
gdzie ag oznacza ideal angumentacji w Ag.

11.3. Struktura uniwersalnego pierécienia deformacji. Istnieje liczba
naturalna r taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, istnieje zbiér Q, zlo-
zony z r liczb pierwszych, rozlgczny z ¥ i spelniajacy warunki: (i) dowolna
g € @ spelnia ¢ =1 (mod p"); (ii) dla dowolnego ¢ € Q macierz p(Fr,) ma
rézne warto$ci wlasne, nalezace do k; (iii) Rg jako O-algebra jest genero-
wany topologicznie przez r elementéw.

11.4. Szkic dowodu zasadniczego twierdzenia. Dowdd polega na wy-
znaczeniu r w terminach p oraz umiejetnym wybraniu, dla kazdego n > 1,
r-elementowego zbioru @, zlozonego z liczb pierwszych przystajacych do
1 modulo p™ tak, aby spelniony byl warunek (iv) lematu Taylora-Wilesa-
Faltingsa. Niech Rg (odpowiednio Tg) oznacza uniwersalny (odpowiednio
uniwersalny modularny) pier§cien deformacji typu Q. Wtedy mamy natu-
ralny epimorfizm Rg — Tg, natomiast homomorfizm O[S, ..., ST]] — Ro

okre$lamy jednoznacznie, zadajac aby elementy 1+ S; (i = 1,...,r) odwzo-
rowaly si¢ na ustalone generatory w Ag,. Jesli p™ = |Ay,|, to plersc1en1e Ag
oraz O[[S}, ..., Sy]]/b mozna utozsamié, gdzie b := ((1 + S1)P"" ~1,...,(1 +

S,)P"" — 1) oraz ideal augumentacji ag mozna utozsamié z (S, ... S )/b.
Dowéd (i) wynika bezposrednio z konstrukeji. Dowody punktéw (ii) i (iii)
wynikaja z kongruencji ¢; = 1(modp™) oraz z 11.2. Dowdd punktu (iv)
wynika z 11.3. Jest to najtrudniejszy fragment dowodu.

11.5. Uwagi. Trzeci rozdzial monografii Hidy [57] zawiera (prawie)
pelny dowdd twierdzenia Wilesa w przypadku minimalnym. Metoda opiera
sie na koncepcji tzw. systeméw Taylora-Wilesa wprowadzonych przez Fu-
jiware [47]. W swojej nowej monografii [58], Hida podaje szczegbtowy do-
wod ogdlniejszego rezultatu (izomorfizm odpowiednich pierscieni deformacji
w przypadku form modularnych Hilberta).
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12. Hipoteza Serre’a o modularnosci

12.1. Sformulowanie hipotezy. Hipoteza Serre’a [103] glosi, ze dowolng
ciaggla  nieparzysta nieprzywiedlng dwuwymiarowg reprezentacje
Gg — GL»(F,) mozna otrzymaé z formy modularnej modulo p, ktérej wage,
poziom i charakter wyznacza sie w terminach reprezentacji. Jest to odpo-
wiednik ,filozofii Langlandsa” w charakterystyce p (patrz 19.4). Z niej la-
two wynikajg: Wielkie Twierdzenie Fermata i Hipoteza Shimury-Taniyamy-

Weila.

HIPOTEZA 2 (Serre [103]). Kazda ciggla nieparzysta nieprzywiedina rep-
rezentacja
7: Go— GLy(F,)
jest modularna.

Okres$limy teraz przewodnik Artina reprezentacji. Niech F' bedzie cia-
lem skoficzonym charakterystyki nieparzystej [. Niech p : Gg — GL2(F)
bedzie ciggla dwuwymiarowg reprezentacjg Galois; niech V' oznacza odpo-
wiadajacg dwuwymiarowg przestrzen liniowg nad F. Dla p # [, rozwazmy
lokalna reprezentacj¢ 7, : Gq, — GL2(F). Niech G; bedzie (skonczonym)
obrazem ¢-tej rozgalezionej podgrupy w Gg,. Niech V; := V8. Zdefiniujmy

= dim(V/V;)
PP = D 4G G)

Wiadomo, ze n(p, p) sa liczbami catkowitymi nieujemnymi; przy tym mamy
n(p,p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy V = V, (wtedy i tylko wtedy, gdy 7,
jest nierozgaleziona). Liczbe N (p) := Hp £l p™PP) nazywamy przewodnikiem
Artina reprezentacji p.

Okreslimy teraz tzw. typ (,,Nebentypus”) reprezentacji. Obraz homo-
morfizmu det p jest abelowy, wiec faktoryzuje si¢ przez Gal(L/Q) dla pew-
nego skonczonego abelowego rozszerzenia L ciala Q. Z twierdzenia Kronecke-
ra-Webera wynika istnienie najmniejszej liczby naturalnej m dla ktérej L C
Q(¢m ); mozna pokazaé, ze m = IN(p). det okreSla charakter (Z/mZ)* —
C*. Ale (Z/mZ)* ~ (Z/1Z)* x (Z/N(p)Z)*, wiec ograniczajac ten charak-
ter do drugiego czynnika, otrzymujemy homomorfizm € : (Z/N(p)Z)* —
F* - F~. Podnoszac go do Z C C, otrzymujemy zadany ,Nebentypus”
e(): Z/N({p)Z)* —-C*.

Zadajac by detp = E(E)X:c(p)_l, wyznaczymy k(p) modulo [ — 1 (pomi-
jamy dokladng definicje k(p)). Odnotujmy nastepujacy uzyteczny rezultat:
7 jest semistabilna wtedy i tylko wtedy, gdy N(p) jest bezkwadratowa, £(p)
jest trywialny oraz k(p) = 2 lub [ + 1.

HiPOTEZA 3 (Serre) — mocna wersja. Dla cigglej nieparzystej niep-
rzywiedlnej reprezentacji p : Gg — GLo(F)p) istnieje paraboliczna forma
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wlasna f wagi k(p), poziomu N(p) i charakteru £(p), taka, ze p jest jej
stowarzyszong reprezentacjg residualng, z mozliwymi wyjgtkami: (a) p = 2
oraz p jest indukowane z charakteru grupy Geo/=1), (b) p = 3 oraz 7 jest
indukowane z charakteru grupy G J=3)-

12.2. Hipoteza Serre’a implikuje Wielkie Twierdzenie Fermata. Ustal-
my liczbe pierwszg p > 5. Zalbézmy, ze a,b,c € Z (abe # 0 oraz (a,b,c) = 1)
spelniaja aP 4+ WP 4+ cP = 0, tzn. istnieje nietrywialne rozwiazanie tego réwna-
nia. Bez utraty ogdlno$ci mozemy zalozy¢, ze a = —1(mod 4) oraz 2|b. Niech
Euv pocr + y? = z(x — aP)(z + bP) oznacza stowarzyszong krzywa eliptyczna
Freya-Hellegouarcha [46], [55], ktora jest semistabilna (patrz 1.2). Przyj-
Mijmy par bv,c? = PEup 4 op,p- MAMY: (i) Pyo po » jest nieparzysta i nieprzy-
wiedlna (patrz 5.2), (ii) jej niezmienniki (N, k, €) wynoszg (2,2, 1). Poniewaz
dim S2(T'o(2)) = g(Xo0(2)) = 0, wiec otrzymujemy sprzecznosé, ktéra kohczy
dowdd implikacji.

Krzywe postaci Egp p» » badal Hellegouarch [55] na poczatku lat szesé-
dziesigtych ubieglego stulecia. Frey [46] w 1985 roku podjal (nieudana)
prébe wywnioskowania Wielkiego Twierdzenia Fermata z Hipotezy Shimury-
Taniyamy-Weila. Pelny dowdd tej implikacji podal Ribet w 1986 roku (patrz
nastepny rozdziat).

12.3. Udowodnione przypadki. Serre podal szereg przykladéw potwier-
dzajacych swojg hipoteze. Wazny szczegdlny przypadek hipotezy Serre’a
zostal udowodniony przez Ribeta (patrz rozdziat 13). Ponadto Shepherd-
Barron i Taylor [111], Breuil, Conrad, Diamond i Taylor [10], Manohar-
mayum [81] oraz Ellenberg [40] udowodnili ogdlne rezultaty dla reprezentacji
o warto$ciach w GL»(F,) (¢ = 4,5,7,9), potwierdzajace hipoteze. Khare
[132] udowodnil hipoteze Serre’a dla nieparzystych, nieprzywiedlnych repre-
zentacji p: Gg — GL(F,), nierozgalezionych poza p (tj. N(p) = 1).

13. Twierdzenie Ribeta. Ustalmy liczb¢ naturalng M oraz dwie
liczby pierwsze p, ¢ wzglednie pierwsze z M. Niech T oznacza pg-nowa czgsé
algebry Tasp,. Niech m bedzie idealem maksymalnym w T oraz k,, = T/m.
Niech pp, : Gg — GL2(ky) bedzie odpowiadajaca reprezentacja. Ribet [97)
udowodnil nastepujacy przypadek hipotezy Serre’a.

Zaléimy, Ze charakterystyka | ciala k,, jest nieparzysta i wzglednie
pierwsza z Mq oraz q # 1(mod 1). Jesli pm, jest nieprzywiedina i skoriczona
w p, to jest modularna poziomu Mgq.

Z powyzszego faktu Ribet wyprowadzil nastepujacy rezultat, kluczowy
dla dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Niech f bedzie nowg formg wagi 2 i poziomu N, gdzie | jest liczbg
pierwszq nie dzielgeg N. Zaldzmy, ie py : Go — GLo(Fp) jest nieprzywie-
dlna, oraz spelniony jest jeden z ponizszych warunkdw: (i) p; jest nierozga-
leziona wl; (i) L=p i ps jest plaska w p. Wowczas istnieje nowa forma g
wagi 2 4 poziomu N taka, Ze py = P,.
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14. Twierdzenie Langlandsa-Tunnella. Niech 0 : Gg — GL3(C)
bedzie reprezentacja nieparzystg, nieprzywiedlng, z rozwigzalnym obrazem
w PGLy(C). Woéwczas istnieje znormalizowana forma paraboliczna
> >1 bn€®™ " wagi 1 wzgledem pewnej grupy I'i(N), bedaca funkcja
wlasng dla odpowiadajacej algebry operatoréw Hecke oraz taka, ze b, =
tr(o(Fry)) dla prawie wszystkich liczb pierwszych ¢ [76], [125].

Idea dowodu. (i) Twierdzenie mozna przeformulowaé w terminach ist-
nienia reprezentacji automorficznej m(c). (ii) Teoria zamiany bazy Lan-
glandsa ([76]) opisuje odpowiednioé¢ miedzy reprezentacjami automorficz-
nymi grup GL,(Ar) i GL,(AEg), gdzie E jest cyklicznym rozszerzeniem pro-
stego stopnia ! ciata liczbowego F. Korzystajac z niej, konstruuje si¢ pewna
reprezentacje m,s(o). (iii) Korzystajac z wlasnosci L-funkcji typu Rankina-
Selberga dla GL(3) x GL(3), dowodzi sie, ze jest to szukana reprezentacja
(o).

15. Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila. Krzywa eliptyczna E
okreslona nad Q jest modularna, jedli istnieje nowa forma f wagi 2 i po-
ziomu Ng taka, ze L(f,s) = L(E, s).

HipOTEZA 4 (O MODULARNOSCI) (SHIMURA-TANIYAMA-WEIL). Do-
wolna krzywa eliptyczna okreslona nad Q jest modularna.

Powyzsza hipoteza, w mniej dokladnej formie, zostala po raz pierw-
szy sformulowana przez Taniyame [114] podczas miedzynarodowego sympo-
zjum w Tokio w 1955 r. Sama hipoteza w przeszloSci przyjmowala rézne
nazwy. Van der Poorten ([126], str. 121) wspomina nastepujaca zabawng
sytuacje: wspOlnie z Coatesem zaczeli sprawdzaé ,hipoteze Weila” dla krzy-
wych eliptycznych o przewodniku 11; gdy jednak praca byla na ukonczeniu,
Coates zaproponowal nazwe ,hipoteza Taniyamy-Weila” jako bardziej ak-
tualng. Z kolei Lang [73] przytacza argumenty, aby nazywaé ja hipoteza
Shimury-Taniyamy. Jednak bez watpienia jej obecny ksztalt jest zastuga
rezultatéw Shimury [112], [113] oraz Weila [129].

15.1. Réwnowazne warunki modularnoSci. Niech E bedzie dowolna
krzyws eliptyczng okreslong nad Q. Nastepujace warunki s réwnowazne:

(a) E jest modularna;

(b) pE,p jest modularna dla pewnej liczby pierwszej p;

(c) pE,p jest modularna dla kazdej liczby pierwszej p;

(d) istnieje niestaly morfizm Xo(Ng) — E krzywych algebraicznych
okre§lonych nad Q;

(e) F jest izogeniczna z rozmaitoécia abelowa Ay stowarzyszong z pew-
ng nows forma f wagi 2 i poziomu Ng. ‘

Dowéd. (a)e(c). Mamy L(E,s) = [, Ly(E,p~*)"", gdzie L,(E, X)
:= det(1 — pp1(Fr) X |y, (g)w ) Teraz nalezy zastosowac 6.1.
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(b)=>(c). Zatézmy, ze dla pewnej formy f reprezentacje pg p, oraz p;
sa réwnowazne. Wowczas, dla prawie wszystkich liczb pierwszych I, mamy
tr(ps,p(Fry)) = tr(pe,p(Fr1)). Korzystajac z wlasnosci reprezentacji pg,, oraz
pf.p, Otrzymujemy a;(f) =1+ 1 — #E(F,) € Z dla prawie wszystkich liczb
pierwszych. Stosujac twierdzenie Chebotareva o gestosci (patrz, np. [15],
rozdz. 8) otrzymujemy réwnowazno$é pg,, i psp dla wszystkich p.

(c)=>(e). Ostatnia identyczno$é zachodzi dla wszystkich liczb pierw-
szych I nie dzielacych Ny = Ng. Skoro det(pf,) = det(pg,p) = €, to ¥y
jest trywialny. Poza tym a; € {0,1, -1} dla {|[Ny. Zatem K; = Qi Ay jest
krzywa eliptyczng okreSlong nad Q. Twierdzenie Faltingsa o izogenii [41]
implikuje, ze E jest izogeniczna z Ay.

(d)=>(e). Niestaly morfizm 7 : Xo(Ng) — E indukuje surjektywne
odwzorowanie rozmaitosci Jacobiego 7, : Jo(Ng) — E. Skoro Jo(Ng) jest
izogeniczna z produktem rozmaitosci abelowych postaci Ay, gdzie f prze-
biega nowe formy wagi 2 i poziomu N; dzielacego Ng, wigc dla pewnej
takiej nowe]j formy istnieje surjektywne odwzorowanie Ay — E. Skoro Ay
jest prosta rozmaitosciag abelowa, to nasze odwzorowanie jest izogenig.

(e)=(d). Na podstawie zalozenia, istnieje surjektywne odwzorowanie
Jo(Ng) — E. Skladajac je z odwzorowaniem Abela-Jacobiego Xo(Ng) —
Jo(Ng) otrzymujemy niestaly morfizm Xo(Ng) — E.

Z powyzszego kryterium otrzymujemy bezposrednio nastepujgce wnio-
ski: (i) Krzywa eliptyczna Xo(11), i ogdlniej, dowolna krzywa Xo(/N) genusu
1, jest modularna. (ii) Krzywa eliptyczna (okreslona nad Q) izogeniczna
z krzywa eliptyczng modularng jest modularna.

15.2. Przypadek krzywych eliptycznych z CM. Krzywe eliptyczne
z mnozeniem zespolonym nie sg semistabilne. Modularnoé¢ tej klasy krzy-
wych wynika z klasycznych rezultatéw Deuringa [32] i Shimury [112], [113].

15.3. Z hipotezy Shimury-Taniyamy- Weila wynika hipoteza Hassego.
Zakladajac hipoteze Shimury-Taniyamy-Weila dla F, otrzymujemy L(FE, s)
= L(f,s), gdzie f jest pewng nowg formg wagi 2 i poziomu N = Ng. W tym
przypadku hipoteza Hassego (patrz 1.3) wynika bezpoérednio z twierdzenia
Heckego (patrz 2.3).

15.4. Mocna wersja hipotezy Serre’a implikuje hipoteze Shimury-Tani-
yamy- Weila. Niech F bedzie krzywa eliptyczng okreslong nad Q, oraz niech
L(E,s) = Y, 5, ann™* oznacza stowarzyszong L-funkcje. Z hipotezy Serre’a
wynika, ze dla prawie wszystkich liczb pierwszych [ istnieja: system (ap,i)pin
warto$ci wlasnych powstaly z S3(I'o(Ng)), oraz przedluzenie v; waluacji p-
adycznej z Q na Q takie, ze Vpingi(ap,i — ap) > 0. Poniewaz na przestrzeni
S2(Lo(Ng)) mamy jedynie skonczenie wiele takich systeméw, wigc nasz sys-
tem jest jednym z nich. Zatem krzywa F jest modularna, co konczy dowdd.



34 A. Dabrowski

15.5. Parametryzacja hiperboliczna krzywej eliptycznej. Belyi [6] udo-
wodnil, ze dowolna krzywa algebraiczna X okre$lona nad cialem liczbo-
wym K dopuszcza nakrycie (okreslone nad K) X — P!, rozgalezione tylko
w trzech punktach 0, 1, co. W konsekwencji, dowolna krzywa eliptyczna
okre$lona nad ciatem liczb wymiernych dopuszcza uniformizacje za pomoca
form modularnych wzgledem pewnej podgrupy I' skonczonego indeksu
w [o(1) (patrz [107], str. 71). Rezultat ten nie implikuje hipotezy Shimury-
Taniyamy-Weila, gdyz podgrupy skoficzonego indeksu w I'g(1) nie muszg
byé kongruencyjne.

16. Modularno$é krzywych eliptycznych. I. Przypadek semi-
stabilny. Rozdzial zawiera pewne szczegbly ostatniej czesei artykutu Wi-
lesa [131]. ‘

16.1. Dowdd hipotezy Serre’a dla p = 3. Wiles dowodzi, ze jesli
po : Go — GL3(F3) jest nieprzywiedlna i nieparzysta, to jest modularna.

D o w6 d. Rozwazmy zlozenie o = V¥ o pg, gdzie ¥ jest zanurzeniem
U : GLy(F3) — GL2(Z[vV-2]) C GLy(C)

zadanym na generatorach a = (:i é), B = (jl i) grupy GL,(F3)

za pomocy formut:

\If(a)=<___i (1)> \If(ﬁ)=(-:/%—‘§ —1+1\/——2)'

Okazuje sie, ze reprezentacja o jest rozwigzalna, nieparzysta i nieprzy-
wiedlna. Stosujac twierdzenie Langlandsa-Tunnella (patrz rozdz. 14), otrzy-
mujemy znormalizowang forme wlasna g(z) = >, -, bng™ wagi 1 i poziomu
N, spetniajacy by = tr o(Fq) dla prawie wszystkich liczb pierwszych g.

Rozwazmy E(z) :=1+63 5,3 q, x(d)e?>™"?  gdzie x jest nieparzy-
stym charakterem Dirichleta modulo 3. Wéwczas E jest formg modularng
wagi 1 i poziomu 3. Hloczyn g(2)E(z) = 5,5, cn€2™"* jest formg para-
boliczna wagi 2 wzgledem I'o(IV), spetniajaca ¢, = b,(mod p) dla ideatu
pierwszego p lezacego nad 3. Teraz zastosujemy rezultat Deligne-Serre’a
([31], 6.10), biorac fi = gE. Otrzymujemy znormalizowang forme¢ parabo-
liczng f € S2(To(N), ) taka, ze T,f = a,f oraz ap = ¢, = by(mod p) dla
wszystkich p, co konczy dowdd.

Odnotujmy jeszcze wazny wniosek.

Niech E bedzie krzywg eliptyczng okreslong nad Q. Jesli pg, 5 jest nie-
przywiedina, to jest modularna.

16.2. Konstrukcja pomocniczej krzywej eliptycznej. Niech E bedzie
krzywq eliptyczng okreslong nad Q. Zaléimy, ze E jest semistabilna oraz
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Pr s jest nieprzywiedina. Wowczas istnieje semistabilna krzywa eliptyczna
E' okreslona nad Q taka, ze (i) P 5 jest nieprzywieding oraz (i) Pps g5 =~
PE5

D o w6 d. Wiles konstruuje taka krzywa eliptyczna E’, stosujac twier-
dzenie Hilberta o nieprzywiedlnosci do pewnej przestrzeni parametréw krzy-
wych eliptycznych. Niech X oznacza ,twist” krzywej modularnej X (5) przez
kocykl indukowany przez pg 5, oraz niech S bedzie zbiorem ostrzy krzywej
X. Woéwczas X jest okreSlona nad @, oraz posiada nastepujace wlasnosci:
(i) elementy zbioru (X \ S)(Q) odpowiadaja klasom izomorfizmu par (E’, ¢),
gdzie E' jest krzywa eliptyczng okreSlong nad Q, oraz ¢ : E[5] — E’[5] jest
izomorfizmem Gg-moduléw; (ii) (X \ S)(C) jest (jako rozmaito$é zespolona)
sumg czterech kopii Y'(5). '

Wiadomo, ze Y (5) jest genusu zero. X (Q) # 0, gdyz zawiera punkt wy-
mierny odpowiadajacy (E,id), zatem jedna ze skladowych X° krzywej X
jest krzywa (genusu zero) okre$long nad Q, zawierajacg nieskonczenie wiele
punktéw wymiernych. Dowodzi sie (stosujac twierdzenie Hilberta o nieprzy-
wiedlnosci), ze nieskohczenie wiele spoéréd takich punktéw odpowiada krzy-
wym eliptycznym E’ dla ktérych pg 5 jest nieprzywiedlna.

16.3. Nieprzywiedino$é pg 3 lub pg 5. Niech E bedzie krzywq eliptyczng
okreslong nad Q. Jesli E jest semistabilna, to przynajmniej jedna z repre-
zentacji Pg 3, P 5 jest nieprzywiedina.

Dowd6d. Zalézmy nie wprost, ze reprezentacje pg 3, Pg 5 Sa przywie-
dlne. Wéwczas FE(Q) zawiera podgrupe rzedu 15. Z 3.5 wynika wiec, ze E
nie moze by¢ semistabilna.

16.4. Nieprzywiedino$é i modularno$¢ pg , implikuje modularnosé E.
Niech E bedzie krzywq eliptyczng okreslong nad Q. Zalézmy, ze E jest semi-
stabilna. Jedli dla pewnej nieparzystej liczby pierwszej p reprezentacja pg ,
jest nieprzywiedina i modularna, to E jest modularna.

Dowéd. Mamy detpg,, = xp. Jesli E jest semistabilna, to pg , jest
semistabilna dla dowolnego p. Z twierdzenia Serre’a ([104], Prop. 21) wy-
nika, Ze semistabilno$¢ E implikuje surjektywnoé¢ lub przywiedlnoé¢ pg ,
dla p > 3. Zatem dla p > 3 absolutna nieprzywiedlno$¢ g, jest réwno-
wazna jej nieprzywiedlnosci, za§ w przypadku p = 3 jest réwnowazna ab-
solutnej nieprzywiedlnosci reprezentacji ZJ'EJ,IGQ( =" Teza lematu wynika
teraz z centralnego rezultatu Wilesa (rozdzial 8).

16.5. Dowdd modularnoéci krzywych eliptycznych w przypadku semi-
stabilnym wedlug A. Wilesa. Niech E bedzie semistabilng krzywa eliptyczna
okre§long nad Q. Jesli Pe3 jest nieprzywiedlna, to korzystajac z 16.1
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oraz 16.4 otrzymujemy modularno$¢ E. Zal6zmy wiec, ze pg 5 nie jest nie-
przywiedlna. Z 16.3 wynika, Ze pg, 5 jest nieprzywiedlna. Z 16.2 otrzymujemy
istnienie modularnej krzywej eliptycznej E’ okreslonej nad Q spelniajacej
PE 5~ Pps- W szczegblnosci pg 5 jest modularna, wiec z 16.4 otrzymujemy
modularno$é¢ E.

16.6. Dowod Wielkiego Twierdzenia Fermata. Ustalmy liczbe pierw-
sza p > 5. Zalézmy, ze a,b,c € Z (abc # 0 oraz (a,b,c) = 1) spelniaja
aP + bP + cP = 0, tzn. istnieje nietrywialne rozwigzanie tego réwnania. Mo-
zemy zalozyé, bez utraty ogdlnosci, ze a = —1(mod 4) oraz 2|b. Niech
Eppwer @ y> = z(z — aP)(z + bP) oznacza stowarzyszong krzywa elip-
tyczna. Polézmy par po,cr = PE.p o opp- WAy Egr pr v jest semistabilna
(1.2). Z twierdzenia Wilesa wynika, Ze jest ona modularna, wigc istnieje
nowa forma fur p» c» poziomu Ng,, ,p» o SPeiniajaca paepr.cv =~ Pf,p 4o o ,p-
Korzystajac z 5.3 otrzymujemy, ze residualna reprezentacja Pgp pp » jest
absolutnie nieprzywiedlna, nierozgaleziona poza 2p i plaska w p. Z twier-
dzenia Ribeta wynika istnienie nowej formy g wagi 2 i poziomu 2 spelnia-
jacej Py p = Parbr,cr- Jednak dim S»(T'o(2)) = g(Xo(2)) = 0 i otrzymujemy
sprzeczno$é z istnieniem takiej nowej formy (z definicji jest to forma nieze-
rowa). Dowdéd Wielkiego Twierdzenia Fermata jest wigc zakonczony.

16.7. Podejécie Kharego. Khare [64] podal nowy dowéd gléwnego re-
zultatu Wilesa, bez wykorzystania tzw. systeméw Taylora-Wilesa. W jego
metodzie, dowdd twierdzenia Wilesa dla przypadku minimalnego (tj. £ = ()
jest zastgpiony przez dowdd izomorficznoéci tzw. nowych ilorazéw: Rg_"ew

~ Tg’"ew. W [65] Khare proponuje podejécie do dowodu modularnosci
p-adycznej reprezentacji Galois z pominieciem teorii deformacji, ktore
w pewnych przypadkach pozwala znacznie uproscié dowdd rezultatéw Wi-
lesa i Taylora.

17. Modularnoéé krzywych eliptycznych. I1. Przypadek ogélny

17.1. Twierdzenie Diamonda. Diamond uogélnit rezultat Wilesa i Tay-
lora nastepujaco ([33], [34], [99]): Jesli E posiada semistabilng redukcje
w 3 15, to jest modularna. Jego dowdd wynika z twierdzenia Langlandsa-
Tunnella. oraz nastepujacego rezultatu (réwniez udowodnionego przez Dia-
monda). Niech E bedzie krzywa eliptyczna okreslong nad Q oraz p niepa-
rzysty liczba pierwsza spelniajaca warunki: (i) E jest semistabilna w p;

! Autor nie byl obecny na stynnych wyktadach Wilesa w czerwcu 1993 roku, mial za
to przyjemnos$é wystuchania wykladéw Diamonda i innych na seminarium z teorii liczb
podczas swojego pobytu w 1995 roku na Wydziale Matematyki i Statystyki Uniwersytetu
w Cambridge. Dowéd rezultatu oméwionego w 17.1 Diamond referowal wiosng 1995 r.
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(ii) pg, ograniczona do podgrupy Gal(Q/Q(+/(=1)P=D72p)) jest absolut-
nie nieprzywiedlna; (iii) o, jest modularna. Wéwczas E jest modularna.

Idea dowodu glownego rezultatu. Przytoczony rezultat dla p = 3 oraz
twierdzenie Langlandsa-Tunnella implikuja twierdzenie Diamonda przy za-
lozeniu, Ze pg 3 ograniczona do podgrupy GQ( ~/=3) Jest absolutnie nieprzy-
wiedlna. Jesli pg 3 ograniczona do podgrupy Gg(,/=3) nhie jest absolutnie
nieprzywiedlna, to stosujemy wspomniany rezultat dla p = 5. Oczywiécie
nalezy sprawdzié, ze spelnione sg zalozenia, co wynika z dwéch rezultatéw
pomocniczych. Pierwszy z nich podaje warunki konieczne na to, aby repre-
zentacja P 5 ograniczona do podgrupy GQ( V5) byla absolutnie nieprzywie-
dlna. Drugi z rezultatéw podaje warunki konieczne na to, aby reprezentacja
PE,s byla modularna.

17.2. Przypadek 27 t Ng. Centralnym narzedziem w dowodzie hipote-
zy Shimury-Taniyamy-Weila w przypadku semistabilnym, jak tez jego roz-
szerzenia do przypadku semistabilnej redukcji w 3 i 5, jest teoria deformacji
reprezentacji Galois. Conrad [18] rozwinagl odpowiednia teori¢ deformacii,
ktérg mozna zastosowaé w przypadkach nie-semistabilnych. Conrad, Dia-
mond i Taylor [19] zastosowali wariant tej teorii dla pewnej klasy reprezen-
tacji Galois typu Barsotti-Tate’a, co w polaczeniu z metoda Wilesa [131]
pozwolilo im uzyskaé¢ modularno$é¢ krzywych eliptycznych o przewodnikach
nie podzielnych przez 27. Zauwazmy, ze 27 1 Ng wtedy i tylko wtedy, gdy
E posiada semistabilng redukcje nad lagodnie rozgalezionym rozszerzeniem
ciala Q3. Dla dowodu gléwnego twierdzenia wystarczy rozwazaé reprezenta-
cje pochodzace od grup (-podzielnych nad pewnymi tagodnie rozgatezionymi
rozszerzeniami ciala Q.

Idea dowodu. Zalbézmy, ze E jest krzywa eliptyczng nad Q, posiadajaca
semistabilng redukcje w 3. Korzystajac z [33], [34] dowodzi sig, ze albo pg, 5
jest przywiedlna (wowczas E jest modularna), albo pg 5 jest nieprzywiedlna
i modularna. W drugim przypadku, jesli E posiada potencjalnie zwyczajng
lub potencjalnie multyplikatywng redukcje w 5, to (zastepujac E przez skre-
cenie) mozna zalozyé, ze E posiada dobra redukcje nad K = Qs (5/3). Teraz
stosuje sie metode Wilesa biorgc p = 5 oraz rozwazajac ,potencjalnie pla-
skie” deformacje zamiast ,ptaskich”.

17.3. Ogélny przypadek. C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond i R. Taylor
[10] udowodnili modularnoéé dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji
p: Gg — GLy(Fs) z charakterem cyklotomicznym. Dla dowodu tego re-
zultatu, autorzy dzielg rozwazane reprezentacje na sze$¢ klas w zaleznosci
od pewnych 3-adycznych wlasnoéci. Nastepnie dowodza modularnosci re-
prezentacji nalezacych do kazdej z klas oddzielnie, korzystajac z twierdzenia
Langlandsa-Tunnella oraz metod Wilesa i Wilesa-Taylora. Biorac pod uwage
wezedniejszg prace [19], to daje dowdd hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila
W pelnej ogdlnosci (patrz takze przegladowy artykul Edixhovena [37]).
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18. Zastosowania

18.1. Zastosowanie do rownan diofantycznych. Metode dowodu Wiel-
kiego Twierdzenia Fermata mozna przeniesé na ogdlniejsza klase réwnan.
Niech | € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,53,59} oraz p > 11 bedzie liczba
pierwsza rézng od I. Wéwczas dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej o
réwnanie zP + [*yP + zP = ( nie posiada nietrywialnych catkowitych rozwig-
zan [103], [26].

Ustalmy niezerowe, wzglednie pierwsze liczby caltkowite A, B, C. Kraus
[70] udowodnil, ze uogdlnione réwnanie Fermata AzP + By? + CzP = 0 nie
posiada nietrywialnych rozwiagzan przy p > f(A,B,C), gdzie f(A,B,C)
jest stalg efektywng. Halberstadt i Kraus [51] udowodnili, przy zalozeniu
nieparzystosci iloczynu ABC, ze istnieje taki zbiér I1 = II(A, B,C) liczb
pierwszych o dodatniej gestosci, ze dla dowolnego p € II réwnanie AxP +
ByP + CzP = 0 nie posiada nietrywialnych catkowitych rozwigzan.

Darmon i Granville [25] udowodnili w 1993 roku (jeszcze przed slyn-
nymi wykladami Wilesa w Cambridge) nastepujacy wazny rezultat. Ustalmy
niezerowe liczby calkowite A, B, C oraz liczby naturalne p, q, r spelniajace
warunek 1/p+1/g+1/r < 1. Wéwczas réwnanie Az? + By? = Cz" posiada
skoficzenie wiele prymitywnych rozwiazan w zbiorze liczb calkowitych.

Czytelnik moze sprébowaé zmierzy¢ sie z nastepujacym problemem,
zaproponowanym przez Tijdemana i Zagiera.

Ustalmy liczby naturalne p, q, r spelniajgce warunek 1/p+1/q+1/r<1.
Woéwczas réuwnanie xP 4+ y? = 2" nie posiada nietrywialnych prymitywnych
rozwigzari w zbiorze liczb catkowitych, z wyjgtkiem nastepujgcych 10 przy-
padkow: '

1P4+23=32  25472=3% 73 +132 =29,
2T +17 =712, 3/ +11*=1222,  33% 415490342 = 156133
177 + 762713 = 210639282, 14143 + 22134592 = 657,
9262% + 153122832 = 1137, 438 4 962223 = 300429072.

W przypadku 1/p+1/g+1/r = 1 istnieje dokladnie jedno nietrywialne pry-
mitywne rozwigzanie catkowite, odpowiadajace (p,q,r) = (6,3,2): 15+2% =
32. W przypadku 1/p+1/g+1/r > 1 réwnanie zP +y? = 2" posiada nieskon-
czenie wiele nietrywialnych catkowitych rozwiagzan. W tym miejscu nalezy
wspomnieé¢ o Hipotezie Catalana (udowodnionej niedawno przez Mihailescu
[87]): 32—23 = 1 jest jedynym rozwigzaniem réwnania z” —y? = 1 w liczbach
catkowitych z, y, p, ¢ wigkszych od jedynki.

Warianty dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata mozna zastosowaé
do pewnych niejednorodnych réwnan, jednak w tych przypadkach wybdr
krzywej eliptycznej odpowiadajacej hipotetycznemu rozwigzaniu jest bar-
dziej subtelny ({7}, [26], [39], [25], [22]). Np. w przypadku réwnania 2P +y? =
23, p > 7, krzywa zadaje si¢ nastepujaco [26):
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Y24+ 0PY = X3 — 3¢(S + )X — (5 — 56°), gdy 2|c;

Y2+ cXY = X3 - 2X? - 3cb®X + bP(a? + 30P), gdy 2|ab.

W rozwazanym przypadku mamy 27|Ng, wiec powyzsze krzywe eliptyczne
nie s3 semistabilne.

Dla dowodu nieistnienia nietrywialnych rozwigzan calkowitych réwna-
nia z*+y? = 27, p > 211, Ellenberg [39] rozwaza krzywe eliptyczne okreslone
nad cialami kwadratowymi urojonymi.

Darmon badal w [23] zwiazki migdzy istnieniem rozwigzaf uogélnio-
nego réwnania z? + y? = 2" oraz pewnymi hipotezami dotyczacymi repre-
zentacji Galois stowarzyszonych z rozmaito$ciami Hilberta-Blumenthala nad
dowolnym cialem liczbowym.

Bugeaud, Mignotte i Siksek [13], [14] stosujac ,techniki modularne”
potaczone z teoriag Bakera szacowania form liniowych od logarytméw liczb
algebraicznych, (1) udowodnili, ze jedynymi potegami pierwszymi w ciagu
Fibonacciego (odpowiednio Lucasa) sa 0, 1, 8 i 144 (odpowiednio 1 i 4); (2)
wyznaczyli wszystkie rozwiazania réwnania Lebesgue-Nagella 22 + D = y»

wzgledem zmiennych calkowitych x, y oraz naturalnego n > 3 w przedziale
1< D < 100.

18.2. Zastosowanie do krzywych eliptycznych. Niech E bedzie krzywa
eliptyczng okreSlong nad Q. Dla rozszerzenia K ciala Q zbiér E(K) jest
grupa abelowa z naturalnym dzialaniem dodawania punktéw i wyréznio-
nym punktem oo. Kluczowym rezultatem arytmetycznej teorii krzywych
eliptycznych jest nastepujacy rezultat Mordella-Weila: E(K) jest skoriczenie
generowana dla dowolnego skoriczonego rozszerzenia K ciata Q.

Polézmy: r,(E) = rank E(Q), r¢(E) = ords—1 L(E,s) (w ogblnym
przypadku istnienie 7,(E) wynika z modularnoci krzywej eliptycznej). Hi-
poteza Bircha i Swinnertona-Dyera (staba wersja) glosi, ze 74(E) = 7 (E).
Kolyvagin [68], oraz Gross i Zagier [49] udowodnili nastgpujace ogélne re-
zultaty, potwierdzajace hipoteze: 7,(E) = 0 = ry(E) = 0, r,(E) =1 =
r¢(E) = 1. Proste wprowadzenie do tej problematyki znajduje si¢ w arty-
kule Browkina, [12].

Istnienie parametryzacji modularnej pozwala konstruowa¢ punkty na E
0 wspélrzednych w abelowych rozszerzeniach pewnych ciat kwadratowych
urojonych, co odegralo wazna role we wspomnianych pracach Kolyvagina
oraz Grossa i Zagiera. Wazng konsekwencja pracy [49] jest nastepujacy re-
zultat: wszystkie wyrézniki d < 0, dla ktérych cialo kwadratowe Q(Vd)
ma dang liczbe klas idealéw, daje sig efektywnie wyznaczyé (rozwigzanie
Problemu Gaussa).
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19. Warianty i uogélnienia

19.1. Hipoteza Fontaine—Mazura. MOwimy, ze reprezentacja p-adyczna
p:Ggo — GL, (@p) jest geometryczna, jeSli jest nierozgaleziona poza skon-
czonym zbiorem liczb pierwszych oraz jest potencjalnie semistabilna (por.
4.1). Reprezentacja pochodzi z geometrii algebraicznej, jesli jest podkrece-
niem a la Tate dzialania Gg na kohomologiach etalnych pewnej gladkiej
i rzutowej rozmaitosci algebraicznej okreslonej nad Q. Fontaine i Mazur [44]
sformutowali przypuszczenie, ze p jest geometryczna wtedy i tylko wtedy,
gdy pochodzi z geometrii algebraicznej. W szczegdlnosci dostajemy (hipote-
tyczny) warunek konieczny i dostateczny na to, aby reprezentacja nieprzy-
wiedlna p: Gg — GL2 (@p) byla reprezentacjg stowarzyszong z nows forma
wagi k + 1 (czysty motyw (nad Q) rangi 21 typu Hodge’a {(0,k), (k,0)}
»pochodzi” od nowej formy wagi k + 1). Zatem hipoteza Fontaine-Mazura
implikuje hipoteze Shimury-Taniyamy-Weila.

Oczywiscie dow6d hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila ([131], [123],
[33], [34], [19], [10]) stanowi znaczace potwierdzenie hipotezy Fontaine-Ma-
zura. Dalszy postep uzyskano w serii prac Skinnera i Wilesa [119], [120],
Taylora [122], Kisina [66] i Savitta [102]. Implikacja ,,<=” hipotezy Fontaine-
Mazura zostala udowodniona przez Tsuji [124] w 1999 roku.

19.2. Modularnoéé rozmaitosci Calabi-Yau. Gladka rzutowa rozma-
itoéé d-wymiarowa X jest Calabi-Yau, jesli (i) HY(X,0x) = 0dla 0 <
i < d oraz (ii) Kx jest trywialna. Na przyklad, jednowymiarowe rozma-
itosci Calabi-Yau to krzywe eliptyczne, dwuwymiarowe rozmaitosci Calabi-
Yau to K3-powierzchnie. (Rigid) tréjwymiarowa rozmaito§é Calabi-Yau X
okre$lona nad Q jest modularna, je$li L(X,s) = L(f,s) dla pewnej formy
parabolicznej f wagi 4. Oczekuje sie, ze dowolna 3-wymiarowa rozmaitosé
Calabi-Yau okreslona nad Q jest modularna (w przypadku non-rigid hipo-
teze o modularnosci nalezy sformulowaé w terminach podmotywu rangi 2
w H3,(X,Q,). Przeglad ostatnich rezultatéw dotyczacych tego zagadnienia
zawiera artykul [60].

19.3. Ribet: GLo-rozmaitosci abelowe. Nazwiemy rozmaitos¢ abelows
okre$long nad Q modularng, jedli jest ona izogeniczna z rozmaitoscia abelows
postaci Ay dla pewnej nowej formy f wzgledem I'y (V). Nie oczekuje sie, ze
kazda rozmaito$é abelowa okres§lona nad Q jest modularna, gdyz rozmaito$ci
postaci Ay sg bardzo specjalne, np. posiadaja ,duzo” endomorfizméw. Ribet
[98] proponuje nastepujaca definicje: g-wymiarowa rozmaitosé¢ abelowa A
nad Q jest typu GLo, jesli Endg(A) zawiera podpierécien bedacy Z-krata
ciala liczbowego stopnia g. Wéwczas mamy nastepujace uogdlnienie hipotezy
Shimury-Taniyamy-Weila: dowolna prosta rozmaito$¢ abelowa typu GLo,
okredlona nad Q jest modularna. Ribet pokazal, ze ten wariant hipotezy
Shimury-Taniyamy-Weila réwniez wynika z hipotezy Serre’a.
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19.4. Langlands: dowolna motywiczna L-funkcja jest automorficzng
L-funkcjq. Niech F' bedzie cialem globalnym, tj. cialem liczbowym lub cia-
lem funkcji wymiernych na krzywej algebraicznej okreSlonej nad cialem
skoficzonym. Langlands [77] sformulowal przypuszczenie, ze istnieje wzajem-
nie jednoznaczna odpowiedniod¢ miedzy n-wymiarowymi reprezentacjarri
grupy Gr oraz nieprzywiedlnymi automorficznymi reprezentacjami grupy
GL,(Ar) w przestrzeni funkcji na GL,(F) \ GL,(Ar). Przy tym, nieprzy-
wiedlne n-wymiarowe reprezentacje grupy Gr powinny odpowiadaé parabo-
licznym reprezentacjom grupy GL,(Ar).

Przypadek n = 1 jest klasyczny: redukuje sie do abelowej teorii cial
klas. Dowéd hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila jest potwierdzeniem przy-
puszczenia Langlandsa dla FF = Q, n = 2. ,

Przypuszczenie Langlandsa dla przypadku funkcyjnego zostalo udo-
wodnione przez Drinfelda ([36], n = 2) i Lafforgue’a ([72], n dowolne). Au-
torzy tego wyniku zostali uhonorowani medalami Fieldsa (Drinfeld w 1990 r.
oraz Lafforgue w 2002 r.). Artykul Langera [76] zawiera proste wprowadzenie
do rezultatéw Lafforgue’a. ,

Rozwazmy teraz tzw. geometryczny wariant odpowiednio$ci Lang-
landsa. Punktem wyjscia jest obserwacja, ze jesli F' jest cialem funkcji wy-
miernych na krzywej algebraicznej X, to n-wymiarowe reprezentacje grupy
Gr mozna rozwazaé jako systemy lokalne rangi n na X (takie systemy lo-
kalne réwniez istniejg, gdy X jest krzywa okreSlong nad C). Geometryczny
wariant odpowiednio$ci Langlandsa dotyczy bijekcji miedzy systemami lo-
kalnymi rangi n na X oraz pewnymi snopami (tzw. eigensheaves) na prze-
strzeni moduli wigzek rangi n na X. Taka odpowiednioé¢ zostata niedawno
opisana przez Frenkela, Gaitsgory’ego i Vilonena [45].

Mozna uogdlnié odpowiednio$é Langlandsa, zastepujac GL,, przez do-
wolng grupe reduktywna. Odpowiednio$¢ taka zostala opisana przez Be-
ilinsona i Drinfelda [5] w przypadku dowolnej zespolonej pétprostej grupy
Liego.

Mozna sformulowaé lokalng wersje odpowiedniosci Langlandsa (tj. nad
cialem lokalnym). Odpowiednioéé taka zostala opisana w przypadku GL,
przez Laumona, Rapoporta i Stuhlera [78] (w przypadku funkcyjnym) oraz
Przez Harrisa i Taylora [52] oraz Henniarta [56] w przypadku rozszerzenia
ciala Q,.

19.5. Hipoteza Sato-Tate’a. Niech E bedzie krzywa eliptyczng okres-
long nad Q. Elkies udowodnit w 1986 roku, e ap := p + 1 — #E,(F,) jest
réwne zeru dla nieskoficzenie wielu liczb pierwszych p. Dla krzywych elip-
tycznych z mnozeniem zespolonym Deuring udowodnil o wiele mocniejszy
rezultat: a, = 0 dla ,polowy” liczb pierwszych (taki rezultat nie moze mie¢
Jednak miejsca dla krzywych eliptycznych bez mnozenia zespolonego).
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Skoro |a,| < 2,/p (nieréwnos$é Hassego), wigc mozemy zapisaé a, =
2,/pcos(©,). Zalézmy, ze E nie posiada mnozenia zespolonego. Sato i Tate
(niezaleznie) na poczatku lat sze$édziesigtych ubieglego stulecia wysuneli
przypuszczenie, ze ciag (@ plp jest rownomiernie rozmieszczony na przedziale
[0, 7] wzgledem miary 2 sin® ©dO.

Taylor [121] udowodnit hipotezg¢ Sato-Tate’a dla krzywych eliptycznych
posiadajacych multyplikatywng redukcje przynajmniej dla jednej liczby pier-
wszej. Dowéd opiera si¢ na wczedniejszych jego wynikach uzyskanych wspdl-
nie z innymi matematykami (L. Clozel, M. Harris, N. Shepherd-Barrow).
Taylor dowodzi w istocie, ze wszystkie L-funkcje L(Sym™E,s) posiadaja
przedtuzenie do funkcji meromorficznej na calej plaszczyinie zespolonej,
speliaja odpowiednie réwnanie funkcyjne oraz nie znikaja w pdiplasz-
czyznie Re(s) > 1 + 2. Stad hipoteza wynika prawie natychmiast ([105],
rozdz. 1).

Wariant funkcyjny hipotezy Sato-Tate’a zostal udowodniony przez De-
ligne’a [29].
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Dodane w korekcie
Khare i Wintenberger podali w pierwszej polowie 2007 roku dowéd hi-
Potezy Serre’a w pelnej ogélnosci. W drugiej potowie lipca odbyta si¢ w Lu-
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