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Artykuł jest rozszerzoną wersją wykładu „Modułarność krzywych elip­
tycznych: dowód, zastosowania i uogólnienia” , wygłoszonego przez autora 
we wrześniu 2006 roku na I Forum Matematyków Polskich w Gdańsku.

Głównym jego celem jest przybliżenie kluczowych kroków dowodu Wiel­
kiego Twierdzenia Fermata udowodnionego przez A. Wilesa w 1994 roku 
(zwięzły szkic dowodu czytelnik znajdzie w paragrafie 16.6). W rozdziałach 
18 i 19 formułujemy twierdzenia ogólniejsze od Wielkiego Twierdzenia Fer­
mata oraz przytaczamy szereg otwartych problemów.

Proste wprowadzenie do tej problematyki w języku polskim czytelnik 
znajdzie w wartym polecenia artykule Narkiewicza [8 8 ] oraz ostatnim roz­
dziale książki Ribenboima [96].

Dowód Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Wilesa [131] jest 
jednym z najdonioślejszych osiągnięć matematycznych XX wieku. Dzięki 
wcześniejszemu rezultatowi Ribeta [97], wystarczyło udowodnić tzw. hipo­
tezę o modularności dla klasy semistabilnych krzywych eliptycznych. Do­
wód tej hipotezy jest głównym rezultatem Wilesa zastosowanym w dowodzie 
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Realizacja tego programu, mimo przejrzy­
stego planu, wymagała wypracowania i połączenia metod z wielu dziedzin 
matematyki.

Przedstawimy przykład ilustrujący wspomnianą hipotezę o modularno­
ści. Rozważmy ciąg ap := p — Rp liczb całkowitych indeksowany przez liczby 
pierwsze p > 2, gdzie Rp oznacza liczbę rozwiązań równania y2 =  x3 +  1 
w zbiorze {0,1, ...,p — 1}. Łatwo sprawdzić, że 02 =  2, =  a$ =  0, <27 =  —4,

* Artykuł został napisany podczas pobytu w Max-Planck-Institut fur Mathematik 
w Bonn w semestrze jesienno-zimowym 2006/2007. Autor pragnie podziękować Insty­
tutowi za wspaniałą atmosferę naukową i wsparcie finansowe.
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an -  0, a i 3  =  2, ai 7  =  0, a i9  =  8 , a23 =  0,... . Niech bnX n będzie
formalnym szeregiem potęgowym określonym następująco:

00 00
^2 Kxn= x n  (! -  ̂ 6n)4
n—1 n—1

=  X  -  4X7 +  2X 13 + SX19 -  5X25 +  ....
Zauważmy, że 61 =  1 oraz ap =  bp dla p =  2,3, ...,23. Dowodzi się 

ponadto, że równość ta zachodzi dla wszystkich p. Czytelnik może się prze­
konać, że dla (małych) p i r =  2,3,... mamy bpr = bpbpr-i — pbpr-2 oraz 
bmn — bmbn, gdy (m, n) =  1 . Można oczywiście udowodnić te równości dla 
dowolnych p oraz r. Dalsze przykłady krzywych E stopnia 3, dla których 
istnieje szereg Y^bn{E)Xn spełniający ap{E) =  bp(E) oraz zachodzą relacje 
dla 6n, wynikają z analizy przykładów w rozdziałach 2.6 i 3.9.

Hipoteza Shimury-Taniyamy-Weila (STW) o modularności (rozdział 15) 
głosi, że zjawisko takie ma miejsce dla wszystkich krzywych eliptycznych 
określonych nad ciałem Q liczb wymiernych. K. Ribet [97] udowodnił w 1986 
roku, bazując na idei G. Freya [46], że prawdziwość powyższej hipotezy 
dla podklasy tzw. semistabilnych krzywych eliptycznych implikuje Wielkie 
Twierdzenie Fermata. Idea dowodu jest bardzo prosta (rozdz. 16.6; 12.2): 
z hipotetycznym, nietrywialnym, rozwiązaniem równania Fermata stowa­
rzysza się krzywą eliptyczną o „dziwnych własnościach” , po czym dowodzi 
się, przy założeniu powyższej hipotezy, że taka krzywa nie istnieje. Od lata 
1986 roku A. Wiles usilnie próbował udowodnić hipotezę STW. W 1993 
roku przedstawił strategię dowodu, zaś w 1994 roku pełny dowód hipo­
tezy w przypadku semistabilnym i tym samym, dowód Wielkiego Twier­
dzenia Fermata. Dowód zawarty jest w dwóch artykułach [131] i [123]; je­
den wspólny z R. Taylorem. W 1999 roku C. Breuil, B. Conrad, F. Dia­
mond i R. Taylor [10] uzyskali dowód hipotezy STW w pełnej ogólności. 
Hipoteza STW i jej uogólnienia (np. program Langlandsa), bogactwo apa­
ratu wykorzystanego w dowodach oraz konsekwencje z pewnością pozostaną 
w centrum uwagi wielu pokoleń specjalistów pracujących w arytmetycznej 
geometrii algebraicznej.

Ribenboim [96] przedstawił badania nad Wielkim Twierdzeniem Fer­
mata w ujęciu historycznym, dokonując także przeglądu błędnych dowo­
dów. Książka Singha [118] jest niezwykłą opowieścią o zmaganiach wielu 
pokoleń matematyków z tym najsłynniejszym problemem matematycznym. 
Wprowadzenia do artykułów Wilesa i Taylora adresowane dla szerokiego 
grona odbiorców na ogół nie zawierają szczegółów, jednak polecamy [8 8 ], 
[48], [42], [101], [24], [126]. Czytelnik z większym przygotowaniem matema­
tycznym, pragnący poznać szczegóły, powinien dodatkowo zaopatrzyć się 
w [20], [16], [27], [57], [92], [106]; książka Diamonda i Shurmana [35] jest 
idealnym wstępem do wymienionych pozycji.
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W artykule pragniemy jednocześnie przedstawić zwięzły wstęp do aryt­
metycznej teorii krzywych eliptycznych i form modularnych, podać wybrane 
szczegóły dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata i wprowadzić czytelnika 
w orbitę aktualnych rezultatów i hipotez. Lektura poniższej pracy może 
wymagać pewnego zaangażowania, ale mamy nadzieję, że pomoże lepiej zo­
rientować się w tej pięknej i zarazem trudnej dziedzinie badań.

Systematyczny opis pojęć i rezultatów omawianych w pierwszych pięciu 
rozdziałach czytelnik znajdzie np. w [116], [35], [67]. Konstrukcje opisane 
w dalszej części artykułu są zaopatrzone w odnośniki do literatury.

Podstawowe pojęcia i rezultaty z algebry przemiennej (pierścienie prze­
mienne, ciała, moduły) i elementy algebry homologicznej czytelnik znajdzie 
w [1 ], [1 1 ], [4], [3], [74]. Przystępne wprowadzenie do algebraicznej teorii liczb 
zawierają pozycje [8 ], [89], [128], [62], [38], [15]. Ponadto warto zaglądać do 
podręczników z geometrii algebraicznej [95], [109], [71], [53].

W dalszym ciągu symbolem Z oznaczamy pierścień liczb całkowitych, 
zaś Q C IR C C są ciałami liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych, 
odpowiednio. Przez Qp będziemy oznaczać ciało liczb p-adycznych, a przez 
Z p pierścień liczb całkowitych p-adycznych. Fq jest ciałem skończonym 
o q elementach. K  oznacza domknięcie algebraiczne ciała K.

Podziękowanie. Składam gorące podziękowanie profesorowi Danielowi 
Simsonowi za cenne uwagi i zaproponowanie wielu poprawek, które pozwo­
liły ulepszyć tekst artykułu.

1. Krzywe eliptyczne

1 .1 . Podstawowe definicje. Zaczniemy od anegdoty. Któregoś razu dwóch 
wybitnych specjalistów z geometrii algebraicznej, Cheualley i Zariski, rozpo­
częło dyskusję przy tablicy na temat krzywych algebraicznych, przy czym nie 
mogli nawzajem siebie zrozumieć. W pewnym momencie Cheualley zapytał 
Zariskiego czym dla niego jest krzywa i sprawa natychmiast się wyjaśniła. 
Zariski bez wahania bowiem narysował przykład krzywej. W odpowiedzi Che- 
ualley wyjaśnił, że dla niego krzywa to równanie f ( x , y) =  0. Dla przykładu, 
krzywą o równaniu x2 +  y2 — 1  =  0  każdy potrafi narysować, ale równanie 
x2 +  y2 +  1 =  0  nie ma rozwiązań w zbiorze liczb rzeczywistych (w obu 
przypadkach zbiór wszystkich rozwiązań zespolonych tworzy „krzywą ze­
spoloną” ). Zauważmy ponadto, że pierwsze równanie posiada rozwiązanie 
w dowolnym ciele, zaś drugie nie posiada rozwiązań dla nieskończenie wielu 
ciał (np. dla dowolnego poddała ciała liczb rzeczywistych lub ciał Fp dla 
p =  3 mod 4). __

Niech An = A -̂ =  { ( x i , ..., xn) : Xi G K }  oznacza n-wymiarową prze­
strzeń afiniczną nad ciałem K. Niech V C An będzie zbiorem algebraicz­
nym określonym nad K  (tj. zbiorem zer układu wielomianów n zmiennych
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o współczynnikach z К). Dla dowolnego rozszerzenia L ciała K, zawar­
tego w К , określamy zbiór punktów L-wymiemych na V jako V(L) := 
{ ( a ; i , xn) € An П V  : Xi € L}. Podobnie postępujemy dla zbiorów al­
gebraicznych w przestrzeni rzutowej Pn. Zauważmy, że V jest funktorem 
L i—► V(L). Ogólniej, dla schematów AT, S można określić X(S)  jako zbiór 
morfizmów S —* X.  Ten punkt widzenia jest bardzo ważny we współczesnej 
geometrii algebraicznej.

Specjalista łatwo zrozumie następującą informację. Krzywą eliptyczną 
określoną nad ciałem К  nazywamy nieosobliwą, rzutową krzywą algebra­
iczną E genusu 1 z wyróżnionym punktem Po € E(K).  Korzystając z twier­
dzenia Riemanna-Rocha można określić w naturalny sposób strukturę grupy 
abelowej na zbiorze E(K), w taki sposób, że Po staje się elementem neu­
tralnym działania grupowego (patrz np. [53]).

Niespecjaliście może być trudniej. Na szczęście dowolną krzywą elip­
tyczną można określić prościej -  za pomocą jednego równania. Okazuje się 
bowiem, że krzywa eliptyczna określona nad ciałem К  jest izomorficzna 
z nieosobliwą płaską krzywą rzutową zadaną (afinicznym) równaniem (tzw. 
równanie lub model Weierstmssa):

W  tym przypadku

Struktura grupowa na E(L) posiada prostą interpretację geometryczną: 
suma trzech punktów jest elementem neutralnym (w tym przypadku jest to 
punkt [0 , 1 , 0 ] w nieskończoności) wtedy i tylko wtedy, gdy leżą one na jednej 
prostej. Stąd łatwo wyprowadzić jawne formuły na dodawanie punktów na 
krzywej eliptycznej. W  przypadku krzywej eliptycznej E określonej nad C, 
dodawanie na E(C) można wyrazić w terminach funkcji eliptycznych.

Przyjmijmy:

oraz

Niech A =  —6|6 8 — 8 6 | — 276§ +  962b4b6 oznacza wyróżnik powyższego równa­
nia. Zatem warunek А Ф 0 oznacza nieosobliwość krzywej zadanej tym 
równaniem.

Dwie krzywe eliptyczne określone nad К  są izomorficzne (nad K), jeśli 
równanie jednej z nich może być otrzymane z równania drugiej za pomocą 
zamiany współrzędnych
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przy pewnych r,s,t G К, и G К  \ {0}. Zatem współczynniki а[ drugiej 
krzywej wyrażają sie za pomocą współczynników pierwszej krzywej na­
stępująco:

oraz

W przypadku K  =  Q taka zamiana zmiennych, przy odpowiednim do­
borze u, prowadzi do równania (modelu) o współczynnikach całkowitych. 
Wśród wszystkich modeli ustalonej krzywej istnieje taki, dla którego |Д| 
jest minimalne; nazywamy go globalnym modelem minimalnym (lub global­
nym minimalnym równaniem Weierstrassa) krzywej eliptycznej E. Taki mo­
del nie jest wyznaczony jednoznacznie, ale izomorficzne modele minimalne 
spełniają warunki u =  ±1, r, s,t G Z. Wśród wszystkich modeli minimal­
nych istnieje dokładnie jeden, tzw. zredukowany globalny model minimalny, 
spełniający a\,a3  G {0 ,1 }, <22 G { —1,0,1}. Wyróżnik globalnego równania 
minimalnego krzywej eliptycznej E określonej nad Q nazywamy wyróżnikiem 
krzywej E i oznaczamy Д#.

Niech К  będzie skończonym rozszerzeniem ciała Q oraz h(K) liczbą klas 
ideałów (patrz, np. [89], [8 ]). Wiadomo [116], że krzywa eliptyczna określona 
nad К  posiada globalny model minimalny (o współczynnikach algebraicz­
nych całkowitych należących do K)  wtedy i tylko wtedy, gdy h{K) =  1.

P r z y k ł a d .  Ustalmy a ,b ,c  € Z (abc Ф 0 oraz (a, b, c) = 1) spełniające 
a + b +  c = 0 . Rozważmy krzywą eliptyczną Е а<ь,с nad Q zadaną równaniem 
y 1 =  x (x  — a)(x +  b). Załóżmy, że a =  — l(mod 4) oraz 1616. Zamiana 
zmiennych x  = 4X, y =  8Y +  4X  prowadzi do równania (o całkowitych 
współczynnikach)

Mamy więc

W szczególności (с4 ,Д ) =  1. Zatem powyższe równanie zadaje globalny 
model minimalny krzywej Е а,ь,с•

Równanie Weierstrassa o zerowym wyróżniku określa osobliwą krzywą 
sześcienną E. W tym przypadku E posiada dokładnie jeden punkt osobliwy, 
który może być punktem podwójnym (dwie różne styczne) lub ostrzem (jedna
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styczna). Dla przykładu, j, 2 = x2(x +  5) posiada punkt podwójny, zaś y2 =
X3 posiada ostrze.

1.2. Redukcja krzywej eliptycznej. Niech E  będzie krzywą eliptyczną 
określoną nad Q. Dla liczby pierwszej p oznaczmy przez Ep krzywą okre­
śloną nad Fp, powstałą przez redukcję modulo p współczynników globalnego 
minimalnego równania Weierstrassa. Mówimy, że (i) E  posiada dobrą reduk­
cję w p, gdy Ep jest nieosobliwa. (ii) E posiada addytywną redukcję w p, 
gdy Ep posiada ostrze, (iii) E posiada multyplikatywną redukcję w p, gdy 
Ep posiada punkt podwójny.

W sytuacjach (ii), (iii) mówimy, że E posiada złą redukcję w p. Typy 
redukcji można odczytać z globalnego minimalnego równania Weierstrassa 
w następujący sposób ([116], Prop. 5.1):

(i) E posiada dobrą redukcję w p wtedy i tylko wtedy, gdy vp(AE) =  0;
(ii) E posiada addytywną redukcję w p wtedy i tylko wtedy, 

gdy v p ( A e ) > 0, vp(c4) > 0;
(iii) E posiada multyplikatywną redukcję w p wtedy i tylko wtedy, 

gdy vp(AE) > 0, V p ( c 4 ) =  0. _

Przyjmijmy ap := p +  1 -  # £ p(Fp). Przypomnijmy z ([116], p. 240) 
następujące kryterium:

Niech p\AE. Wówczas (i) E posiada addytywną redukcję w p wtedy 
i tylko wtedy, gdy ap = 0; (ii) E posiada multyplikatywną redukcję w p 
wtedy i tylko wtedy, gdy ap =  ± 1 .

Krzywa eliptyczna określona nad Q jest semistabilna, jeśli jej redukcja 
w p jest dobra lub multyplikatywną. Krzywa Eâ jC z Przykładu jest semi­
stabilna, gdyż posiada dobrą redukcję w liczbach p względnie pierwszych 
z ^ r, oraz multyplikatywną redukcję w p | ^ . Nietrudno udowodnić, że dla 
dowolnej krzywej eliptycznej E określonej nad Q mamy A E ф ± 1 . Przy 
tym, najniższa możliwa wartość \AE\ wynosi 11. Okazuje się, że zbiór klas 
Q-izomorficzych krzywych eliptycznych określonych nad Q, posiadających 
dobrą redukcję poza ustalonym skończonym zbiorem liczb pierwszych, jest 
skończony (tw. Shafarevicha; patrz [110], [105], [116]).

Przewodnik NE krzywej eliptycznej E mierzy arytmetyczną złożoność 
krzywej: NE := YlP\AEPfp’ Sdzie fp ~  1 (2> odpowiednio 2  +  Sp) jeśli E 
posiada multyplikatywną redukcję w p (posiada addytywną redukcję w p ф
2,3, odpowiednio posiada addytywną redukcję w p =  2 lub 3). Przy tym 
0 < /2  < 8  oraz 0 < / 3  < 5 (szczegóły w [117]).

L. Szpiro sformułował w 1983 roku następującą hipotezę: dla dowolnego 
e > 0 istnieje к(е) > 0 takie, że |Ajs| < /c(e)Ażr|,+e dla wszystkich E. Można 
pokazać, że 6  w wykładniku nie można zastąpić przez liczbę mniejszą.
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U w a g a. D. Masser i J. Oester lé [91] sformułowali w 1985 roku na­
stępującą hipotezę (znaną obecnie pod nazwą hipotezy abc): dla dowolnego 
e > 0 istnieje C{e) > 0  takie, że

max(|o|, |6 (, |c|) < C(e)(rad(abc))1+e
dla wszystkich trójek (a, b, c) niezerowych względnie pierwszych liczb całkowi 
tych spełniających warunek a +  b +  c =  0 ; powyżej rad(afec) oznacza iloczyn 
wszystkich liczb pierwszych dzielących abc.

Hipoteza Szpiro implikuje wariant hipotezy abc z wykładnikiem 6/5-t-e. 
Hipoteza abc implikuje hipotezę Szpiro (patrz [91]) i posiada szereg innych 
ważnych konsekwencji (patrz, np. [90]) oraz jest szczególnym przypadkiem 
hipotez Vojty [127] (arytmetyczny wariant teorii Nevanlinny) dotyczących 
wysokości punktów na rozmaitościach algebraicznych. Jednak wielu wybit­
nych specjalistów wątpi w jej prawdziwość.

1.3. L-funkcja krzywej eliptycznej. Niech E będzie krzywą eliptyczną 
określoną nad Q. L-funkcją Hassego-Weila krzywej E nazywamy funkcję 
zespoloną L(E, s) określoną przez iloczyn eulerowski

L(E,s) := £ [ ( 1  -  app s + e{p)pl 2s) \ Re(s) > 3/2,
p

gdzie e(p) =  1 (odpowiednio 0), jeśli E posiada dobrą (odpowiednio złą) re­
dukcję w p. Postać czynnika eulerowskiego pochodzi od lokalnej zeta funkcji

1 — QpT + pT2Z(E/¥P,T) =
( l - T ) ( l - p T )

redukcji E modulop. Nierówność Hassego \ap\ < 2у/p implikuje, że powyższy 
iloczyn eulerowski jest zbieżny bezwzględnie w półpłaszczyźnie Re(s) > 3/2, 
gdzie zadaje funkcję holomorficzną.

Hasse w latach 30-tych ubiegłego stulecia wysunął przypuszczenie, że 
L(E , s) przedłuża się do funkcji holomorficznej na całej płaszczyźnie zespolo­
nej i spełnia równanie funkcyjne wiążące s z 2 — s. W celu precyzyjnego sfor­
mułowania hipotezy przyjmijmy Л(E,s) := N sJ2{2'k)~sT{s)L{E, s), gdzie 
s(E) € {± 1 }  oznacza tzw. globalną liczbę pierwiastkową [18], [50].

H i p o t e z a  1 (H a s s e ) . Funkcja zespolona A(E,s) przedłuża się do 
funkcji całkowitej oraz spełnia równanie funkcyjne A(E, s) = e(E)A(E, 2  — 
«)■

Hipoteza powyższa jest obecnie udowodniona (patrz 15.3).

2. Formy modularne

2.1. Podstawowe definicje i własności. Przykłady krzywych eliptycz­
nych znajdujemy w „Arytmetyce” Diofantośa (patrz np. [130], rozdz. 6 ).
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Funkcje modularne (tj. formy modularne wagi zero) pojawiły się natomiast 
dopiero w XIX wieku; pierwszy systematyczny wykład na ten temat za­
wierał traktat F. Kleina i R. Frickego „Vorlesungen über die Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen” z 1890 roku. Funkcje modularne można roz­
ważać jako wariant konstrukcji krzywych eliptycznych: dziedzinę C zastę­
pujemy przez H =  {z  6  C : 1т(>г) > 0}, zaś kratę Z cji 4 - Zcj2 przez 
grupę modularną SL2(Z). Funkcje modularne wystarczy zadać na dziedzinie 
fundamentalnej grupy SX2 (Z) działającej na H za pomocą transformacji:

Określimy klasę podgrup odgrywających kluczową rolę w zastosowa­
niach do arytmetycznej teorii krzywych eliptycznych. Podgrupę Г C SL2ÇL) 
nazywamy podgrupą kongruencyjną, jeśli zawiera główną podgrupę kongru- 
encyjną poziomu N  (dla pewnej liczby naturalnej N) postaci

Bardzo ważnymi przykładami podgrup kongruencyjnych są:

oraz

Niech к będzie liczbą całkowitą nieujemną. Formą modularną f  wagi k, 
względem podgrupy kongruencyjnej Г, nazywamy funkcję holomorficzną 
/  : H —► C, holomorficzną w ostrzach oraz spełniającą warunek / ( 7 (2 )) =

dla wszystkich oraz . Forma modularna

spełnia dla pewnej liczby naturalnej h oraz wszystkich
oraz jest holomorficzna w więc posiada rozwinięcie w szereg

Fouriera Forme nazywamy formą pa­
raboliczną, jeśli znika we wszystkich ostrzach (wówczas, w szczególności,

Formę paraboliczną nazywamy znormalizowaną, jeśli
Niech Mfc(r) (odpowiednio Sk(Г)) oznacza zespoloną przestrzeń li­

niową (skończonego wymiaru) form modularnych (odpowiednio form pa­
rabolicznych) wad к względem Г.

Niech będzie charakterem (odpowiadający charak­
ter Dirichleta modulo N  oznaczamy również nrzez y). Określamy

(odpowiednio jako podprzestrzeń
odoowiednio złożona z funkcii f soełniaiacych

warunek dla wszystkich oraz :
W tym przypadku mówimy, że forma modularna /  jest wagi к, poziomu
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i typu (lub charakteru) x- Zauważmy, że oraz

2.2. Przykłady. Niech к > 2 będzie liczbą całkowitą parzystą. Rozważ­
my funkcję Gk(z) określoną na H (szereg Eisensteina wagi к):

5

gdzie ' oznacza, że sumowanie obejmuje wszystkie pary liczb całkowitych 
(m, n) różne od (0,0). Skoro к > 4, to suma podwójna jest zbieżna bez­
względnie i jednostajnie na dowolnym zwartym podzbiorze w # ,  więc 
jest holomorficzna na H. Oczywiście

Poza tym, Gk(z) jest holomorficzna w nieskończoności, gdyż

Zatem Gk(z) jest formą modularną wagi к względem Г0(1). Łatwo wyzna­
czyć jej rozwinięcie w szereg Fouriera:

gdzie q =  e27nz oraz Bk oznaczają liczby Bernoulliego.
Niech g2(L) := SOG^L), gs(L) := 140Gq(L) oznaczają współczynniki 

równania różniczkowego dla p-funkcji Weierstrassa odpowiadającej kracie 
L  (ti. w sn o lrzv n n ik i rów n an ia  nd now i ad a  i ar  ni kry.vwni plintvr'znni'i Ninrh

oznacza wyróżnik wielomianu 
Bezpośrednio z konstrukcji widać, że jest to forma

paraboliczna wagi 12 względem Г0(1). Zauważmy, że _ _ ___
Okazuje się, że A jest formą paraboliczną względem Го(1) najniższej możli­
wej wagi.

Na mniejszych podgrupach kongruencyjnych mogą istnieć formy pa­
raboliczne niższych wag. Dla przykładu, (A(z)A(Nz))1̂ n+1  ̂ jest formą 
paraboliczną wagi к i poziomu iV, gdzie к =  k(N) =  24/(N +  1) oraz

3 /  \
Niech j(r )  := 1728^^y. Jest to funkcja modularna wagi 0 względem 

Ponieważ jest ona holomorficzna i niezerowa na H , więc posiada bie­
gun rzędu 1 w nieskończoności. Dowodzi się, że indukowane odwzorowanie 

jest bijekcją. W konsekwencji, krzywe eliptyczne 
określone nad C są izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy

2.3. Twierdzenia Heckego i Weila. Załóżmy, że forma paraboliczna 
wagi к względem Го(А0 jest funkcją własną idempotentnego
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operatora Wn określonego wzorem 
Hecke (patrz, np. [54], [35], [112], [67]) udowodnił, że L(/, s) rozszerza się 
do funkcji całkowitej na całej płaszczyźnie zespolonej oraz spełnia równanie 
funkcyjne Л(/, s) =  eikA(f,k — s), gdzie 
oraz £ =  ±1 jest wartością własną operatora Wдг.

Szkic dowodu. Szereg L(/, s) jest zbieżny (z definicji) dla 
Z warunku Wuj  =  e / otrzymujemy f(i/Na) =  eNk̂ 2ikakf(ia). Poza tym 
mamy

tj. przedłużenie Л(/, s) do funkcji całkowitej na C. Podstawiając 
i mnożąc przez eik, otrzymujemy

Weil [129] udowodnił twierdzenie odwrotne w następującym sensie. 
Niech L(s) i cn^~s będzie szeregiem Dirichleta o współczynnikach
rzeczywistych, spełniających cn — 0{nc) dla pewnej stałej c > 0. Ustalmy 
liczbę naturalną N. Dla dowolnego charakteru Dirichleta \ modulo m 

połóżmy Lx(s) := E^Li cnX(n)n~s• Załóżmy, że zmodyfi­
kowana funkcja Ax(s) := (m2N)s/ 2(2tt)~sT(s)Lx(s) jest całkowita, ograni­
czona w dowolnym pionowym pasie oraz spełnia równanie postaci

gdzie € =  ±1 jest ustalone. Wówczas /(r) :=  E^Li cne27rmT jest formą 
paraboliczną wagi к względem

2.4. Operatory Heckego. Niech /  będzie formą modularną wagi к, po­
ziomu N i typu e. Jeśli /  = E^io апЯп jest rozwinięciem w nieskończono­
ści, to definiujemy
Otrzymujemy rodzinę operatorów liniowych Tm (tzw. operatory Heckego), 
działających, w szczególności, na przestrzeni form parabolicznych. Opera­
tory Tm komutują między sobą. Pierścień przemienny T generowany przez 
operatory Tm nazywamy algebrą Heckego. Jeśli /  = E n>i anqn jest parabo­
liczną formą własną, to łatwo sprawdzić, że odwzorowanie Tm > am rozsze­
rza się do homomorfizmu pierścieni 0  : T —► C.

Dla /  =  En>i anQn é Sk(r0(N),e) następujące warunki są równo­
ważne: (i) /  jest znormalizowaną formą własną; (ii)
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2.5. Teoria Atkina-Lehnera. Niech S^(Tq(N)) będzie podprzestrze- 
nią w Sk(To(N)) generowaną przez wszystkie funkcje postaci f(dz ), gdzie 

dla pewnego właściwego dzielnika N'\N oraz d jest dzielni­
kiem N/N'. Niech S^(To(N)) oznacza dopełnienie ortogonalne 
w Sk(T0{N)) względem iloczynu skalarnego Peterssona

gdzie 2  =  X +  yi oraz Dr o oznacza ustaloną dziedzinę fundamentalną 
działania Tq(N) na H.

Element /  € (Го (IV)) nazywamy nową formą wagi к względem pod­
grupy Tq(N), jeśli f  jest funkcją własną operatorów Tp dla wszystkich p 
względnie pierwszych z N. Atkin i Lehner [2] udowodnili, że nowe formy 
tworzą bazę w przestrzeni

2.6. Konstrukcja form parabolicznych. 77-funkeja Dedekinda jest okre­
ślona za pomocą iloczynu nieskończonego

Mamy r}(—l/z) — y/—izrj(z). Poza tym, dla 
mamy

Odnotujmy następujące kryterium [80]. Ustalmy liczbę naturalną N. 
Dla d\N połóżmy d' := ^j. Dla rodziny r =  (rd)d\N liczb całkowitych nie- 
ujemnych, indeksowanych przez zbiór dzielników naturalnych liczby N okre­
ślamy formę modularną gr(z) :=  Tld\N ,jl{dz)rd. Załóżmy, że spełnione są na­
stępujące warunki: (г) Yld\Nrd̂ ' — 0(mod 24); (гг) Yhd\Nrd̂  — 0(mod 24);

jest kwadratem. Wówczas gr jest formą 
paraboliczną wagi 2 względem grupy

Zastosujemy przytoczone kryterium do konstrukcji nowych form wagi 2 
względem Tq(N) dla N  £ {11,14,15,20,24,27,32,36}. Bezpośrednio widać, 
że odpowiadającymi formami parabolicznymi wagi 2 są:
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Dla wymienionych wartości N  przestrzenie S2(Го(N)) są 1-wymiarowe, 
więc skonstruowane formy paraboliczne są nowymi formami. Przestrzenie 
S2(Vo(N)) są 1-wymiarowe także dla N  € {17,19,21,49), jednak powyższe 
kryterium nie pozwala w tym przypadku skonstruować odpowiadających 
form parabolicznych. Okazuje się ([82]), Thm. 1), że powyższe 8 form para­
bolicznych, forma / 6 4 (2 ) := r](8z)8rj(4z)~2r](l6z)~2 poziomu 26 oraz formy:

, wyczerpują listę nowych form wagi 2 
postaci U liZtv(tiz)ri (gdzie £i,...,ts oznaczają liczby naturalne oraz 
liczby całkowite).

2.7. Formy modularne i reprezentacje automorficzne. Odnotujmy na­
stępujące ważne twierdzenie (dowód np. w artykule Gelbarta w [20]). Istnieje 
wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość między znormalizowanymi nowymi 
formami w 5fc(ro(iV), ^) oraz nieprzywiedlnymi automorficznymi parabo­
licznymi reprezentacjami ж = <8>ржр grupy adeli GL,2(A), spełniającymi wa­
runki: (а) ХФ jest centralnym charakterem reprezentacji ж; (6) жр jest nieroz- 
gałęziona dla wszystkich p\ N ; (с) 7Гоо jest wagi k.

3. Krzywe modularne

3.1. Definicje i podstawowe własności. Dla podgrupy kongruencyjnej 
Г oznaczmy przez Yp := Г \H zbiór orbit działania grupy kongruencyjnej Г 
na H. Yp posiada naturalną strukturę (niezwartej) powierzchni Riemanna: 
struktura zespolona na Yp pochodzi od projekcji ж : H —> Yp. Kompakty- 
fikację Xp powierzchni Yp dokonuje się przez dołączenie skończonej liczby
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ostrzy (orbit P1 (Q) =  Q U { 0 0 } względem działania grupy Г) i zadanie 
odpowiedniej struktury zespolonej. Podamy teraz szczegóły.

Niech H* =  H  UP1(Q). Naturalne działanie SX2 (Z) na H rozszerza 
się do działania na H* zachowującego P1 (Q). Dla podgrupy kongruencyjnej 
Г (ogólniej, dowolnej podgrupy skończonego indeksu w 51,2 (Z)) mamy

Zbiór Г \ PX(Q) jest skończony, gdyż Г jest podgrupą skończonego indeksu 
w SX2 (Z) oraz 5I/2(Z) działa tranzytywnie na P^Q).

Wprowadzimy teraz topologię na Г \ H*. W tym celu wprowadzimy 
najpierw topologię na H*. Dla yo >  0 oraz c E PX(Q) wybierzmy macierz 

spełniającą warunek c =  <Soo, oraz przyjmijmy

Zauważmy, że zbiory £/£ , UCfVo nie zależą od wyboru <5. Za bazę zbiorów 
otwartych w H* wybieramy zbiory otwarte w H oraz zbiory postaci 
Topologia ilorazowa na Г\#*, odpowiadająca naturalnej projekcji 

określa strukturę zwartej przestrzeni topologicznej.
Zadamy teraz strukturę zespoloną na Г \ H * .  Niech T  będzie snopem 

funkcji ciągłych Г \ H *  —► C. Dla x E Г \ H *  niech Tx oznacza źdźbło snopa 
T  w x: jest to zbiór klas równoważności par ( / ,  У), gdzie V jest otoczeniem 
otwartym x oraz /  jest ciągłą funkcją V —* C; przy tym ( /, V) ~  (g, U) jeśli 

Określamy strukturę zespoloną jako podsnop O snopa T  
zadając dla każdego x źdźbło ö x jako podpierścień pierścienia Tx złożony 
z klas równoważności par ( /, V) jednego z poniższych dwóch typów:

• istnieje z Ç. H  oraz otoczenie otwarte U punktu z takie, że 
oraz /  о 7Г jest holomorficzna na U ;

• istnieją c E PX(Q) oraz
oraz f  о ж spełnia następujący warunek. Wybierzmy £ E SL2ÇL) takie, że 

oraz niech M  będzie liczbą naturalną spełniającą I
(7Г jest Г-niezmiennicza oraz Г jest skończonego 

indeksu w 51,2(Z), więc istnieje takie M). Połóżmy r =  e~2ny°/M oraz niech 
F  będzie funkcją określoną na D°(r) =  {q E C : 0 < \q\ < r }  spełniającą

Wówczas F  jest holomorficzna na D°(r) oraz 
rozszerza się do funkcji holomorficznej na

Można sprawdzić, że każdy punkt x E Г \H* posiada otoczenie otwarte 
V takie, że przestrzeń opierścieniona (V, 0\v) jest izomorficzna z przestrze­
nią opierścienioną dysku otwartego w C, więc O definiuje na Г\H* strukturę 
powierzchni Riemanna.

W przypadku grup kongruencyjnych To(N) (odpow. Ti(N) lub Г (N)) 
powierzchnię Yp oznaczamy przez Yq(N) (odpow. Yi(N) lub У (AT)). Podob­
nie dla Xp.
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3.2. Ciało funkcji meromorficznych na X q(N). Okazuje się, że do­
wolna funkcja meromorficzna na X q(1) jest funkcją wymierną względem 
j.  Ogólniej, ciało funkcji meromorficznych na X q(N) wynosi C Q ',^ ), gdzie 
3n {t) j(Nr).  Podkreślmy, że funkcje j  oraz jw są związane wielomianową 
zależnością 4>jv(i,jjv) =  0 o współczynnikach wymiernych.

3.3. Krzywe modularne jako przestrzenie moduli. Istnieje bijekcja mię­
dzy Yq(N) i zbiorem klas równoważności par (E,C ), gdzie E jest krzywą 
eliptyczną określoną nad C oraz C C -E’(C) jest podgrupą cykliczną rzędu 
N. Dla r  € H zdefiniujmy ET := (C /Z -I- Z r ,-^ Z /Z ). Wówczas dowolna 
para (E, C) jest równoważna parze postaci ET, przy czym ET i ET> są rów­
noważne wtedy i tylko wtedy, gdy r' G Го(Л^)т .  Żądana bijekcja jest więc 
realizowana przez r  ET.

Podobnie, istnieje bijekcja między Y\(N) i zbiorem klas równoważ­
ności par (Ej P), gdzie E jest krzywą eliptyczną określoną nad C oraz 
P  G E(€) jest punktem rzędu N. Istotnie, dla t G C  weźmy parę (C /Z +  
Zr, 1/N mod Z +  Zr). Yo(N) jest ilorazem Yi(N) względem działania grupy 
(Z/iVZ)*, przy czym naturalna projekcja Yi(N) —► Y0(N) ma prostą in­
terpretację: (E , P) i—> (Ej (P)), gdzie (P) jest podgrupą generowaną przez 
P.

3.4. Model nad Q. Można udowodnić, że dla podgrup Г spełniających 
Ti (N) С Г C Tq(N)j krzywa modularna posiada model nad Q. Odpowie­
dni rezultat dla Г =  To(N) głosi, że istnieje nieosobliwa rzutowa krzywa 
algebraiczna X  określona nad Q oraz biholomorficzne odwzorowanie ф : 
X 0(N) -> X(C) takie, że

Ф*(Х(С)) =  C ф’ ( х т  = <Ш лг).
Krzywa X  jest wyznaczona jednoznacznie z dokładnością do izomorfizmu 
określonego nad Q oraz ф jest wyznaczone jednoznacznie przez zadanie izo­
morfizmu ciał Q (X) ~  Q(j, jiv).

3.5. Punkty wymierne na J\To(15). Zauważmy, że X q(15) jest krzywą
genusu jeden, posiadającą 4 ostrza. Z określenia działania grupy Gq wy­
nika, że wszystkie ostrza są wymierne nad Q. Mamy: (i) #Xo(15)(Q) =  8; 
(ii) cztery punkty z Xo(15)(Q) nie będące ostrzami, odpowiadają czterem 
parom gdzie j Ei 6 {-2 5 /2 , — 532413/23, —5-293/2 5, 5 • 2113/2 15}.
Istotnie, Xo(15) jest krzywą eliptyczną o równaniu y2 = x(x +  9){x -  16) 
(por. 3.9), skąd łatwo wyznaczyć grupę jej punktów wymiernych (lub zna­
leźć w tablicach [21]). W tych samych tablicach znajdujemy cztery krzywe 
eliptyczne określone nad (Q>, izogeniczne z krzywą y2-\-xy+y = x3—x —2 i po­
siadające podgrupę wymierną rzędu 15. Reprezentują one wszystkie punkty 
z Xo(15)(Q) nie będące ostrzami oraz mają j -niezmienniki wymienione po­
wyżej.
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Z powyższych rozważań wynika, że krzywa eliptyczna określona nad <Q> 
z wymierną podgrupą torsyjną rzędu 15 nie jest semistabilna w 5. Wynik 
ten odgrywa ważną rolę w dowodzie Wilesa (patrz 16.3).

3.6. Punkty wymierne na X \  ( N ) .  Problem istnienia krzywych eliptycz­
nych określonych nad Q z punktem wymiernym rzędu N  sprowadza się się dc 
problemu istnienia punktów wymiernych (nie będących ostrzami) na X i ( N ) .  
Dla N  =  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12 krzywa X\  ( N )  jest izomorficzna z P1. 
W konsekwencji, dla wymienionych wartości N  istnieje nieskończenie wiele 
krzywych eliptycznych określonych nad <Q> z punktem wymiernym rzędu N .  
W 1976 r. Mazur [84], badając punkty wymierne na X \ ( N ) ,  udowodnił, że 
podgrupa torsyjną E(Q)tors grupy E(Q) jest jedną z poniższych 15 grup: 
Z / N Z  ( N  = 1,2,3,4, 5 ,6 ,7 ,8 ,9,10,12); Z / 2 Z  x Z / N Z  ( N  =  1,2,3,4).

Łatwo uzasadnić, że E(Q) nie może zawierać punktu rzędu 11 lub 13. 
Genus krzywej X i ( l l )  wynosi 1 . Jest to krzywa eliptyczna, którą można 
zadać równaniem: y2 +  y =  x3 — x2. Można sprawdzić, że A"i(ll)(Q) = 
{O, (0,0), (1, —1), (1,0), (0, —1)}. Ponieważ wszystkie wymienione punkty 
wymierne są ostrzami, więc nie istnieje krzywa eliptyczna określona nad 
Q z punktem wymiernym rzędu 11. Podobnie dowodzi się, że nie istnieje 
krzywa eliptyczna określona nad Q z punktem wymiernym rzędu 13.

3.7. Skręcenia krzywych modularnych. Ustalmy nieparzystą liczbę 
pierwszą p. Istnieje otwarta krzywa modularna Yp określona nad Q, której 
punkty odpowiadają klasom izomorfizmu par (Е,ф), gdzie E jest krzywą 
eliptyczną oraz ф : E\p] — > ¥p х pp jest izomorfizmem takim, że det(ф) : 
Л' m  —► pp jest odwzorowaniem Weila. Niech X p oznacza kompaktyfika- 
cję Yp.

Konstrukcję można uogólnić w następujący sposób. Niech V będzie 2- 
wymiarową przestrzenią liniową nad ¥p z działaniem Gę oraz 77 : Д2 V —» 
pp niezdegenerowanym alternującym dwuliniowym odwzorowaniem zadają­
cym izomorfizm. Wówczas istnieje otwarta krzywa modularna X y  określona 
nad Q, której punkty parametryzują klasy izomorfizmu par (Е,ф), gdzie 
E jest krzywą eliptyczną, oraz ф : E\p] —> V jest izomorfizmem takim, że 
г) o det(ф) : Д E\p] —► Д V —* pp jest odwzorowaniem Weila. Niech X y  
oznacza kompaktyfikację Y y .

Niech E będzie krzywą eliptyczną, V =  E[5] oraz 77 odwzorowaniem 
Weila. Oznaczmy w tym przypadku Ye =  Yy, X e = X y. Rubin i Silverberg 
[100] pokazali, że istnieje izomorfizm ф : P1 —» X e określony nad Q oraz 
wielomiany Jej9e G Q[t] stopni 20 i 30 odpowiednio, takie że dla t € Q 
spoza skończonego zbioru Ф~1{Хе ((0>) \ Ye (Q)) punkt ÿ(t) € Ke (Q) jest 
reprezentowany przez krzywą eliptyczną Et : y2 = x3 -1- fE(t)x + 9E(t)- Dla 
takich t mamy, w szczególności, PEt,5 — Pe,5 -
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Określamy podobnie otwarte krzywe modularne Y'E oraz YE, które 
parametryzują klasy izomorfizmu trójek (Е',ф,Сз) oraz {Е',ф, {C3, C'3}) 
odpowiednio, gdzie: E jest krzywą eliptyczną, ф : E'[5] —► E[b] jest izomor­
fizmem przeprowadzającym odwzorowanie Weila na Е'Щ na odwzorowanie 
Weila na E[b] oraz C3 i C3 są różnymi podgrupami rzędu 3 w Е'Щ. Dowodzi 
się, że zbiory YE(Q), Yß (Q) są skończone.

3.8. Model nad Z. Dowód faktu, że X r  posiada model nad Z, jest raczej 
skomplikowany. Dowód istnienia i opis kanonicznego właściwego modelu dla 
Xr  nad Spec(Z) można znaleźć w serii prac Igusy [61], Deligne’a-Rapoporta 
[30], Drinfelda (patrz, monografia Katza i Mazura [63]). Model taki pozwala, 
w szczególności, rozważać redukcję Xr nad Fp.

3.9. Krzywe modularne eliptyczne. Istnieje dokładnie 1 2  krzywych mo­
dularnych X q(N) genusu 1. Odpowiadają one wartościom N =  11,14,15,17, 
19,20,21,24,27,32,36,49. Korzystając np. z klasycznych rezultatów Fricke, 
można łatwo wypisać równania minimalne dla wymienionych krzywych elip­
tycznych ([80]):

3.10. Twierdzenie Shimury. Niech Jq(N) oznacza rozmaitość Jaco- 
biego krzywej modularnej Xo(N). Niech /  =  Y^an4n G 5г(Го(^)) bę­
dzie funkcją własną operatorów Heckego. Shimura ([112], Thm. 7.14 oraz 
Thm. 7.15) dowodzi, że jeśli wszystkie współczynniki an są wymierne, to 
istnieje jednowymiarowa podrozmaitość abelowa Aj  rozmaitości Jq{N) okre­
ślona nad Q taka, że L(f, s) oraz L(Af , s) pokrywają się z dokładnością do 
skończonej ilości czynników.

A . K rzyw e eliptyczne o  przewodniku 2m. Istnieje 10 nowych form 
wagi 2 i poziomu 2 m (5 < m < 8 ) o wymiernych współczynnikach. Zatem 
istnieje 1 0  odpowiadających krzywych eliptycznych А /, określonych nad Q. 
Krzywe te nie są izogeniczne, gdyż posiadają różne L-funkcje. Igusa [61] 
udowodnił, że Jq(N) posiada dobrą redukcję w p nie dzielącym iV, więc
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([108]) dowolna podrozmaitość abelowa określona nad Q również ma dobrą 
redukcję w p \ N. W szczególności, w naszym przypadku, przewodniki od­
powiadających krzywych eliptycznych są potęgami 2. Ale wszystkie takie 
krzywe eliptyczne zostały wyznaczone przez Ogga [93]; w szczególności, ist­
nieje 10 klas izogenii takich krzywych. Klasy izogenii krzywych eliptycznych 
wyznaczonych przez Ogga pokrywają się z klasami izogenii reprezentowa­
nych przez krzywe eliptyczne Aj  otrzymane ze wspomnianych dziesięciu 
nowych form.

B. Krzywe modularne eliptyczne. Forma f(z) := r](z)2rj(llz)2 
jest znormalizowaną nową formą wagi 2 względem r 0(ll) . W tym przy­
padku Aj  =  A q(11) Jo(11). Podobne fakty są prawdziwe dla pozostałych
krzywych eliptycznych postaci Xo(N).

4. Reprezentacje Galois

4.1. Podstawowe definicje i przykłady. Niech Q oznacza domknięcie al­
gebraiczne ciała Q liczb wymiernych w C oraz Z będzie pierścieniem wszyst­
kich liczb algebraicznych całkowitych. Niech Gę := Gal(Q/Q) będzie abso­
lutną grupą Galois ciała Q. Gq jest proskończoną grupą topologiczną wzglę­
dem tzw. topologii Krulla, w której bazę otwartych otoczeń jedynki tworzą 
podgrupy Gal(Q /K), gdzie K  przebiega skończone rozszerzenia Q zawarte 
w Q (patrz [11]).

Dla dowolnej liczby pierwszej p, niech Qp oznacza ciało liczb p-adycz- 
nych, tj. uzupełnienie Q względem p-adycznej wartości bezwzględnej | • |p. 
Dla l =  oo przyjmijmy Qoo := R, tj. uzupełnienie Q względem zwykłej 
wartości bezwzględnej. Ustalmy domknięcie algebraiczne Qp ciała Qp, za­
nurzenie Q C Qp oraz zdefiniujmy := C. Rozważmy lokalne absolutne 
grupy Galois Gęp := Gal(Qp/Q p). Skoro | • |p przedłuża się jednoznacznie na 
Qp, to Gqp utożsamia się z grupą automorfizmów ciała Qp zachowujących 
| ■ |p, lub równoważnie, z grupą ciągłych automorfizmów ciała Qp.

Możemy ograniczyć dowolny automorfizm ciała Qp do automorfizmu 
ciała Q. Ponieważ Q jest gęste w Qp, to otrzymany homomorfizm grup 
Gqp —> Gę jest injektywny. W ten sposób możemy (i będziemy) rozważać 
Gęp jako podgrupę w Gę (należy podkreślić, że jako podgrupy w Gę są 
one wyznaczone jedynie z dokładnością do sprzężenia, co jest związane 
z wyborem zanurzenia Q w Qp).

Zanurzenie ciał Q *-+ C indukuje zanurzenie grup {1, c} =  Gr *-> Gę.
Dla p ^  oo, grupa Gęp zachowuje pierścień Zp elementów całkowi­

tych w Qp oraz ideał maksymalny A C Zp. Ciało Zp/A jest domknięciem 
algebraicznym Fp ciała Fp. Otrzymujemy naturalny (surjektywny) homo­
morfizm GQp —> G^p. Jego jądro Ip nazywa się podgrupą inercji w p. Grupa
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G^p jest procykliczna; jej kanonicznym generatorem jest automorfizm crp 
określony przez crp(x) =  xp. Dla ideału maksymalnego p C Z leżącego nad 
p, oznaczamy przez Frp G Gqp/Ip element Frobeniusa nad p (tj. dowolny 
przeciwobraz <jp); przez Frp G Gq oznaczamy dowolnego reprezentanta ele­
mentu Frp.

Reprezentacją n-wymiarową grupy Gq nazywamy homomorfizm 
Gq —> GLn(K ), gdzie K  jest ciałem lub pierścieniem. Jeśli K {iw  kon­
sekwencji, GLn(K)) jest wyposażone w topologię, to na ogół ograniczamy 
się do ciągłych reprezentacji.

Ponieważ dowolna jednowymiarowa reprezentacja ma abelowy obraz, 
więc twierdzenie Kroneckera-Webera (patrz np. [128]) pozwala opisać 
wszystkie jednowymiarowe reprezentacje grupy Gq wraz z zachowaniem się 
na wszystkich podgrupach Gqp.

P r z y k ł a d y ,  (i) Reprezentacje Artina, tj. ciągłe reprezentacje 
Gq —* GLn(C). Skoro zwarte, całkowicie niespójne podgrupy w GLn(C) 
są skończone, więc reprezentacje Artina mają obraz skończony.

(ii) Reprezentacje l-adyczne, tj. ciągłe reprezentacje Gq —► GLn(K), 
gdzie K  jest skończonym rozszerzeniem ciała Qi- Przy ustalonych wybo­
rach zanurzeń otrzymujemy bijekcję między klasami reprezentacji Artina 
i klasami reprezentacji /-adycznych ze skończonym obrazem. Zatem repre­
zentacje Artina są specjalnym przypadkiem reprezentacji /-adycznych.

(iii) l-adyczny charakter cyklotomiczny. Jest to (wyznaczony jedno- 
znacznie) homomorfizm '■ Gq -h► Z* C spełniający warunek 
cr£ =  ęxi â\ gdzie cr G Gq oraz £ jest pierwiastkiem stopnia Z771 z jedynki.

(iv) Reprezentacje stowarzyszone z formami modularnymi i krzywymi 
eliptycznymi (rozdziały 5, 6).

Reprezentacje Z-adyczne w naturalny sposób pojawiają się w geometrii 
arytmetycznej. Niech X  będzie gładką rzutową rozmaitością algebraiczną 
określoną nad Q. Naturalne działanie Gą na kohomologiach /-adycznych 

Określa reprezentację (-adyczną. Reprezentacje takie posia- 
dają szereg ważnych własności:

(i) są nierozgałęzione poza skończonym zbiorem liczb pierwszych (Gro- 
thendieck);

(ii) są reprezentacjami de Rhama, tj. ograniczenie do podgrupy Gqt 
jest de Rhama (Fontaine et al).

Istnieje przypuszczenie (Hipoteza Fontaine’a i Mazura), że dowolna 
nieprzywiedlna reprezentacja /-adyczna grupy Gq posiadająca własności
(i), (ii) „pochodzi z geometrii” . Przypuszczenie to wynika z teorii ciał klas 
w przypadku reprezentacji jednowymiarowych; w ogólnym przypadku znane 
są jedynie częściowe rezultaty (patrz 19.1).
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Niech A będzie zupełną noetherowską lokalną Z p-algebrą. Rozważmy 
dwuwymiarową ciągłą reprezentację p : Gą —► GL2(t4). Reprezentację p 
nazywamy:

(i) nieparzystą, jeśli det p(c) =  — 1;
(ii) nierozgalęzioną w /, jeśli Ii C RTer(p|G:̂  );

(iii) płaską w p, jeśli dla każdego ideału I  skończonego indeksu w A, reduk­
cja p\gqj, modulo I  jest reprezentacją stowarzyszoną z Qp-punktami 
skończonego płaskiego schematu grupowego nad Z p (patrz np. [117], 
rozdz. 4 lub artykuły Tate’a i Conrada w [20]).

4.2. Deformacje reprezentacji Galois. Ustalmy grupę proskończoną 
G, ciało skończone k oraz ciągłą reprezentację p : G —*• GLn(k). Roz­
ważmy kategorię Cfc, której obiektami są zupełne noetherowskie lokalne prze­
mienne pierścienie R takie, że R/m^ ~  fc, zaś morfizmami są homomorfizmy 
pierścieni <f> : R — > S spełniające ) C oraz takie, że indukowany 
izomorfizm R/m^ —» S/ms jest identycznością na &.

Podniesieniem p do R G Ob(Ck) nazywamy ciągłą reprezentację 
p : G —► GLn(R) spełniającą p mod mjj ~  p. Podniesienia pl5 p2 ustalo­
nej reprezentacji p są ściśle równoważne, jeśli istnieje M  € Ker(GLn(R) 
GLn(k)) spełniające p2 =  M ~lp\M. Deformacją reprezentacji p jest klasa 
ścisłej równoważności podniesień.

Grupa proskończoną G spełnia warunek (T), jeśli maksymalny ele­
mentarny /-abelowy iloraz każdej otwartej podgrupy jest skończony. Z teorii 
ciał klas wynika, że grupy Gqp oraz Gq,s (grupa Galois maksymalnego roz­
szerzenia algebraicznego ciała Q zawartego w Q, nierozgałęzionego poza 
skończonym zbiorem liczb pierwszych S) spełniają warunek (T).

Mazur [83] udowodnił, że jeśli G spełnia warunek (T) oraz p jest ab­
solutnie nieprzywiedlna, to istnieje R(p) G Ob(Ck) i deformacja 
pumv . q  G?£n(# (p ))5 która jest uniwersalna w następującym sensie: 
dla dowolnego podniesienia p : G —> GLn(R) istnieje dokładnie jeden homo- 
morfizm h : R(p) —► R w Ck taki, że ho puniv =  p. Innymi słowy, funktor 
Dp : Ck —> Sets, Dp{R) := zbiór deformacji p do R, jest reprezentowalny 
przez R(p): Dp(R) ~  Homw(k)-aig(R{p)i R)- Pierścień R(p) nazywamy uni- 
versalnym pierścieniem deformacji dla p.

Istnieją różne dowody twierdzenia Mazura: oryginalny wykorzystujący 
kryterium reprezentowalności Schlessingera, konstrukcja Faltingsa pierście­
nia R(p) w terminach generatorów i relacji, konstrukcja Lenstry i de Smita. 
Ramakrishna [94] uogólnił rezultat Mazura, rozważając rodziny reprezenta­
cji spełniające dodatkowe warunki (np. semistabilność).

4.3. Deformacje i rozszerzenia. Niech R będzie przemiennym pierście­
niem z jedynką. Niech M  będzie wolnym R-modułem rangi n. Załóżmy, że 
grupa G działa na M, przy czym jest ono zgodne ze strukturą R-modułu.
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Otrzymujemy reprezentację p : G —► GLn(R). Niech R[e] oznacza pier­
ścień liczb dualnych. Deformacją infinitezymalną reprezentacji p nazywamy 
reprezentację p' : G —> GLn(R[£\), będącą rozszerzeniem reprezentacji p, tj. 
p/ i—► p przy e h O. Okazuje się, że następujące zbiory są równoliczne: (i) 
H\G,kAp)-, (ii) E x t ( i i i )  klasy równoważności deformacji infinite- 
zymalnych reprezentacji p.

W zastosowaniach często żąda się, aby deformacje spełniały pewne 
warunki. W świetle powyższej bijekcji odpowiada to rozważaniu klas koho- 
mologii leżących w pewnych podzbiorach zbioru i f 1(G, Adp).

Artykuły Mazura [85], [83] zawierają przystępne wprowadzenie do teo­
rii deformacji i zagadnień pokrewnych.

5. M od u ł Tate’a krzywej eliptycznej

5.1. Podstawowe własności. Niech E będzie krzywą eliptyczną okre­
śloną nad Q. Wówczas Gq działa na grupach E\pn] ~  (Z /p nZ )2 pn-torsyj- 
nych punktów na E(Q). Działanie Gq jest przemienne z mnożeniem przez 
p, więc otrzymujemy naturalną strukturę G^-modułu na

TP(E) := l i m . % " ) - ^

(tzw. m oduł Tate’a), i w konsekwencji p-adyczną reprezentację Galois
P e ,p  ' G q  —* G I / 2 ( Z p )

stowarzyszoną z E. Przytoczymy własności pE,P (dowody w [104], [105]):
(a) Wyznacznik reprezentacji pE,P wynosi \P-
(b) pe,p jest nierozgałęziona pozapA^.
(c) P e ,p  jest absolutnie nieprzywiedlna dla każdego p. Dla ustalonej krzywej 
eliptycznej E , pE jest absolutnie nieprzywiedlna dla prawie wszystkich p.
(d) Jeśli E nie dopuszcza mnożenia zespolonego, to pe,p (zatem także ~pE ) 
jest surjektywna dla prawie wszystkich p.
(e) Załóżmy, że E ma dobrą redukcję w p. Wówczas dla każdego n > 1 ist­
nieje skończony płaski schemat grupowy Fnj rŁv taki, że £[pn](Qp) — En(Qp) 
jako Gq ■-moduły.
(f) Załóżmy, że E jest semistabilna. Wówczas: • Jeśli l ^  p, to pE jest 
nierozgałęziona w l wtedy i tylko wtedy, gdy p|ordj(A£); • pE p jest płaska 
w p wtedy i tylko wtedy, gdy p|ordp(A£).

5.2. Twierdzenie Mazura [84], [86]. Jeśli wszystkie punkty rzędu 2 krzy­
wej eliptycznej E są wymierne, to ~pp jest absolutnie nieprzywiedlna, dla 
p > 5.

5.3. Przykład. Ustalmy liczbę pierwszą p > 5. Załóżmy, że a, b, c G Z 
(abc 7  ̂ 0 oraz (a, 6 , c) =  1) spełniają ap -f bP 4- cp =  0, tzn. istnieje nietry- 
wialne rozwiązanie tego równania. Bez utraty ogólności możemy założyć, że
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a =  — l(mod 4) oraz 2|b. Niech EaP$P,cP : y2 =  x(x — ap)(x-j-bp) oznacza sto­
warzyszoną krzywą eliptyczną. Przyjmijmy pav,bv,cv ■= P E nP,hP<cP,p- Okazuje 
się, że reprezentacja paT, bV cV jest absolutnie nieprzywiedlna, nieparzysta, 
nierozgalęziona poza 2p, płaska w p i semistabilna w 2.

6. Reprezentacje Galois stowarzyszone z formami modular­
nymi. Niech /  € 5fc(Ti(iV)) będzie znormalizowaną nową formą. Teoria 
Eichlera-Shimury [112] dla k =  2, konstrukcja Deligne’a [28] dla k > 2 
oraz konstrukcja Deligne-Serre’a [31] dla k =  1 pozwalają stowarzyszyć z /  
zgodny system reprezentacji Galois.

6.1. Teoria Eichlera-Shimury. Niech f  =  ^janqn będzie znormali­
zowaną nową formą wagi 2 i poziomu N o współczynnikach wymiernych. 
Wówczas dla każdej liczby pierwszej l istnieje pólprosta ciągła reprezentacja 
p =  pf t ; Gą —» GL,2(Qt), która jest nierozgałęziona poza IN i spełnia dwa 
warunki: trp(Frp) =  ap, detp(Frp) =  p.

Dla dowodu rozważmy moduł Tate’a
T,(J0(N)) := lim J0{N)[ln} ~  Z]g

rozmaitości Jacobiego Jo{N) krzywej Xo(N). Działanie operatorów Heckego 
Tm na Jo{N) indukuje odpowiednie działanie na Ti(Jq(N)). Otrzymujemy 
w ten sposób strukturę wolnego T0^Qi - modułu rangi 2 na Tj( Jo(iV))0ZjQ /, 
i w konsekwencji, reprezentację p : Gę —> GL2(T<S>zQi)- Homomorfizm pier­
ścieni T —► Oj := Z [{an}] (rozszerzający odwzorowanie Tm am) indukuje 
homomorfizm T 0 z  Qi Oh skąd otrzymujemy reprezentację o żądanych 
własnościach. Otrzymana reprezentacja jest w istocie równoważna reprezen­
tacji pAf ,i stowarzyszonej z rozmaitością Af  z punktu 3.10.

6.2. Twierdzenie Deligne’a-Serre’a. Hipoteza Shimury-Taniyamy- 
Weila głosi, że każda krzywa eliptyczna E określona nad Q jest modu­
larna, tj. L(E, s) =  L(f, s) dla pewnej formy modularnej /  wagi 2 i poziomu 
Ne . Langlands zasugerował analogiczną hipotetyczną odpowiedniość mię­
dzy pewnymi L-funkcjami Artina i formami parabolicznymi wagi 1 wzglę­
dem Tq(N). Istnienie rozkładu na iloczyn eulerowski oraz równania funk­
cyjnego dla szeregów Dirichleta stowarzyszonych z formami modularnymi 
wagi 1 sugerują, że odpowiadają one L-funkcjom Artina wagi 2 nad Q, tj. 
2-wymiarowym zespolonym reprezentacjom grupy Gę. Deligne i Serre ([31], 
Th. 4.1) udowodnili to przypuszczenie w postaci następującego twierdzenia.

Niech N będzie liczbą naturalną, e nieparzystym charakterem Dirichleta 
modulo N, oraz f  formą modularną typu (l,e ) względem Tq(N) będącą funk­
cją własną operatorów Heckego Tp dlap\ N . Wówczas istnieje reprezentacja 
liniowa p : Gę —> GL2(C), nierozgałęziona poza N oraz spełniająca warunki 
Tr(p(Frp)) =  ap, det(p(Frp)) =  e(p) dła wszystkich p \ N . Reprezentacja p 
jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy f  jest formą paraboliczną.
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6.3. Konstrukcja Deligne’a: przypadek wagi k > 2. Deligne [28] skon­
struował l-adyczne reprezentacje stowarzyszone z formami parabolicznymi 
wagi > 2  na podgrupach kongruencyjnych w SL2(Z) jako podgrupy w koho- 
mologiach Z-adycznych tzw. rozmaitości Kugi-Sato (gładkich rzutowych roz­
maitości algebraicznych określonych nad Q, będących odpowiednim uzwar- 
ceniem rodzin produktów krzywych eliptycznych).

7. Uniwersalny m odularny pierścień deform acji. Ustalmy nie- 
przywiedlną reprezentację p : Gą —► GL2(k), gdzie k jest ciałem skończo­
nym charakterystyki l > 2. Załóżmy: (a) p\Gąi jest skończona płaska lub 
zwyczajna (ang. „ordinary” ); (b) detp jest charakterem cyklotomicznym;
(c) przewodnik N(p) (patrz 1 2 .1 ) jest liczbą bezkwadratową; (d) p jest mo­
dularna.

Szczegóły dotyczące warunku (a) oraz materiału zawartego w tym roz­
dziale można znaleźć w artykułach de Shalita oraz Diamonda i Ribeta w [20].

Niech A będzie ideałem maksymalnym w Oj; oznaczmy przez O /,a 
uzupełnienie Of  względem A. Warunek (d) oznacza, że p jest równoważna 
redukcji reprezentacji p/t\ stowarzyszonej z formą modularną / .  Reprezenta­
cja pfya : Gq —> GL2(Oftx) jest absolutnie nieprzywiedlna oraz wyznaczona, 
z dokładnością do izomorfizmu, przez warunki: (i) p/ ;a jest nierozgałęziona 
w p dla p \ INf, (ii) tr pfyX(Frp) =  ap( /) ,  detp/,A(Frp) =  p. Redukcja 
Pf,x 1 G® GL2(Of/X) jest dobrze określona „z dokładnością do półpro- 
stoty” .

Załóżmy, że p jest równoważna nad Qt z pewną p =  p/,A (istnienie 
jednej takiej formy /  implikuje istnienie nieskończenie wielu). Dla ustalo­
nego skończonego zbioru E liczb pierwszych można zapytać, które spośród 
takich form /  mają reprezentacje p/,A typu E, tj. są semistabilne w l oraz 
zbiór dzielników pierwszych N(pfix)/N(p) zawiera się w E? Okazuje się, że 
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by /  posiadała taką własność 
jest N f \Nx, gdzie N e :=  N (p ) IIp e z P mp oraz m P określone następująco:
(i) nip =  2, gdy p { ZiV(p); (ii) mv =  1, gdy p ^  l oraz p\N(p); (iii) mt =  1 
gdy p jest skończona płaska i zwyczajna w Z; (iv) mi =  0 w pozostałych 
przypadkach.

1
7.1. Konstrukcja Wilesa uogólnionej algebry Heckego Te . Niech 

będzie zbiorem nowych form /  wagi 2  i poziomu dzielącego iV ;̂ okazuje się, 
że <ł>£ 7  ̂ 0. Rozważmy pierścień Te := A- Dla p £ E połóżmy
Tp := ( a p ( / ) ) / e < € Te - Określamy algebrę Heckego Te jako Zj-podalgebrę 
w Te generowaną przez elementy Tp dla p E U {Z}.

Podamy teraz alternatywną konstrukcję uogólnionej algebry Heckego. 
Rozważmy podpierścień T C End(S) (gdzie S := S2(To{N-£))), generowany 
przez operatory Heckego Tp dla wszystkich liczb pierwszych p. Dla
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niech / E oznacza T-formę własną w S, dla której /  jest stowa­
rzyszoną nową formą. Taka / E jest scharakteryzowana przez własności: (i) 
dla p G SU  {1} mamy ap( / E) =  0; (ii) dla J|JVE współczynnik a*(/E) jest 
jednością l-adyczną.

Odwzorowanie Tp t—> redukcja ap( / E) modulo Л określa homomorfizm 
Niech Tm oznacza uzupełnienie T względem jądra m tego homo- 

morfizmu. Istnieje izomorfizm TE — Tm taki, że Tp t—► Tp dla wszystkich

7.2. Uniwersalność uogólnionej algebry Heckego. Algebra TE jest uni­
wersalnym modularnym pierścieniem deformacji w następującym sensie:

(i) TE jest zupełną noetherowską lokalną (D-algebrą;
(ii) istnieje homomorfizm algebr T —> TE taki, że TE jest generowana nad 

O przez obrazy operatorów Heckego
(iii) istnieje E-podniesienie prE : Gą —> GL2(TE) reprezentacji p takie, że

, dla wszystkich q 0 E;
(iv) jeśli p : Gq —» GL2(A) jest modularna i jest E-podniesieniem renrezen- 

tacji p, to istnieje dokładnie jeden homomorfizm O-algebr ' 
spełniający własność uniwersalności.
Niech pjf1™ : Gq —► GL2(Rj:) będzie uniwersalną deformacją typu !

reprezentacji p. Jeśli p jest modularna oraz 
jest również deformacją typu E reprezentacji p (tutaj Aj oznacza podpier- 
ścień pierścienia złożony z elementów, których redukcja modulo
leży w k). Na podstawie uniwersalności i?E, istnieje (jedyny) homomorfizm 

taki, że złożenie Gq —► GL2(RE) —» GL2(Af) jest rów­
noważne z pfy\. Skoro i?E jest (topologicznie) generowany przez elementy 
postaci trpgmu(Frp), dlap ^ EU{/},  więc obrazem odwzorowania

, tj. otrzymujemy epimorfizm

8. Sformułowanie głów nego rezultatu W ilesa. Niech p będzie 
liczbą pierwszą nieparzystą. Niech Ö oznacza pierścień elementów całko­
witych w skończonym rozszerzeniu К  ciała Qp z ciałem reszt k. Niech Co 
oznacza kategorię zupełnych noetherowskich lokalnych (9-algebr z ciałem 
reszt k. Niech A G Ob (Co) będzie wolny i skończenie generowany jako 
O-moduł. A nazywamy pełnym przecięciem, jeśli dla pewnej liczby całkowi­
tej nieujemnej r oraz pewnych / 1?.. . , /r G (9 [ p i , ..., Tr]] mamy izomorfizm

Centralnym rezultatem pracy Wilesa [131] jest następujące twierdze­
nie.

T w i e r d z e n i e . Załóżmy, że reprezentacja p : Gq —» GL2(k) jest se- 
mistabilna, absolutnie nieprzywiedlna, modularna, pĜ ^_^ jest modularna,
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oraz det p = Xp■ Rozważmy deformacje p reprezentacji p typu D, tj. spełnia­
jące w szczególności warunki: det(p) = xpi P 3est semistabilna poza zbiorem 
skończonym E# oraz nierozgałęziona poza E j p i punktami rozgałęzienia 
reprezentacji p. Jeśli ponadto p oraz ~p jest płaska w p, to żądamy, aby
p była płaska w p. Wówczas kanoniczny homomorfizm 4>d ' Rd —+ Tjd jest 
izomorfizmem pełnych przecięć.

W n io s e k . Przy powyższych założeniach, każda deformacja typu D re­
prezentacji p jest modularna.

Następne trzy rozdziały zawierają idee oraz szkic dowodu powyższe­
go rezultatu. Podstawowa literatura dotycząca szczegółów dowodu obejmuje
[131], [123], [106], [92], [101], [27], [20]. Wstępne definicje i konstrukcje po­
trzebne dla zrozumienia sformułowanych rezultatów czytelnik znajdzie w [3],
[4], [15], [71], [24],

9. N um eryczne kryterium  W ilesa-Lenstry. Niech O oznacza pier­
ścień elementów całkowitych w skończonym rozszerzeniu K  ciała Qi z ciałem 
reszt k. Niech Co oznacza kategorię zupełnych noetherowskich lokalnych 
O-algebr z ciałem reszt k. Niech oznacza kategorię pierścieni z augu- 
mentacją, tj. par (A,7ta), gdzie A jest obiektem z Co oraz tta : A —» O 
jest surjektywnym homomorfizmem O-algebr. Morfizmami w Cq są lokalne 
homomorfizmy, zgodne w naturalny sposób z augumentacją.

Z parą (A,7Ta ) stowarzyszamy dwa podstawowe niezmienniki: przest­
rzeń kostyczną $ a •= (Ker7TA)/(Ker ka)2 oraz ideał kongruencyjny 
t)A •= 7r^(Ann^Ker7T4). $ a jest przestrzenią kostyczną schematu Spec(A) 
w punkcie Ker tta , stąd nazwa. Jest to skończenie generowany O-moduł.

9.1. Podstawowe własności 3>a oraz tja. Załóżmy, że <f> : A —> B jest 
surjektywnym homomorfizmem obiektów z Cq . Wówczas (i) 4> indukuje ho­
momorfizm surjektywny 0 : $ a —> 4>s ; w szczególności #<I>a > # $ £  oraz 
1a C tjb• (h) #$A > #(0/?7a).

9.2. Twierdzenie o izomorfizmie. Załóżmy, że <f : A —> B jest surjek­
tywnym homomorfizmem obiektów z Cb- (i) Jeśli B jest pełnym przecięciem, 
0 jest izomorfizmem, oraz $ a jest skończone, to (j> jest izomorfizmem, (ii) 
Jeśli A jest pełnym przecięciem, tja = Pb ¥" (0) oraz A  B są wolnymi 
O-modułami skończonej rangi, to (}> jest izomorfizmem.

9.3. Obiekty kategorii Cq można zastępować pełnymi przecięciami.
Niech A 6 Oó(Cq ). Jeśli A jest wolnym 0-modułem skończonej rangi, to 
istnieje pełne przecięcie A i epimorfizm A —> A taki, że indukowany homo­
morfizm —> $ a jest izomorfizmem.



Modularność krzywych eliptycznych i Wielkie Twierdzenie Fermata 27

9 .4 . K r y te r iu m  W ile sa -L e n str y . Poniższe kryterium udowodnił Lens- 
tra [79]. Różni się ono od oryginalnego kryterium W ilesa ([131], Appendix), 
gdzie dodatkowo żądano, aby T  był pierścieniem Gorensteina.

N iech  ф : R  —> T  będzie su r jek tyw n ym  m o rfiz m em  w  Cq  . Z a łó żm y, że  T  
j e s t  sk o ń czen ie  g en ero w a n y, b ezto rsy jn y  ja k o  O -m o d u ł  orazr)T Ф  (0). N a stę ­

pu jące w arunki są  rów n ow a żn e:

(c) p ie r śc ie n ie  R  i T  są p e łn y m i p rzec ięc ia m i oraz ф je s t  izom orfizm em . 
Udowodnimy implikację (a)=>(c). Z założenia i 9.1 otrzymujemy

Korzystając z 9.3, otrzymujemy

co w połączeniu z r jf  C р т 5 daje r jf  =  rjr. Korzystając z 9.2 otrzymujemy 
izomorfizm T  ~  T , więc T  jest pełnym przecięciem. Inną konsekwencją 
nierówności z początku dowodu tego punktu jest równość 
więc ponowne zastosowanie 9.2 implikuje, że ф jest izomorfizmem.

1 0 . R e d u k c ja  d o w o d u  tw ie rd ze n ia  W ile s a  d o  p rzy p a d k u

1 0 .1 . G ru p y S ełm era . Przyjmijmy
(9-moduł Pe /P e można opisać w terminach kohomologii Galois. Niech 
oznacza O 2 z działaniem Galois zadanym przez p / ;  niech E f  oznacza ad°j 
Przyjmijmy E f>n :=  E f  0 o  X ~ n 0 / 0  oraz

Mamy kanoniczny izomorfizm
Dla porównania długości (9-modułów p e /P e oraz Pe ' /P e ' rozważamy 

kojądro naturalnego zanurzenia 
Otrzymujemy nierówność 
gdzie

w pozostałych przypadkach. Podkreślmy, że w przypadku \ 
dowód jest bardzo subtelny.

1 0 .2 . M o d u ły  k o n g ru en cyjn e . Należy udowodnić nierówność

lub równoważnie, 77e > C cpr]-£. Niech m  oznacza ideał maksymalny 
w T 0 O ,  zawierający jądro homomorfizmu T  0  O  —> O  wyznaczonego przez 
/ e - Określamy M e :=  (T i( J o ( N )) 0 ^ г O .  Skoro O-algebra Te jest izomor­
ficzna z (T  0  0 ) m , to możemy rozważać M e jako T s-m odu ł, więc także 
jako i?E-mocluh Okazuje się, że M e jest wolnym Ts-m odułem  rangi 2.

W  celu porównania t?e i Pe s  określimy Te ' -ekwiwariantny homomor- 
fizm M e ' —> M e - Rozważmy morfizmy X 0 ( N ^ )  —> A 0(/Ve ) indukowane
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przez odwzorowania r  i—► pV, 0 < i < mp. Biorąc pod uwagę funktorialność 
Albanese, otrzymujemy morfizmy Jo(N^) —> Jq(Ne), i w konsekwencji, ho- 
momorfizmy 6{ : Ił(Jo№ 0 )  ®z, O -> r z(J0(ATE)) <g>Zl O ME. Określamy 

jako TE-liniową kombinację powyższych homomorfizmów. 
Niech ß' oznacza odwzorowanie dołączone względem naturalnych iloczynów 
skalarnych (•, *)E oraz (•,•)£'• Dla uzasadnienia nierówności sformułowanej 
na początku podrozdziału, dowodzi się, że ß1 posiada beztorsyjne kojądro. 
Wówczas z bazy {ж, у}  w ME otrzymujemy bazę {ß'(x),ß'(y)} w ME>, co 
w konsekwencji daje

10.3. Redukcja do przypadku E =  0. Niech E' : =  E U {p}. Przyjmijmy
Podobnie określamy aE/ oraz 

Wówczas aE> < aE +  г>л(ср), ЬЕ/ > 6E +  v\(cp). W konsekwencji rów­
ność aE =  bE implikuje nierówność aE> < óE/. Stosując kryterium Wilesa- 
Lenstry (patrz 9.4) wnioskujemy, że ФЕ/ jest izomorfizmem oraz 
są pełnymi przecięciami. Wynika stąd następujący kluczowy rezultat:

Jeśli Фе jest izomorfizmem pełnych przecięć dla E =  0, to jest izomor­
fizmem pełnych przecięć dla dowolnego zbioru skończonego E.

11. D ow ód twierdzenia W ilesa w przypadku E =  0. Wiles skon­
struował, bazując na ideach prac Kolyvagina [69] i Flacha [43], tzw. system 
Eulera jedności modularnych. Przy pewnych założeniach potrafił wyprowa­
dzić z jego własności (nie)równość w kryterium Wilesa-Lenstry dla R =  R®, 
T =  T0, co kończyło dowód głównego rezultatu. Okazało się jednak, że 
udowodnione własności systemu Eulera nie są wystarczające w przypadku 
dowolnej semistabilnej krzywej eliptycznej. Wiles [123] (wspólnie z R. Tay­
lorem) znalazł alternatywny dowód, wykorzystujący fakt, że T% jest pełnym 
przecięciem; G. Faltings zaproponował pewne uproszczenia.

11.1. Lemat Taylora- Wilesa-Faltingsa. Niech ф : R —» T będzie sur- 
jektywnym homomorfizmem lokalnych, zupełnych noetherowskich O-algebr, 
przy czym T  jest skończona i płaska nad O. Załóżmy, że istnieje liczba na­
turalna r oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istnieją lokalne, zupełne, 
noetherowskie Ö-algebry Rq , Tq oraz przemienny diagram

w którym wszystkie cztery homomorfizmy w prawym kwadracie diagramu 
są surjektywne,
(i) i
(ii)
(iii)
wolnym modułem skończonej rangi nad 0[[Si
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(iv) Rq jest topologicznie generowany jako 0-algebra przez r elementów. 
Wówczas <f> jest izomorfizmem pełnych przecięć.

11.2. Struktura algebry Heckego. Niech O będzie pierścieniem elemen­
tów całkowitych w skończonym rozszerzeniu ciała liczb p-adycznych Qp, A 
ideałem maksymalnym w O oraz k := O j A. Niech E będzie zbiorem liczb 
pierwszych, gdzie p jest rozgałęziona. Rozważmy dodatkowy skończony zbiór 
liczb pierwszych Q =  {qi, ...,ąr}, spełniający warunki:

(i) jeśli qi =  l(mod p), to & £ E;
(ii) dla q E Q macierz p(Frg) posiada różne wartości własne zawarte w k.

Niech Ag oznaczag-podgrupęSylowa w (Z /g Z )x, oraz A q — n ?€Q A Q.
Okazuje się, że przy powyższych założeniach: (i) moduł T g  jest skończony 
i wolny nad Aq =  0[Aq]\ (ii) rankAQTg =  rank^T oraz Tq/oqTq ~  T, 
gdzie qq oznacza ideał angumentacji w A g .

11.3. Struktura uniwersalnego pierścienia deformacji. Istnieje liczba 
naturalna r taka, że dla dowolnej liczby naturalnej n, istnieje zbiór Q, zło­
żony z r liczb pierwszych, rozłączny z E i spełniający warunki: (i) dowolna 
q 6 Q spełnia q =  1 (mod pn); (ii) dla dowolnego q € Q macierz p(Fvq) ma 
różne wartości własne, należące do k; (iii) Rq jako (9-algebra jest genero­
wany topologicznie przez r elementów.

11.4. Szkic dowodu zasadniczego twierdzenia. Dowód polega na wy­
znaczeniu r w terminach p oraz umiejętnym wybraniu, dla każdego n > 1, 
r-elementowego zbioru Qn złożonego z liczb pierwszych przystających do 
1 modulo pn tak, aby spełniony był warunek (iv) lematu Taylora-Wilesa- 
Faltingsa. Niech Rq (odpowiednio T g )  oznacza uniwersalny (odpowiednio 
uniwersalny modularny) pierścień deformacji typu Q. Wtedy mamy natu­
ralny epimorfizm Rq —>• T g ,  natomiast homomorfizm (9 [ [ S i , ..., Sr}\ —* Rq 
określamy jednoznacznie, żądając aby elementy 1 +  Si (i =  1,..., r) odwzo­
rowały się na ustalone generatory w A gi. Jeśli pni =  \Aqi |, to pierścienie A g  

oraz ć ? [ [ S i,  ...,Sr]]/b można utożsamić, gdzie b : =  ((1 +  Si)p 1 -  1 ,..., (1 +  

Sr)p T — 1) oraz ideał augumentacji ag można utożsamić z (5 i , ..., Sr)/b. 
Dowód (i) wynika bezpośrednio z konstrukcji. Dowody punktów (ii) i (iii) 
wynikają z kongruencji qi =  l(m odpn) oraz z 11.2. Dowód punktu (iv) 
wynika z 11.3. Jest to najtrudniejszy fragment dowodu.

11.5. Uwagi. Trzeci rozdział monografii Hidy [57] zawiera (prawie) 
pełny dowód twierdzenia Wilesa w przypadku minimalnym. Metoda opiera 
się na koncepcji tzw. systemów Taylora-Wilesa wprowadzonych przez Fu- 
jiwarę [47]. W swojej nowej monografii [58], Hida podaje szczegółowy do­
wód ogólniejszego rezultatu (izomorfizm odpowiednich pierścieni deformacji 
w przypadku form modularnych Hiłberta).
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12. Hipoteza Serre’a o modularności
12.1. Sformułowanie hipotezy. Hipoteza Serre'a [103] głosi, że dowolną 

ciągłą nieparzystą nieprzywiedłną dwuwymiarową reprezentację 
Gą —> GL2 (FP) można otrzymać z formy modularnej modulop, której wagę, 
poziom i charakter wyznacza się w terminach reprezentacji. Jest to odpo­
wiednik „filozofii Langlandsa” w charakterystyce p (patrz 19.4). Z niej ła­
two wynikają: Wielkie Twierdzenie Fermata i Hipoteza Shimury-Taniyamy- 
Weila.

H i p o t e z a  2 (Serre [103]). Każda ciągła nieparzysta nieprzywiedłną rep­
rezentacja

p : Gą —> GL2(¥P)
jest modułama.

Określimy teraz przewodnik Artina reprezentacji. Niech F będzie cia­
łem skończonym charakterystyki nieparzystej /. Niech p : Gę —» GL2(F) 
będzie ciągłą dwuwymiarową reprezentacją Galois; niech V oznacza odpo­
wiadającą dwuwymiarową przestrzeń liniową nad F. Dla p ^  I, rozważmy 
lokalną reprezentację pp : Gąp —► GL2(F). Niech G* będzie (skończonym) 
obrazem i-tej rozgałęzionej podgrupy w Gq . Niech V* := VGi. Zdefiniujmy

oo

«(p.p) :=  Y
1=0

dim (V/Vi) 
#(Q)/Gi )*

Wiadomo, że n(p, p) są liczbami całkowitymi nieujemnymi; przy tym mamy 
n(p, p) =  0 wtedy i tylko wtedy, gdy V =  Vq (wtedy i tylko wtedy, gdy pp 
jest nierozgałęziona). Liczbę N(p) := Ylp^iP71̂ '^ nazywamy przewodnikiem 
Artina reprezentacji p.

Określimy teraz tzw. typ („Nebentypus” ) reprezentacji. Obraz homo- 
morfizmu detp jest abelowy, więc faktoryzuje się przez Gal(L/Q) dla pew­
nego skończonego abelowego rozszerzenia L ciała Q. Z twierdzenia Kronecke- 
ra-Webera wynika istnienie najmniejszej liczby naturalnej m dla której L C 
«KCm); można pokazać, że m =  lN(p). det określa charakter (Z /m Z )* -> 
Cx . Ale (Z /m Z )x ~  (Z / /Z )x x (Z/iV (p)Z)x, więc ograniczając ten charak­
ter do drugiego czynnika, otrzymujemy homomorfizm e : (Z /iV (p)Z)x —> _^
F x «-> F  . Podnosząc go do Z C C, otrzymujemy żądany „Nebentypus” 
e(p):  (Z /iV (p)Z)x —» Cx .

Żądając by det p =  £ (p )x f^ _ \ wyznaczymy k(p) modulo ł — 1 (pomi­
jamy dokładną definicję k(p)). Odnotujmy następujący użyteczny rezultat: 
p jest semistabilna wtedy i tylko wtedy, gdy N(p) jest bezkwadratowa, e(p) 
jest trywialny oraz k(p) =  2  lub Z +  1 .

H i p o t e z a  3 (Serre) -  mocna wersja. Dła ciągłej nieparzystej niep- 
rzywiedłnej reprezentacji p : Gą —> GL2(¥p) istnieje parabołiczna form,a
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własna f  wagi k(]j), poziomu N(~p) i charakteru e(p), taka, że ~p jest jej 
stowarzyszoną reprezentacją residualną, z możliwymi wyjątkami: (a) p =  2  
oraz p jest indukowane z charakteru grupy (b) p =  3 oraz p jest
indukowane z charakteru grupy Gą̂ /̂zs) •

12.2. Hipoteza Serre’a implikuje Wielkie Twierdzenie Ferm,ata. Ustal­
my liczbę pierwszą p > 5. Załóżmy, że a, 5, c G Z (abc ^  0 oraz (a, 5, c) =  1 j 
spełniają ap +  6p +  cp =  0 , tzn. istnieje nietrywialne rozwiązanie tego równa­
nia. Bez utraty ogólności możemy założyć, że a =  — l(mod 4) oraz 2|b. Niech 
Eap,bp,cv ‘ y2 = x(x — ap)(x + bp) oznacza stowarzyszoną krzywą eliptyczną 
Preya-Hellegouarcha [46], [55], która jest semistabilna (patrz 1.2). Przyj­
mijmy pap,bp,cp := PEaPtbPtCj,,p- Mamy: (i) papMjCP jest nieparzysta i nieprzy- 
wiedlna (patrz 5.2), (ii) jej niezmienniki (N , k, e) wynoszą (2,2,1). Ponieważ 
dim52 (ro(2)) =  g(Xo(2 )) =  0 , więc otrzymujemy sprzeczność, która kończy 
dowód implikacji.

Krzywe postaci EaP̂ P̂cP badał Hellegouarch [55] na początku lat sześć­
dziesiątych ubiegłego stulecia. Frey [46] w 1985 roku podjął (nieudaną) 
próbę wywnioskowania Wielkiego Twierdzenia Fermata z Hipotezy Shimury- 
Taniyamy-Weila. Pełny dowód tej implikacji podał Ribet w 1986 roku (patrz 
następny rozdział).

12.3. Udowodnione przypadki. Serre podał szereg przykładów potwier­
dzających swoją hipotezę. Ważny szczególny przypadek hipotezy Serre’a 
został udowodniony przez Ribeta (patrz rozdział 13). Ponadto Shepherd- 
Barron i Taylor [111], Breuil, Conrad, Diamond i Taylor [10], Manohar- 
mayum [81] oraz Ellenberg [40] udowodnili ogólne rezultaty dla reprezentacji 
o wartościach w GL2(¥q) (q =  4,5,7,9), potwierdzające hipotezę. Khare
[132] udowodnił hipotezę Serre’a dla nieparzystych, nieprzywiedlnych repre­
zentacji p : Gą —► GL2(Fp), nierozgałęzionych poza p (tj. N(p) =  1 ).

13. Twierdzenie R ibeta. Ustalmy liczbę naturalną M  oraz dwie 
liczby pierwsze p, q względnie pierwsze z M . Niech T oznacza pq-nową_część 
algebry TMPq- Niech m będzie ideałem maksymalnym w T oraz km =  T /m . 
Niech pm : Gą —» GL2(km) będzie odpowiadającą reprezentacją. Ribet [97] 
udowodnił następujący przypadek hipotezy Serre’a.

Załóżmy, że charakterystyka l ciała km jest nieparzysta i względnie 
pierwsza z Mq oraz q jś l(mod l). Jeśli pm jest nieprzywiedlna i skończona 
w p, to jest modularna poziomu Mq.

Z powyższego faktu Ribet wyprowadził następujący rezultat, kluczowy 
dla dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Niech f  będzie nową formą wagi 2 i poziomu NI, gdzie l jest liczbą 
pierwszą nie dzielącą N. Załóżmy, że~pf '• Gą —> GL2(¥P) jest nieprzywie­
dlna, oraz spełniony jest jeden z poniższych warunków: (i) jjf jest nierozga- 
lęziona w l; (ii) l =  p i pj jest plaska w p. Wówczas istnieje nowa forma g 
wagi 2 i poziomu N taka, że pf —~pg-
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14. Twierdzenie Langlandsa-Tunnella. Niech a : Gq —> GL2(C) 
będzie reprezentacją nieparzystą, nieprzywiedlną, z rozwiązalnym obrazem 
w PGZ/2 (C). Wówczas istnieje znormalizowana forma paraboliczna 
E n>i wagi 1 względem pewnej grupy Ti(N), będąca funkcją
własną dla odpowiadającej algebry operatorów Hecke oraz taka, że bq =  
tr(cr(Fr9)) dla prawie wszystkich liczb pierwszych q [76], [125].

Idea dowodu, (i) Twierdzenie można przeformułować w terminach ist­
nienia reprezentacji automorficznej 7r(cr). (ii) Teoria zamiany bazy Lan- 
glandsa ([76]) opisuje odpowiedniość między reprezentacjami automorficz- 
nymi grup GLn(Ap) i GLu(Ae ), gdzie E jest cyklicznym rozszerzeniem pro­
stego stopnia l ciała liczbowego F. Korzystając z niej, konstruuje się pewną 
reprezentację irps(a). (iii) Korzystając z własności L-funkcji typu Rankina- 
Selberga dla GL(3) x GL(3), dowodzi się, że jest to szukana reprezentacja
7r(<T).

15. H ipoteza Shimury-Taniyamy-W eila. Krzywa eliptyczna E 
określona nad Q jest modularna, jeśli istnieje nowa forma /  wagi 2  i po­
ziomu Ne taka, że L (/, s) =  L(E, s).

H i p o t e z a  4 (o  m o d u l a r n o ś c i ) (S h im u r a -T a n i y a m a - W e il ) . Do­
wolna krzywa eliptyczna określona nad Q jest modularna.

Powyższa hipoteza, w mniej dokładnej formie, została po raz pierw­
szy sformułowana przez Taniyamę [114] podczas międzynarodowego sympo­
zjum w Tokio w 1955 r. Sama hipoteza w przeszłości przyjmowała różne 
nazwy. Van der Poorten ([126], str. 121) wspomina następującą zabawną 
sytuację: wspólnie z Coatesem zaczęli sprawdzać „hipotezę Weila” dla krzy­
wych eliptycznych o przewodniku 1 1 ; gdy jednak praca była na ukończeniu, 
Coates zaproponował nazwę „hipoteza Taniyamy-Weila” jako bardziej ak­
tualną. Z kolei Lang [73] przytacza argumenty, aby nazywać ją hipotezą 
Shimury-Taniyamy. Jednak bez wątpienia jej obecny kształt jest zasługą 
rezultatów Shimury [112], [113] oraz Weila [129].

15.1. Równoważne warunki modularności. Niech E będzie dowolną 
krzywą eliptyczną określoną nad Q. Następujące warunki są równoważne:

(a) E jest modularna;
(b) pE,p jest modularna dla pewnej liczby pierwszej p;
(c) pe,p jest modularna dla każdej liczby pierwszej p;
(d) istnieje niestały morfizm X0(NE) —> E krzywych algebraicznych 

określonych nad Q;
(e) E jest izogeniczna z rozmaitością abelową Aj  stowarzyszoną z pew­

ną nową formą /  wagi 2  i poziomu Ne -

D o w ó d .  (a)<^(c). Mamy L(E, s) =  lip  Lp(E,p~s)-\gdzie LP{E, X) 
:=  det(l — PE,l(Fr)X\Vl(Eyp). Teraz należy zastosować 6.1.
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(b) =>(c). Załóżmy, że dla pewnej formy /  reprezentacje pe,p oraz
są równoważne. Wówczas, dla prawie wszystkich liczb pierwszych Z, mamy 
tr(p/)P(Fr/)) =  tr(/0£,p(Fr/))- Korzystając z własności reprezentacji pe,p oraz 
P/,p, otrzymujemy ai(f) =  l +  1 — #Ei(Fi) € Z dla prawie wszystkich liczb 
pierwszych. Stosując twierdzenie Chebotareva o gęstości (patrz, np. [15], 
rozdz. 8 ) otrzymujemy równoważność pe,p i Pf,p dla wszystkich p.

(c) =>(e). Ostatnia identyczność zachodzi dla wszystkich liczb pierw­
szych l nie dzielących Nf =  Ne - Skoro det(p/;P) =  det(pe,p) =  e, to ipf 
jest trywialny. Poza tym ai € {0,1, —1} dla l\Nf. Zatem Kf =  Q i Af jest 
krzywą eliptyczną określoną nad Q. Twierdzenie Faltingsa o izogenii [41] 
implikuje, że E jest izogeniczna z Af.

(d) =>(e). Niestały morfizm 7r : X q(Ne ) —* E indukuje surjektywne 
odwzorowanie rozmaitości Jacobiego 7r* : Jq(Ne ) —► E. Skoro Jo{Ne) jest 
izogeniczna z produktem rozmaitości abelowych postaci A f , gdzie /  prze­
biega nowe formy wagi 2 i poziomu Nf dzielącego Ne , więc dla pewnej 
takiej nowej formy istnieje surjektywne odwzorowanie Af  —> E. Skoro Af 
jest prostą rozmaitością abelową, to nasze odwzorowanie jest izogenią.

(e) =>(d). Na podstawie założenia, istnieje surjektywne odwzorowanie 
Jo(Ne ) —* E. Składając je z odwzorowaniem Abela-Jacobiego X q(Ne ) —» 
Jo{Ne ) otrzymujemy niestały morfizm X o(Ne ) —> E.

Z powyższego kryterium otrzymujemy bezpośrednio następujące wnio­
ski: (i) Krzywa eliptyczna X o (ll) , i ogólniej, dowolna krzywa X q(N) genusu 
1, jest modularna, (ii) Krzywa eliptyczna (określona nad Q) izogeniczna 
z krzywą eliptyczną modularną jest modularna.

15.2. Przypadek krzywych eliptycznych z CM. Krzywe eliptyczne 
z mnożeniem zespolonym nie są semistabilne. Modularność tej klasy krzy­
wych wynika z klasycznych rezultatów Deuringa [32] i Shimury [112], [113].

15.3. Z hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila wynika hipoteza Hassego. 
Zakładając hipotezę Shimury-Taniyamy-Weila dla E , otrzymujemy L(E , s) 
=  L (/, s), gdzie /  jest pewną nową formą wagi 2 i poziomu N =  Ne - W tym 
przypadku hipoteza Hassego (patrz 1.3) wynika bezpośrednio z twierdzenia 
Heckego (patrz 2.3).

15.4. Mocna wersja hipotezy Serre’a implikuje hipotezę Shimury-Tani­
yamy- Weila. Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q, oraz niech 
L(E, s) =  Xln>i ann~s oznacza stowarzyszoną L-funkcję. Z hipotezy Serre’a 
wynika, że dla prawie wszystkich liczb pierwszych l istnieją: system {o>pti)jĄNE 
wartości własnych powstały z S2(To(Ne )), oraz przedłużenie vi waluacji p- 
adycznej z Q na Q takie, że VjĄNEvi(ap,i ~ av) > 0- Ponieważ na przestrzeni 
S2{Tq{Ne )) mamy jedynie skończenie wiele takich systemów, więc nasz sys­
tem jest jednym z nich. Zatem krzywa E jest modularna, co kończy dowód.
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15.5. Parametryzacja hiperboliczna krzywej eliptycznej. Belyi [6 ] udo­
wodnił, że dowolna krzywa algebraiczna X  określona nad ciałem liczbo­
wym K  dopuszcza nakrycie (określone nad K) X  —> P1, rozgałęzione tylko 
w trzech punktach 0, 1, oo. W konsekwencji, dowolna krzywa eliptyczna 
określona nad ciałem liczb wymiernych dopuszcza uniformizację za pomocą 
form modularnych względem pewnej podgrupy T skończonego indeksu 
w To(l) (patrz [107], str. 71). Rezultat ten nie implikuje hipotezy Shimury- 
Taniyamy-Weila, gdyż podgrupy skończonego indeksu w r 0(l)  nie muszą 
być kongruencyjne.

16. M odularność krzywych eliptycznych. I. Przypadek semi- 
stabilny. Rozdział zawiera pewne szczegóły ostatniej części artykułu Wi- 
lesa [131].

16.1. Dowód hipotezy Serre}a dla p =  3. Wiles dowodzi, że jeśli 
Po : Gq GL2 (F3 ) jest nieprzywiedlna i nieparzysta, to jest modularna.

D o w ó d .  Rozważmy złożenie cr =  \I/ o p0l gdzie 4/ jest zanurzeniem

Okazuje się, że reprezentacja a jest rozwiązalna, nieparzysta i nieprzy­
wiedlna. Stosując twierdzenie Langlandsa-Tunnella (patrz rozdz. 14), otrzy­
mujemy znormalizowaną formę własną g(z) =  E n>i bn<ln wagi 1 i poziomu 
AT, spełniającą bq =  trcr(Fg) dla prawie wszystkich liczb pierwszych q.

Rozważmy E(z) := 1 +  6  E n>i Ed|n x{d)e2irinz, gdzie x  jest nieparzy­
stym charakterem Dirichleta modulo 3. Wówczas E jest formą modularną 
wagi 1 i poziomu 3. Iloczyn g(z)E(z) =  E n>i cne27rm 2 jest formą para­
boliczną wagi 2 względem r 0(AO, spełniającą cn =  6n(mod p) dla ideału 
pierwszego p leżącego nad 3. Teraz zastosujemy rezultat Deligne-Serre’a 
([31], 6.10), biorąc fi  =  gE. Otrzymujemy znormalizowaną formę parabo­
liczną /  6  S2(r0(N),ip) taką, że Tpf  =  apf  oraz ap =  cp =  6p(mod p) dla 
wszystkich p, co kończy dowód.

Odnotujmy jeszcze ważny wniosek.
Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q. Jeśli pE 3 jest nie­

przywiedlna, to jest modularna.

16.2. Konstrukcja pomocniczej krzywej eliptycznej. Niech E będzie 
krzywą eliptyczną określoną nad Q. Załóżmy, że E jest semistabilna oraz

zadanym na gem 

za pomocą formuł:
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pE y5 jest nieprzywiedlna. Wówczas istnieje semistabilna krzywa eliptyczna 
E' określona nad Q taka, że (i) pEy3 jest nieprzywiedlna oraz (ii) pE, 5 ~  
Pe, 5-

D o w ó d .  Wiles konstruuje taką krzywą eliptyczną E', stosując twier­
dzenie Hilberta o nieprzywiedlności do pewnej przestrzeni parametrów krzy­
wych eliptycznych. Niech X  oznacza „twist” krzywej modularnej X(5) przez 
kocyki indukowany przez ~pE 5, oraz niech S będzie zbiorem ostrzy krzywej
X. Wówczas X  jest określona nad Q, oraz posiada następujące własności: 
(i) elementy zbioru (X\S)(Q) odpowiadają klasom izomorfizmu par (E' ,</>), 
gdzie E' jest krzywą eliptyczną określoną nad Q, oraz </>: E[5] —»• E'[5] jest 
izomorfizmem G^-modułów; (ii) (X\S)(C) jest (jako rozmaitość zespolona) 
sumą czterech kopii Y(5).

Wiadomo, że Y (5) jest genusu zero. X(Q) ^  0, gdyż zawiera punkt wy­
mierny odpowiadający (E,id), zatem jedną ze składowych X°  krzywej X  
jest krzywą (genusu zero) określoną nad Q, zawierającą nieskończenie wiele 
punktów wymiernych. Dowodzi się (stosując twierdzenie Hilberta o nieprzy­
wiedlności), że nieskończenie wiele spośród takich punktów odpowiada krzy­
wym eliptycznym E ' dla których ~pE> $ jest nieprzywiedlna.

16.3. Nieprzywiedlność pE 3 lub pEj$. Niech E będzie krzywą eliptyczną 
określoną nad Q. Jeśli E jest semistabilna, to przynajmniej jedna z repre­
zentacji ~pE3, pEy5 jest nieprzywiedlna.

D o w ó d .  Załóżmy nie wprost, że reprezentacje p£ 3 , pS 5 są przywie- 
dlne. Wówczas E(Q) zawiera podgrupę rzędu 15. Z 3.5 wynika więc, że E 
nie może być semistabilna.

16.4. Nieprzywiedlność i modularność pE p implikuje modularność E. 
Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q. Załóżmy, że E jest semi­
stabilna. Jeśli dla pewnej nieparzystej liczby pierujszej p reprezentacja ~pEyP 
jest nieprzywiedlna i modularna, to E jest modularna.

D o w ó d .  Mamy detpEp =  Xp• Jeśli E jest semistabilna, to pE p jest 
semistabilna dla dowolnego p. Z twierdzenia Serre’a ([104], Prop. 2 l) wy­
nika, że semistabilność E implikuje surjektywność lub przywiedlność pE 
dla p > 3. Zatem dla p > 3 absolutna nieprzywiedlność pE p jest równo­
ważna jej nieprzywiedlności, zaś w przypadku p =  3 jest równoważna ab­
solutnej nieprzywiedlności reprezentacji Teza lematu wynika
teraz z centralnego rezultatu Wilesa (rozdział 8 ).

16.5. Dowód modulamości krzywych eliptycznych w przypadku semi- 
stabilnym według A. Wilesa. Niech E będzie semistabilną krzywą eliptyczną 
określoną nad Q. Jeśli ~pE3 jest nieprzywiedlna, to korzystając z 16.1
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oraz 16.4 otrzymujemy modularność E. Załóżmy więc, że pE 3 nie jest nie- 
przywiedlna. Z 16.3 wynika, że pE5 jest nieprzywiedlna. Z 16.2 otrzymujemy 
istnienie modularnej krzywej eliptycznej E' określonej nad Q spełniającej 
pE> 5 ~ p E5. W  szczególności ~pE 5 jest modularna, więc z 16.4 otrzymujemy 
modularność E.

16.6. Dowód Wielkiego Twierdzenia Fermata. Ustalmy liczbę pierw­
szą p > 5. Załóżmy, że a, b, c E Z  (abc 0 oraz (a, b, c) — 1) spełniają
aP +  bP +  cp =  0, tzn. istnieje nietrywialne rozwiązanie tego równania. Mo­
żemy założyć, bez utraty ogólności, że a =  — l(mod 4) oraz 2|b. Niech 
Eap,bp,cp • V2 — x(x  — ap)(x +  łf) oznacza stowarzyszoną krzywą elip­
tyczną. Połóżmy pap,bp,cp ■= PEaptbv,cp,p- Wtedy EaP̂ p,cp jest semistabilna
(1.2). Z twierdzenia Wilesa wynika, że jest ona modularna, więc istnieje 
nowa forma f ap,bp,cp poziomu NEaPbPcP spełniająca pap,bp,cp — PfaP,bP,cp,P- 
Korzystając z 5.3 otrzymujemy, że residualna reprezentacja paPjtp,cp jest 
absolutnie nieprzywiedlna, nierozgałęziona poza 2p i płaska w p. Z twier­
dzenia Ribeta wynika istnienie nowej formy g wagi 2 i poziomu 2 spełnia­
jącej p9}P ~  pap,bp,cp• Jednak dim 52(r 0(2)) =  g(X0(2)) =  0 i otrzymujemy 
sprzeczność z istnieniem takiej nowej formy (z definicji jest to forma nieze- 
rowa). Dowód Wielkiego Twierdzenia Fermata jest więc zakończony.

16.7. Podejście Kharego. Khare [64] podał nowy dowód głównego re­
zultatu Wilesa, bez wykorzystania tzw. systemów Taylor a-Wilesa. W jego 
metodzie, dowód twierdzenia Wilesa dla przypadku minimalnego (tj. £  =  0) 
jest zastąpiony przez dowód izomorficzności tzw. nowych ilorazów: R^~new
~  TQ~new, W [65] Khare proponuje podejście do dowodu modularności 
p-adycznej reprezentacji Galois z pominięciem teorii deformacji, które 
w pewnych przypadkach pozwala znacznie uprościć dowód rezultatów Wi­
lesa i Taylora.

17. M odularność krzywych eliptycznych. II. Przypadek ogólny

17.1. Twierdzenie Diamonda.1 Diamond uogólnił rezultat Wilesa i Tay­
lora następująco ([33], [34], [99]): Jeśli E posiada semistabilną redukcję 
w 3 i 5, to jest modularna. Jego dowód wynika z twierdzenia Langlandsa- 
Tunnella oraz następującego rezultatu (również udowodnionego przez Dia­
monda). Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q oraz p niepa­
rzystą liczbą pierwszą spełniającą warunki: (i) E jest semistabilna w p;

1 Autor nie był obecny na słynnych wykładach Wilesa w czerwcu 1993 roku, miał za 
to przyjemność wysłuchania wykładów Diamonda i innych na seminarium z teorii liczb 
podczas swojego pobytu w 1995 roku na Wydziale Matematyki i Statystyki Uniwersytetu 
w Cambridge. Dowód rezultatu omówionego w 17.1 Diamond referował wiosną 1995 r.
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(ii) pEp ograniczona do podgrupy Gal(Q /Q(\/(—l)p-1)/2p)) jest absolut­
nie nieprzywiedlna; (iii) pE jest modularna. Wówczas E jest modularna.

Idea dowodu głównego rezultatu. Przytoczony rezultat dla p =  3 oraz 
twierdzenie Langlandsa-Tunnella implikują twierdzenie Diamonda przy za­
łożeniu, że pE 3 ograniczona do podgrupy jest absolutnie nieprzy­
wiedlna. Jeśli pE 3 ograniczona do podgrupy nie jest absolutnie
nieprzywiedlna, to stosujemy wspomniany rezultat dla p — 5. Oczywiście 
należy sprawdzić, że spełnione są założenia, co wynika z dwóch rezultatów 
pomocniczych. Pierwszy z nich podaje warunki konieczne na to, aby repre­
zentacja pE 5 ograniczona do podgrupy była absolutnie nieprzywie­
dlna. Drugi z rezultatów podaje warunki konieczne na to, aby reprezentacja 
Pe , 5 była modularna.

17.2. Przypadek 27 \ NE. Centralnym narzędziem w dowodzie hipote­
zy Shimury-Taniyamy-Weila w przypadku semistabilnym, jak też jego roz­
szerzenia do przypadku semistabilnej redukcji w 3 i 5, jest teoria deformacji 
reprezentacji Galois. Conrad [18] rozwinął odpowiednią teorię deformacji, 
którą można zastosować w przypadkach nie-semistabilnych. Conrad, Dia­
mond i Taylor [19] zastosowali wariant tej teorii dla pewnej klasy reprezen­
tacji Galois typu Barsotti-Tate’a, co w połączeniu z metodą Wilesa [131] 
pozwoliło im uzyskać modularność krzywych eliptycznych o przewodnikach 
nie podzielnych przez 27. Zauważmy, że 27 \ NE wtedy i tylko wtedy, gdy 
E posiada semistabilną redukcję nad łagodnie rozgałęzionym rozszerzeniem 
ciała Q3. Dla dowodu głównego twierdzenia wystarczy rozważać reprezenta­
cje pochodzące od grup /-podzielnych nad pewnymi łagodnie rozgałęzionymi 
rozszerzeniami ciała Qi.

Idea dowodu. Załóżmy, że E jest krzywą eliptyczną nad Q, posiadającą 
semistabilną redukcję w 3. Korzystając z [33], [34] dowodzi się, że albo pE 5 
jest przywiedlna (wówczas E jest modularna), albo pE>5 jest nieprzywiedlna 
i modularna. W drugim przypadku, jeśli E posiada potencjalnie zwyczajną 
lub potencjalnie multyplikatywną redukcję w 5, to (zastępując E przez skrę­
cenie) można założyć, że E posiada dobrą redukcję nad K  =  Q5 (51/3). Teraz 
stosuje się metodę Wilesa biorąc p =  5 oraz rozważając „potencjalnie pła­
skie” deformacje zamiast „płaskich” .

17.3. Ogólny przypadek. C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond i R. Taylor
[10] udowodnili modularność dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji 
p : Gą —► GL2(F5) z charakterem cyklotomicznym. Dla dowodu tego re­
zultatu, autorzy dzielą rozważane reprezentacje na sześć klas w zależności 
od pewnych 3-adycznych własności. Następnie dowodzą modularności re­
prezentacji należących do każdej z klas oddzielnie, korzystając z twierdzenia 
Langlandsa-Tunnella oraz metod Wilesa i Wilesa-Taylora. Biorąc pod uwagę 
wcześniejszą pracę [19], to daje dowód hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila 
w pełnej ogólności (patrz także przeglądowy artykuł Edixhovena [37]).
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18. Zastosowania
18.1. Zastosowanie do równań diofantycznych. Metodę dowodu Wiel­

kiego Twierdzenia Fermata można przenieść na ogólniejszą klasę równań. 
Niech l G {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,53,59} oraz p > 11 będzie liczbą 
pierwszą różną od 1. Wówczas dla dowolnej liczby całkowitej nieujemnej a 
równanie xp -\-layp + zp =  0 nie posiada nietrywiałnych całkowitych rozwią­
zań [103], [26],

Ustalmy niezerowe, względnie pierwsze liczby całkowite A , B , C. Kraus
[70] udowodnił, że uogólnione równanie Fermata Axp +  Byp +  Czp =  0 nie 
posiada nietrywiałnych rozwiązań przy p > f(A,B\C ), gdzie f (A ,B ,C)  
jest stałą efektywną. Halberstadt i Kraus [51] udowodnili, przy założeniu 
nieparzystości iloczynu ABC , że istnieje taki zbiór II =  11(^4,B, C) liczb 
pierwszych o dodatniej gęstości, że dla dowolnego p E II równanie Axp +  
Byp +  Czp =  0 nie posiada nietrywiałnych całkowitych rozwiązań.

Darmon i Granville [25] udowodnili w 1993 roku (jeszcze przed słyn­
nymi wykładami Wilesa w Cambridge) następujący ważny rezultat. Ustalmy 
niezerowe liczby całkowite A, B , C oraz liczby naturalne p, q, r spełniające 
warunek \/p+l/q+\/r < 1. Wówczas równanie Axp +  Byq — Czr posiada 
skończenie wiele prymitywnych rozwiązań w zbiorze liczb całkowitych.

Czytelnik może spróbować zmierzyć się z następującym problemem, 
zaproponowanym przez Tijdemana i Zagiera.

Ustalmy liczby naturalne p, q, r spełniające warunek l /p - ł - l /g + l /r < l . 
Wówczas równanie xp +  yq = zr nie posiada nietrywiałnych prymitywnych 
rozwiązań w zbiorze liczb całkowitych, z wyjątkiem następujących 10 przy­
padków:

l p +  23 =  32, 25 +  72 =  34, 73 +  132 =  29,
27 +  173 =  712, 35 +  l l 4 =  1222, 338 +  15490342 =  156133

177 +  762713 =  210639282, 14143 +  22134592 =  657,
92623 +  153122832 =  1137 , 438 +  962223 -  300429072.

W  przypadku l /p +  1/g +  l / r  =  1 istnieje dokładnie jedno nietrywialne pry­
mitywne rozwiązanie całkowite, odpowiadające (p, q, r) =  (6,3,2): l 6 +  23 =  
32. W przypadku 1 /p + l /ę + l /r  > 1 równanie xp+ y q =  zr posiada nieskoń­
czenie wiele nietrywiałnych całkowitych rozwiązań. W tym miejscu należy 
wspomnieć o Hipotezie Catalana (udowodnionej niedawno przez Mihailescu 
[87]): 32 — 23 =  1 jest jedynym rozwiązaniem równania xp—yq =  1 w liczbach 
całkowitych x, y , p, q większych od jedynki.

Warianty dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata można zastosować 
do pewnych niejednorodnych równań, jednak w tych przypadkach wybór 
krzywej eliptycznej odpowiadającej hipotetycznemu rozwiązaniu jest bar­
dziej subtelny ([7], [26], [39], [25], [22]). Np. w przypadku równania xp-\-yp =  
z3, p > 7, krzywą zadaje się następująco [26]:
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Y 2 + WY  =  X 3 -  § c ( f  +  I>p)X  -  £ ( £  -  56"), gdy 2|c;
Y 2 +  cX Y  =  X 3 -  <?X2 -  \cb2X  +  bp(ap + §6"), gdy 2|a6.

W rozważanym przypadku mamy 2 7 | w i ę c  powyższe krzywe eliptyczne 
nie są semistabilne.

Dla dowodu nieistnienia nietrywialnych rozwiązań całkowitych równa­
nia x4+ y 2 =  zp,p >  211, Ełlenberg [39] rozważa krzywe eliptyczne określone 
nad ciałami kwadratowymi urojonymi.

Darmon badał w [23] związki między istnieniem rozwiązań uogólnio­
nego równania xp +  yq =  zT oraz pewnymi hipotezami dotyczącymi repre­
zentacji Galois stowarzyszonych z rozmaitościami Hilberta-Blumenthala nad 
dowolnym ciałem liczbowym.

Bugeaud, Mignotte i Siksek [13], [14] stosując „techniki modularne” 
połączone z teorią Bakera szacowania form liniowych od logarytmów liczb 
algebraicznych, (1) udowodnili, że jedynymi potęgami pierwszymi w ciągu 
Fibonacciego (odpowiednio Lucasa) są 0, 1, 8 i 144 (odpowiednio 1 i 4); (2) 
wyznaczyli wszystkie rozwiązania równania Lebesgue-Nagella x2 +  D =  yn 
względem zmiennych całkowitych x, y oraz naturalnego n > 3 w przedziale 
1 < D <  100.

18.2. Zastosowanie do krzywych eliptycznych. Niech E będzie krzywą 
eliptyczną określoną nad Q. Dla rozszerzenia K  ciała Q zbiór E(K)  jest 
grupą abelową z naturalnym działaniem dodawania punktów i wyróżnio­
nym punktem oo. Kluczowym rezultatem arytmetycznej teorii krzywych 
eliptycznych jest następujący rezultat Mordella-Weila: E(K) jest skończenie 
generowana dla dowolnego skończonego rozszerzenia K  ciała Q.

Połóżmy: rg(E) := rankE(Q), ra(E) := ords=iL(E,s) (w ogólnym 
przypadku istnienie ra(E) wynika z modularności krzywej eliptycznej). Hi­
poteza Bircha i Swinnertona-Dyera (słaba wersja) głosi, że rg(E) =  ra(E). 
Kolyyagin [68], oraz Gross i Zagier [49] udowodnili następujące ogólne re­
zultaty, potwierdzające hipotezę: ra(E) — 0 rg(E) — 0, ra(E) =  1 =>> 
rg(E) =  1. Proste wprowadzenie do tej problematyki znajduje się w arty­
kule Browkina [12].

Istnienie parametryzacji modularnej pozwala konstruować punkty na E 
o współrzędnych w abelowych rozszerzeniach pewnych ciał kwadratowych 
urojonych, co odegrało ważną rolę we wspomnianych pracach Kolyvagina 
oraz Grossa i Zagiera. Ważną konsekwencją pracy [49] jest następujący re­
zultat: wszystkie wyróżniki d < 0, dla których ciało kwadratowe Q{\/d) 
ma daną liczbę klas ideałów, daje się efektywnie wyznaczyć (rozwiązanie 
problemu Gaussa).
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19. W arianty i uogólnienia

19.1. Hipoteza Foniaine-Mazura. Mówimy, że reprezentacja p-adyczna 
p : Gq —> G L n (Q p) jest geometryczna, jeśli jest nierozgałęziona poza skoń­
czonym zbiorem liczb pierwszych oraz jest potencjalnie semistabilna (por. 
4.1). Reprezentacja pochodzi z geometrii algebraicznej, jeśli jest podkręce­
niem a la Tatę działania G ą na kohomologiach etalnych pewnej gładkiej 
i rzutowej rozmaitości algebraicznej określonej nad Q. Fontaine i Mazur [44] 
sformułowali przypuszczenie, że p jest geometryczna wtedy i tylko wtedy, 
gdy pochodzi z geometrii algebraicznej. W szczególności dostajemy (hipote­
tyczny) warunek konieczny i dostateczny na to, aby reprezentacja nieprzy- 
wiedlna p : G ą —> G L 2 (QP) była reprezentacją stowarzyszoną z nową formą 
wagi k +  1 (czysty motyw (nad Q) rangi 2 i typu Hodge’a {(0, /c), (fc, 0)} 
„pochodzi” od nowej formy wagi k +  1). Zatem hipoteza Fontaine-Mazura 
implikuje hipotezę Shimury-Taniyamy-Weila.

Oczywiście dowód hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila ([131], [123], 
[33], [34], [19], [10]) stanowi znaczące potwierdzenie hipotezy Fontaine-Ma­
zura. Dalszy postęp uzyskano w serii prac Skinnera i Wilesa [119], [120], 
Taylora [122], Kisina [66] i Savitta [102]. Implikacja „<£=” hipotezy Fontaine- 
Mazura została udowodniona przez Tsuji [124] w 1999 roku.

19.2. Modulamość rozmaitości Calabi-Yau. Gładka rzutowa rozma­
itość d-wymiarowa X  jest Calabi-Yau, jeśli (i) Hl(X,Ox) =  0 dla 0 < 
i < d oraz (ii) K x  jest trywialna. Na przykład, jednowymiarowe rozma­
itości Calabi-Yau to krzywe eliptyczne, dwuwymiarowe rozmaitości Calabi- 
Yau to K3-powierzchnie. (Rigid) trójwymiarowa rozmaitość Calabi-Yau X  
określona nad Q jest modularna, jeśli L(X, s) =  L (/, s) dla pewnej formy 
parabolicznej /  wagi 4. Oczekuje się, że dowolna 3-wymiarowa rozmaitość 
Calabi-Yau określona nad Q jest modularna (w przypadku non-rigid hipo­
tezę o modularności należy sformułować w terminach podmotywu rangi 2 
w H t̂(X1 Qi). Przegląd ostatnich rezultatów dotyczących tego zagadnienia 
zawiera artykuł [60].

19.3. Ribet: GL2-rozmaitości abelowe. Nazwiemy rozmaitość abelową 
określoną nad Q modularną, jeśli jest ona izogeniczna z rozmaitością abelową 
postaci A f dla pewnej nowej formy /  względem Ti (AT). Nie oczekuje się, że 
każda rozmaitość abelowa określona nad Q jest modularna, gdyż rozmaitości 
postaci Af są bardzo specjalne, np. posiadają „dużo” endomorfizmów. Ribet 
[98] proponuje następującą definicję: ^-wymiarowa rozmaitość abelowa A 
nad Q jest typu GL2, jeśli EndQ(^ł) zawiera podpierścień będący Z-kratą 
ciała liczbowego stopnia g. Wówczas mamy następujące uogólnienie hipotezy 
Shimury-Taniyamy-Weila: dowolna prosta rozmaitość abelowa typu GL2, 
określona nad Q jest modularna. Ribet pokazał, że ten wariant hipotezy 
Shimury-Taniyamy-Weila również wynika z hipotezy Serre’a.
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19.4. Langlands: dowolna motywiczna L-funkcja jest automorficzną 
L-funkcją. Niech F  będzie ciałem globalnym, tj. ciałem liczbowym lub cia­
łem funkcji wymiernych na krzywej algebraicznej określonej nad ciałem 
skończonym. Langlands [77] sformułował przypuszczenie, że istnieje wzajem­
nie jednoznaczna odpowiedniość między n-wymiarowymi reprezentacjami 
grupy Gf oraz nieprzywiedlnymi automorficznymi reprezentacjami grupy 
GLn(AF) w  przestrzeni funkcji na GLn(F) \ GLn(AF). Przy tym, nieprzy- 
wiedlne n-wymiarowe reprezentacje grupy Gf powinny odpowiadać parabo­
licznym reprezentacjom grupy GLn(AF).

Przypadek n =  1 jest klasyczny: redukuje się do abelowej teorii ciał 
klas. Dowód hipotezy Shimury-Taniyamy-Weila jest potwierdzeniem przy­
puszczenia Langlandsa dla F  =  Q, n =  2.

Przypuszczenie Langlandsa dla przypadku funkcyjnego zostało udo­
wodnione przez Drinfelda ([36], n =  2) i Lafforgue’a ([72], n dowolne). Au­
torzy tego wyniku zostali uhonorowani medalami Fieldsa (Drinfeld w 1990 r. 
oraz Lafforgue w 2002 r.). Artykuł Langera [76] zawiera proste wprowadzenie 
do rezultatów Lafforgue’a.

Rozważmy teraz tzw. geometryczny wariant odpowiedniości Lang­
landsa. Punktem wyjścia jest obserwacja, że jeśli F  jest ciałem funkcji wy­
miernych na krzywej algebraicznej A , to n-wymiarowe reprezentacje grupy 
Gp można rozważać jako systemy lokalne rangi n na A  (takie systemy lo­
kalne również istnieją, gdy A  jest krzywą określoną nad C). Geometryczny 
wariant odpowiedniości Langlandsa dotyczy bijekcji między systemami lo­
kalnymi rangi n na X  oraz pewnymi snopami (tzw. eigensheaves) na prze­
strzeni moduli wiązek rangi n na A . Taka odpowiedniość została niedawno 
opisana przez Frenkela, Gaitsgory’ego i Vilonena [45].

Można uogólnić odpowiedniość Langlandsa, zastępując GLn przez do­
wolną grupę reduktywną. Odpowiedniość taka została opisana przez Be- 
ilinsona i Drinfelda [5] w przypadku dowolnej zespolonej półprostej grupy 
Liego.

Można sformułować lokalną wersję odpowiedniości Langlandsa (tj. nad 
ciałem lokalnym). Odpowiedniość taka została opisana w przypadku GLn 
przez Laumona, Rapoporta i Stuhlera [78] (w przypadku funkcyjnym) oraz: 
przez Harrisa i Taylora [52] oraz Henniarta [56] w przypadku rozszerzenia 
ciała Qp.

19.5. Hipoteza Sato-Tate’a. Niech E będzie krzywą eliptyczną okreś­
loną nad Q. Elkies udowodnił w 1986 roku, że ap := p +  1 — # E P(FP) jest 
równe zeru dla nieskończenie wielu liczb pierwszych p. Dla krzywych elip­
tycznych z mnożeniem zespolonym Deuring udowodnił o wiele mocniejszy 
rezultat: ap =  0 dla „połowy” liczb pierwszych (taki rezultat nie może mieć 
jednak miejsca dla krzywych eliptycznych bez mnożenia zespolonego).
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Skoro \ap\ <  2y/p  (nierówność Hassego), więc możemy zapisać av =  
2v/p co s(0p). Załóżmy, że E  nie posiada mnożenia zespolonego. Sato i Tatę 
(niezależnie) na początku lat sześćdziesiątych ubiegłego stulecia wysunęli 
przypuszczenie, że ciąg ( в р)„ jest równomiernie rozmieszczony na przedziale 
[0,7r] względem miary \ sin2 OdO.

Taylor [121] udowodnił hipotezę Sato-Tate’a dla krzywych eliptycznych 
posiadających multyplikatywną redukcję przynajmniej dla jednej liczby pier­
wszej. Dowód opiera się na wcześniejszych jego wynikach uzyskanych wspól­
nie z innymi matematykami (L. Clozel, M. Harris, N. Shepherd-Barrow). 
Taylor dowodzi w istocie, że wszystkie L-funkcje L ( S y m m E , s )  posiadają 
przedłużenie do funkcji meromorficznej na całej płaszczyźnie zespolonej, 
spełniają odpowiednie równanie funkcyjne oraz nie znikają w półpłasz- 
czyźnie Re(s) >  1 +  y .  Stąd hipoteza wynika prawie natychmiast ([105], 
rozdz. 1).

Wariant funkcyjny hipotezy Sato-Tate’a został udowodniony przez De- 
ligne’a [29].
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Dodane w korekcie
Khare i Wintenberger podali w pierwszej połowie 2007 roku dowód hi­

potezy Serre’a w pełnej ogólności. W  drugiej połowie lipca odbyła się w Lu­
biny specjalna konferencja „Summer School on Serre’s Modularity Conjec­
ture” poświęcona omówieniu szczegółów dowodu. W  jednym z następnych 
tomów Wiadomości Matematycznych ukaże się artykuł na ten temat.
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