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1. Wprowadzenie

Prezentowana praca poswiecona jest lokalizacji uszkodzen
w konstrukcjach inzynierskich i stanowi przeglad wybra-
nych wczesniejszych prac badawczych autoréw. Zagad-
nieniem tym zajmowato sie wielu autoréw, ktérzy przed-
stawili koncepcje tzw. badan nieniszczacych, stuzacych
do lokalizacji uszkodzonego fragmentu konstrukgji. Mroz
i Garstecki [1] zaproponowali przyjecie warunku optymal-
nego obciazenia jako narzedzia stuzacego do identyfikacji
konstrukgji. Dems i Mréz [2] opisali lokalizacje uszkodzen
w belkach i ptytach poprzez wprowadzenie parametru za-
leznego od zmian czestotliwosci drgan konstrukgji. Wang
i Deng [3] oraz Kim i Melhem [4] zaproponowali transfor-
macje falkowa jako efektywne narzedzie stuzace detekji
uszkodzen. Knitter-Pigtkowska [5] przedstawita w sposob
kompleksowy zagadnienie wykrywania uszkodzen w kon-
strukcjach inzynierskich (belkach i ptytach) przy wykorzy-
staniu tzw. dyskretnej transformacji falkowej. Tematyka ta
byta podejmowana w dalszych badaniach i przedstawiona
m.in. w pracach [6-8]. Zgodnie z zatozeniem metody uszko-
dzenie konstrukcji wywotuje okre$lone zaburzenie w reje-
strowanym sygnale, np. ugieciach. Zaburzenie to jest mate
i dopiero zastosowanie obrébki za pomoca analizy falkowej
pozwala zlokalizowa¢ miejsce uszkodzenia. Zaletg przedsta-
wionej procedury jest wytacznie analiza sygnatu odpowie-
dzi konstrukgji rzeczywistej, czyli takiej, w ktérej moga wy-
stepowac uszkodzenia jej elementow.

2. Dyskretna transformacja falkowa
- podstawy teoretyczne

Ponizej zostang przedstawione podstawowe zatozenia dla
dyskretnej transformacji falkowej (ang. Discrete Wavelet
Transform) dla analizy sygnatu jedno- i dwuwymiarowego.
Niech funkcja, zwana funkcja falkowg (falka matka) bedzie
ciggta w dziedzinie funkcji catkowalnych z kwadratem L2(R).
Dodatkowo funkcja musi spetnia¢ warunek dopuszczalno-
$ci [5]. Funkcja matka moze przyjmowac wartosci rzeczy-
wiste lub zespolone. W rozwazanych przypadkach zostang
zastosowane rodziny funkgji falkowych o wartosciach rze-
czywistych. Do dekompozycji sygnatu potrzebny jest zestaw
falek (rodzina falek). Zestaw tych funkgji uzyskuje sie przez
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przesuniecie (translacje) i skalowanie funkgji v, co mozna
zapisac za pomocg relacji:

v, = 1 xw(t - b]
ab — -
gdzie: \/H a4

t oznacza wspdtrzedna czasowa lub przestrzenna, a jest pa-
rametrem skali oraz b parametrem przesuniecia (translacji).
Parametry a i b przyjmuja wartosci rzeczywiste i dodatko-
wo a # 0. Element |a| "7 jest czynnikiem skali, czyli wspot-
czynnikiem normalizujacycm, ktéry zapewnia statg wartosc
energii falki, niezalezng od skali, czyli [y, || = ||| = 1 [5].
W prezentowanym podejsciu wiodaca role odgrywa diadycz-
na dyskretna transformacja falkowa. Rodzine falek mozemy
wowczas otrzymac po podstawieniu wielkoscia = 1/2 oraz
b = k/2 do wzoru (1), co prowadzi do nastepujacej relacji:

M

zpj’k(t):Z(j’z)xtp(ijt—k) )
gdzie:

k oraz j sg wspétczynnikami skali i przesuniecia. Interpreta-
cje graficzng tych parametréw dla najprostszej rodziny fa-
lek Haara zamieszczono np. w pracy [5].

Dyskretng transformacje falkowa sygnatu opisuje nastepu-

jaca zaleznos¢:

WFGK)=27 x [ f Oxp@ xt-k)xde=(fOp,,) B)

gdzie:

f(t) jest transformowanym sygnatem odpowiedzi konstrukgji.
lloczyn skalarny sygnatu f{(t) i funkcji falkowej y pozwa-
la obliczy¢ wspétezynniki falkowe d,, = { f(1), ), jak réw-
niez przedstawienie sygnatu w postaci dyskretnej, ktéra
jest kombinacja liniowa funkji falkowych v, i wspotczyn-
nikow falkowych d,:

f)-= ]Z;Zdj,k <, (t) (@)

przy czym liczba danych musi by¢ réwna 2.

W celu przedstawienia wielorozdzielczej analizy falkowej ko-

nieczne jest wprowadzenie falki skalujacej ¢ (t), tzw. falki ojca:
0, ()= 2"xp (Pxt-k) (5)

Funkcja skalujaca ¢, musi mie¢ jednostkowe pole:
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f(p(t)xdt:1 (6)

oraz spetniac¢ warunek ortogonalnosci [5, 8].

Funkcje f(t) rozwija sie w szereg przy wykorzystaniu od-

powiednio funkgji: bazowej 1 () oraz skalujacej ¢ () [4, 71:
£0)-Sa,50, 03 S, ) 0)

gdzie:

a,, sa wspotczynnikami falki skalujacej wyznaczanymi za

pomocg zaleznosci:

A= <f (t) ‘Pj,k>

Falka v (t) ma charakter pasmowo-przepustowy, to znaczy,
ze wspotczynniki d,, zawieraja informacje o wigkszych cze-
stotliwosciach, czyli informacje szczegétowa, a wspdtczyn-
niki a,, zawieraja informacje 0gdIng (dolnoprzepustowaq).
Jednowymiarowa analize wielorozdzielcza sygnatu dyskret-
nego opisuje algorytm Mallata [8], [9]:

f, =S, +D, +..+D, +..+ D,

(8)

n=J-j 9)
gdzie:

S, jest tzw. gtadka aproksymacja sygnatu, a kazdy sktadnik
w reprezentacji sygnatu jest powigzany z okreslonym zakre-
sem czestotliwosci i dostarcza informacji na poziomie ska-
li(j=1,...J). Parametr dyskretny J opisuje poziom analizy
wielorozdzielczej (ang. multi-resolution analysis), D, i S, s
odpowiednio detalami i czesciami zgrubnymi sygnatu na
jego n-tym poziomie dekompozycji. Aby spetni¢ wymaga-
nia diadyczne transformacji falkowej, funkcja f, powinna by¢
aproksymowana liczbg N = 2’ wielkosci dyskretnych. Algo-
rytm Mallata przedstawia rysunek 1 [8].

Rys. 1. Jednowymiarowa analiza wielorozdzielcza sygnatu odpo-
wiedzi konstrukgji [8]

Dla dwuwymiarowej analizy wielorozdzielczej sygnatu od-
powiedzi konstrukgji algorytm Mallata ma postac [8, 91:

F (o y)=S, (x,y)ény(x,mguf(x,y)énf(x,y) (10

gdzie:

S,(x,y) jest tzw. gtadka reprezentacjq sygnatu, DY(x,y) D" (x,y)
sa kolejno cze$ciami szczegotowymi (detalicznymi), a D5(x,y)
jest czedcig zgrubna sygnatu odpowiedzi konstrukgji. Sche-
mat dwuwymiarowej analizy wielorozdzielczej zgodnie z al-
gorytmem Mallata [8, 9] przedstawia rysunek 2.
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Rys. 2. Dwuwymiarowa analiza wielorozdzielcza sygnatu odpowie-
dzi konstrukcji [8]

3. Podstawowe rodziny funkgcji falkowych

Historycznie, pierwsza funkcje falkowa zaproponowat Alfred
Haar w 1910 roku. Falka Haara przyjmuje w swojej dziedzi-
nie wielkosci state, odcinkami proste (nie ma ciggtych po-
chodnych), ktéra wraz z funkcja skalujaca spetnia warunki
ortogonalnosci, a takze jako jedyna falka ma o$ antysyme-
trii. Falka Haara ma tzw. nosnik zwarty, co oznacza, ze zni-
ka ona na zewnatrz przedziatu skoriczonego.
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Rys. 3. Falka Haara: funkcja podstawowa — matka (a) oraz funkcja
skalujqca - ojciec (b) [5]

Innym rodzajem falki jest funkcja zaproponowana przez In-
grid Daubechies [10]. Funkcje nalezace do rodziny tych falek

sg ciagte oraz spetniaja warunki ortogonalnosci.
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Rys. 4. Falka Daubechies 4: funkcja podstawowa — matka (a) oraz
funkcja skalujqca - ojciec (b) [8]
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Rys. 5. Falka Coiflet 6: funkcja podstawowa - matka (a) oraz funk-
¢ja skalujqca - ojciec (b) [8]
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W przedstawionych dalej zadaniach zastosowane zostang
zbiory falek typu Daubechies oraz Coiflet. Te rodziny falek sg
funkcjami ciggtymi, spetniajagcymi warunki ortogonalnosci.

4. Modelowanie konstrukgji i jej uszkodzen

Analizowane bedga prostokatne ptyty cienkie (Kirchhoffa).
Zadanie zginania ptyty rozwigzywane jest za pomoca me-
tody elementéw brzegowych (MEB) w ujeciu zmodyfikowa-
nych catkowych réwnan brzegowych [11]. Uszkodzenia kon-
strukcji wprowadzane sg za pomoca dodatkowych krawedzi
tworzacych szczeliny w obszarze ptyty (rys. 6).
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Rys. 6. Modelowanie uszkodzeri w konstrukcji — ptyta z uszkodzonq
krawedziq [8]

Badania eksperymentalne obarczone sg zawsze pewng nie-
doktadnosciag pomiarowa. W celu przyblizenia eksperymen-
tu numerycznego maksymalnie do eksperymentu rzeczy-
wistego analizowany bedzie réwniez sygnat odpowiedzi
konstrukcji z uwzglednieniem wystepowania btedéw po-
miarowych. Dlatego czysty sygnat odpowiedzi zostanie po-
taczony z sygnatem w postaci losowo generowanego tzw.
biatego szumu o rozktadzie jednostajnym [5, 8].

5. Przyktady liczbowe

Rozwazane bedg ptyty prostokatne, z uszkodzeniami, pod-
parte wzdtuz swojego obwodu, punktowo na krawedzi oraz
spoczywajgce na wewnetrznych podporach stupowych.
Ptyty poddane bedga obcigzeniu statycznemu oraz dyna-
micznemu. Zadanie zginania plyty cienkiej (Kirchhoffa) roz-
wigzywane jest przy zastosowaniu metody elementéw brze-
gowych (MEB) [11].

5.1.Jednowymiarowa transformacja falkowa na
przyktadzie zadania dynamiki ptyty

Rozwazana jest ptyta prostokatna, swobodnie podparta na
krétszych krawedziach i spoczywajaca na czterech podpo-
rach stupowych, z uszkodzong jedna krawedzig (rys. 7). Licz-
ba elementéw brzegowych na kazdym boku ptyty jest réw-
na 15. W celu wykrycia uszkodzenia zostanie zastosowana
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Rys. 7. Plyta prostokgtna swobodnie podparta na krétszych krawe-
dziach i spoczywajqca na czterech podporach stupowych [8]
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Rys. 8. Sygnat: amplituda przemieszczeri zgodna z a) trzeciq,
y=0,1morazb) czwartg, y = 0,3 m postaciq drgan wiasnych; falka
Daubechies 4, detal 1, liczba pomiaréw N = 64 [8]
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Rys. 9. Sygnat: amplituda przemieszczen zgodna z trzeciq postaciq
drgan wtasnych, y = 0,1 m, a) falka Daubechies 8 poziom biatego
szumu 30%, b) falka Daubechies 4, poziom biatego szumu 20%, licz-
ba pomiaréw N = 64, detal 1 [8]
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Rys. 10. Plyta kwadratowa z uszkodzonq krawedziq, poddana
obcigzeniu p roztozonemu réwnomiernie, dziatajgcemu na czesci
jej powierzchni [8]

Rys. 11. Sygnat: ugiecie; falka Coiflet 4, detal 1; liczba pomiaréw
N.=N,=64[8]

jednowymiarowa transformacja falkowa sygnatu odpowie-
dzi ptyty, jakim bedzie amplituda przemieszczen okreslona
w 64 punktach pomiarowych potozonych wzdtuz zaznaczo-
nych linii y=0,1 m oraz y = 0,3 m otrzymana zgodnie druga,
trzecia oraz czwartg postacia drgan wiasnych.

Obecnos¢ uszkodzenia konstrukcji mozna zaobserwo-
wac w postaci silnych pikéw na rysunkach 89, przy czym
w pierwszym przypadku (rys. 8) transformacji poddano czy-
sty sygnat odpowiedzi konstrukcji, a w drugim (rys. 9) sygnat
odpowiedzi uzupetniony o biaty szum.

W przypadku sygnatu odpowiedzi konstrukgji rejestrowane;j
wzdtuz linii o odlegtosci y = 0,3 m od krawedzi ptyty szero-
kosc¢ obszaru zaburzen jest wieksza (rys. 8b) w poréwnaniu
z wynikami otrzymanymi dla pomiaréw wykonanych w od-
legtosciy = 0,1 m (rys. 8a) i odpowiada dtugosci pekniecia.
Wprowadzenie biatego szumu nie spowodowato ostabie-
nia informacji o uszkodzeniu.

5.2. Dwuwymiarowa transformacja falkowa na
przyktadzie zadania statyki ptyty

Rozwazana jest ptyta kwadratowa, podparta swobodnie
na krawedzi, z jedna krawedzig uszkodzong (rys. 10). Na
ptyte dziata obcigzenie p = 5 kN/m?réwnomiernie roztozo-
ne na czesci jej obszaru. State materiatowe ptyty wynosza
E=30,0GPa,v=0,16,a grubos¢ h=0,1T m.

64

Liczba elementéw brzegowych na kazdej z krawedzi ptyty
jest réwna 15. Sygnatem odpowiedzi konstrukgji jest ugie-
cie okreslone wewnatrz obszaru ptyty. Liczba pomiaréw
w dwoch prostopadtych kierunkach N, = N = 64. Wyniki
obliczen dla falki typu Coiflet 4 przedstawiono na rysunku 11.

6. Podsumowanie

W artykule oméwiono zastosowanie jedno- i dwuwymiaro-
wej dyskretnej transformacji falkowej do lokalizacji uszko-
dzen w plytach. Zginanie ptyty cienkiej (Kirchhoffa) opisa-
no za pomoca catkowych réwnan brzegowych i rozwigzano
przy zastosowaniu metody elementéw brzegowych, dzieki
czemu uzyskano sygnaty odpowiedzi konstrukgji, ktére za-
stapity dane eksperymentalne. Wszystkie uszkodzenia wpro-
wadzono za pomocg dodatkowych krawedzi tworzgcych
szczeliny w stosunku do podstawowego obszaru ptyty. Ana-
lizowano sygnaty odpowiedzi w postaci drgan i powierzchni
ugiecia statycznego ptyt dla odpowiednio jedno- i dwuwy-
miarowej dyskretnej transformacji falkowej. W celu urealnie-
nia wartosci sygnatu odpowiedzi konstrukcji wprowadzono
i uwzgledniono w wybranych przyktadach sygnat zakt6ca-
jacy w postaci biatego szumu. Przyjeto minimalnga liczbe 64
oraz 64x64 pomiaréw dla odpowiednio jedno- i dwuwymia-
rowej dyskretnej analizy falkowej. Uszkodzenia ptyt zostaty
poprawnie zlokalizowane przy zastosowaniu asymetryczne-
go zestawu falek typu Daubechies 4 i 8, a takze prawie sy-
metrycznego zestawu falek typu Coiflet 4.
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