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PODSTAWOWE ROWNANIA I FORMY POL
ELASTOELEKTRYCZNYCH PROSTYCH PRZETWORNIKOW
ELEKTROMECHANICZNYCH TYPU PIEZOELEKTRYCZNEGO

BASIC EQUATIONS AND FORMS OF ELASTOPIEZOELECTRICAL FIELDS
IN THE SIMPLE ELECTROMECHANICAL CONVERTERS OF THE
PIEZOELECTRIC TYPE

Streszczenie: W pracy sformutowano rownania elastopiezoelektryczne dla czterech typow silnikoéw
piezoelektrycznych; o dwu strukturach realizujgcych ruch postepowy - liniowy i dwu strukturach o ruchu
obrotowym. Opisane formalnie przetworniki cechujg si¢ jednosktadowym polem elektrycznym generujacym
efekt piezoelektryczny. Okreslono ponadto formy pol (elektrycznego i sprezystego) postepujacego i
wirujacego. Charakter zmiennosci tych pél fizycznych, stanowi o dziataniu tego typu silnikow.

Abstract: Elasto-piezoelectric equations for four types of piezoelectric motors, two concerning structures that
perform progressive-linear movement and two concerning structures performing rotary movement are
formulated in the paper. Formally described converters are characterized by uni-componential electrical field
that generate piezoelectric effect. Moreover, forms of electric and elastic progressive and rotating fields were
determined. Character of changeability of these physical fields decides about performance of motors of this

type.

Stowa kluczowe: silniki piezoelektryczne, rownania pola i konstytutywne elektropiezosprezystosci
Keywords: piezoelectric motors, electropiezoelastic fields, equations of electropiezoelasticity

1. Wstep

Znaczny postep w konstrukcjach elektromecha-
nicznych przetwornikow piezoelektrycznych
[1-7] sktania do systematyzacji rownan i
struktur pol fizycznych w nich generowanych
[8]. Nalezy jednak zauwazy¢, ze aplikacja teorii
pola elektrycznego i sprezystego w analizie i
projektowaniu tych przetwornikéw — silnikow i
generatorow, jest bardzo skromna [2 - 6]. A w
monografiach poswigconych tej tematyce [8, 9]
przedstawiane s tylko podstawowe rdéwnania
sprezystosci 1 elektrycznosci. Zauwaza sig
znaczng przewage efektow badan
doswiadczalnych i  konstrukcyjnych  nad
badaniami  teoretycznymi. W  wiekszosci
artykutow prezentujacych przetworniki
piezoelektryczne podejmowane Sg proby
formutowania ich schematow obwodowych,
niestety bez podstawowego usankcjonowania
fizycznego na gruncie opisu polowego (pol
sprezystych i elektrycznych). Problem ten jest
bardzo zlozony wskutek sprzezenia pol
elastokinetycznego i elektrycznego przez
zwigzki konstytutywne [10, 11]. Elementem
ztozono$ci problemu jest rdéwniez tensor

piezosprezystosci sprzegajacy wielkoSci
elektryczne z naprgzeniowymi, ktéry pomimo
dobrego usankcjonowania formalnego nie jest
dostateczne wyznaczony eksperymentalnie dla
materiatlow piezoelektrycznych. Cho¢ nalezy
zauwazy¢, ze klasyfikacja form strukturalnych
piezoelektrykow (w znaczeniu osi i ptaszczyzn
symetrii strukturalnej krysztatéw piezoele-
ktrycznych) jest juz w duzym stopniu
usystematyzowana [12]. Przetwarzanie energii
w przetwornikach piezoelektrycznych jest
rowniez bardzo wazne z uwagi na tworzenie
materialow piezoelektrycznych o strukturze
organicznej, co moze da¢ nadzwyczajne
mozliwo$ci w zastosowaniach medycznych i
biologicznych. = W  pracy sformutowano
rownania elastopiezoelektryczne dla czterech
struktur przetwornikéw elektromechanicznych
— silnikow piezoelektrycznych; dwa przyklady
przetwornikow odnoszg si¢ do  struktur
realizujacych ruch postgpowy i dwa ruch
obrotowy.  Sformutowane  réwnania  s3
uogolnieniem modelu okreslonego dla prostej
struktury silnika tarczowego przedstawionego
w pracy [13].
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W  przedstawionych przyktadach struktur
silnikow pole elektryczne wywotujace efekt
piezoelektryczny jest jednosktadowe.

Rozpatrywane struktury tego typu silnikow sa
najprostsze, ale na ich podstawie mozna przej$é
do form bardziej ztozonych, a nawet do opisu
silnikbw o dwu stopniach swobody i
odpowiednich dla nich rownan ruchu.

2. Podstawowe réwnania elektrycznosci i
sprezystosci oraz zwigzki konstytutywne
elastopiezoelektrycznosci

Zestaw  rownan  elastopiezoelektrycznosci
obejmuje rOwnania elastokinetyki i
elektrycznosci:

— réwnania elastokinetyki

Oji,j =Pml; (1)
g; =0.5(U; ; +U;;) 2)
gdzie: gjj — sktadowe tensora napre¢zen, U —

sktadowe wektora przemieszczen, ¢jj— skladowe
tensora odksztatcen, pn, — gesto$¢ osrodka, i —
sktadowe wektora przyspieszenia;

— pierwszy wskaznik w indeksie naprgzen
tensorowych oznacza wspoirzedng normalng do
powierzchni oddzialujagcego naprezenia, a drugi
wskaznik wspolrzedng naprezenia;

— przecinek przy dolnych wskaznikach oznacza
rozniczkowanie po wspotrzednej przestrzennej,
a ponadto po wskaznikach powtarzajacych sie
dokonuje si¢ sumowania;

— réwnanie elektryczne jest postaci

D, =0 ®3)

ktére oznacza zerowanie dywergencji wektora

indukcji elektrycznej (w zapisie wskazniko-

wym). Réwnanie to zapisane konwencjonalnie

D, 4D
+

oz

z_Q

. D,
ma postac 2 +

Zwiazki konstytutywne efektow elektropiezo-
elastycznych majg postac

Gij = Ciju € — €y Ex (4)

ij
D, =eyeq +BiEx %)

gdzie: Cjjq — tensor sztywnosci, €qj — tensor
piezoelektryczny, Ey — skladowe wektora pola
elektrycznego, Sk — tensor przenikalno$ci
dielektrycznej.

Uktady rownan (1-5) uzupeia si¢ warunkami
brzegowymi. Na powierzchniach styku wirnika
lub bieznika, silnika o ruchu obrotowym Ilub
postepowym, zadane sa naprezenia:

Pio =Gji(§*at)nj(é*) (6)

gdzie: & oznacza wspohzedna wyréznione;
powierzchni brzegowej w przyjetym ukladzie
wspolrzednych < & ¢, { >, parametryzujgcym
przetwornik (zwigzany ze stojanem).

Dla pola elektrycznego warunki brzegowe
moga by¢ zadane w reprezentacji potencjalu
elektrycznego V lub wektora natg¢zenia pola
elektrycznego E, ktéry okreSla sie gradientem
tego potencjatu

E =V, ; (E=—gradV) (7

Ze wzgledu na symetri¢ funkcji
elastokinetycznych (naprezen i odksztatcen)
oraz symetrie, podlug niektorych wskaznikow,
parametrow  konstytutywnych: sprezystosci,
piezoelektrycznosci i przenikalnosci elektry-
cznej, mozna uprosci¢ notacje tych funkcji
zespalajac w jedno oznaczenie pary indeksow,
wzgledem, ktorych rozpatrywany tensor jest
symetryczny. Zmniejszajg si¢ jednocze$nie
liczby statych materialowych w zwigzkach
konstytutywnych (4, 5) i réwnania przyjmuja
forme syntetyczng.

Dla naprezen i odksztalcen przyjmuje sig
odpowiednie oznaczenia,

t, <o, d ©¢g

. n=123i=]
t —Zidla =)
C. n=456;i# |

ij
(8)
i . N=123i=]
d ={dla !
€ n=4506;i# j

i
Z zastosowanej notacji do zapisu naprezen i
odksztatcen wynika, ze wielkosci te z indeksem
0 numerach n = 1, 2, 3 oznaczaja wielko$ci
gtowne — normalne, a z indeksem o numerach
n=4,5, 6 sa wielko$ciami stycznymi.
A zatem:

4, =Gy, 1) = Gy, t3 = O,

t, =053 15 = 031,15 = O,

dy =gy, dy =&p,,d5 =33,

dy =2¢,3,d5 = 285;,dg = 22y,
Dla parametréw konstytutywnych wprowadza
si¢ oznaczenia:
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Cij < Cik, €t <> €im, bij < fi
Roéwnania konstytutywne w tej konwencji
mozna zapisa¢ w postaci (macierzowej)

[ti][Gll]: [Cij ][6/6] [dj ][6/1] _ [eij ][6/3] [Ej ][3/1] )
[Di][3/l]: [eij ][3/6] [dj ][6/1] n [Bij ][3/3] [Ej ][3/1] (10)
gdzie, gorne wskazniki okreslaja odpowiednio
liczbg wierszy 1 kolumn.

Ogbélne rownania  stanu
elektrycznego maja postac:

sprezystego 1

ittt s=pyUs
to1+t, +t3=pnUz } (11)

G+, +t5=pp Us
Dy +D,,+D33=0 (12)

3. Podstawowe réwnania silnikow
piezoelektrycznych o prostej strukturze

W zadaniu formutowania rownan i konstrukcji
przetwornikow  elektromecha-nicznych  —
silnikow piezoelektrycznych, mozna ustali¢
alternatywnie Kkierunek pola elektrycznego
wzgledem kierunku przemie-szczenia
ruchomego ustroju silnika. Oznacza to, ze
polaryzacja elektryczna moze by¢ wspotliniowa
z kierunkiem przemieszczenia albo do niego
prostopadta. W rozpatrywanych w pracy
silnikach piezoelektrycznych przyjeto
wspoltkierun-kowos¢ pola elektrycznego i
glownego przemieszczenia  (kinematyki)
bieznika lub  wirnika  silnika.  Nalezy
jednocze$nie  zaznaczy¢, ze wektory
przemieszczen sa w kazdym przypadku silnika
dwusktadowe. Oczywiscie,  podstawowe
znaczenie ma sktadowa gtéwnego
(wykonawczego) przemieszczenia bieznika lub
wirnika.

3.1. Silnik plaski i tubowy 0 ruchu
postepowym

Najprostszymi pod wzgledem strukturalnym sa
przetworniki  liniowe  realizujagce  ruch
postgpowy. W grupie tych przetwornikow
mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje: o strukturze
ptaskiej 1 cylindrycznej (tubowej). Szkice
konstrukcyjne tego typu silnikow
przedstawiono na rysunkach 1, 2. Mozna
zauwazyC, ze przetwornik tubowy utworzony
jest przez transformacj¢ przetwornika ptaskiego
w wyniku sklejenia powierzchni brzegowych
y=const. Elektrody piezoelektryczne (Vzn.1, Van)

z formy pretowej (0 strukturze prostokatnej —
prostopadtos$ciennej) przeksztalcajg si¢ w forme
pierscieni okalajacych wewnetrzny biegnik
przemieszczajacy si¢ ruchem postgpowym. Dla
wskazanych na rysunkach uktadow
wspotrzednych: prostokatnego <x, y, z> i
walcowego <r, ¢, z>, ktorych wspolrzedne
odpowiadaja wskaznikom numeracyjnym <1, 2,
3>, mozna zapisac¢ jednolite formy rownan.
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Rys. 1. Szkic przetwornika piezoelektrycznego
plaskiego o ruchu postepowym

Podstawowym zatozeniem przy formutowaniu
rownan dla tych przetwornikéw jest przyjecie
plaskiego pola przemieszczen i pominiecie
zaleznosci  funkcji  pola od wspoirzednej
zorientowanej ortogonalnie do kierunku fali
przemieszczen. Oznacza to wigc pominigcie
efektu brzegowego Zaniedbuje si¢ roéwniez
efekt krancowy w tych silnikach wystepujacy
wskutek otwarto$ci wzdtuznej obwodu elektro-
sprezystego W tego typu silnikach (w
przeciwienstwie do  sinikbw o  ruchu

obrotowym).

P,< 4
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Rys. 2. Szkic przetwornika piezoelektrycznego
tubowego o ruchu postgpowym

Roéwnania przemieszczeniowo-naprezeniowe 1
piezoelektryczne dla tych przetwornikow majg
postac.
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pl; = CssUs g + 2C35u3,31 + Ca3U3.33 + Cpsly gy
+ (C13 + C55)“1,31 F Ca5Uy 33— e35E3,1 - essEs,s
(13)
pl, =Cy, Uy t+ 2C15u1,31 + Cg5Uy 33+ CysUs s
+ (C13 + C55)u3,31 + C35Us 33 — e31E3,1 - easEz,3
D33 =831U5 13 +€35(Uy 33+ Uz13) +€33U3 53

14
+B3E;53=0 =

Nalezy =zaznaczyC, ze pierwsze roéwnanie
przemieszczeniowe odnosi si¢ do wielkosci
kinematycznej wyrdznionego ruchu, czyli
wspotrzednej z (3), w ukladzie prostokgtnym i
walcowym.  Drugie  réwnanie  dotyczy
przemieszczenia w kierunku wspoélrzednej X
uktadu  prostokgtnego i odpowiednio
wspotrzednej r uktadu walcowego.

Jednosktadowe  pole elektryczne  jest
skierowane wspotlinearnie do kierunku ruchu, a
wigc ma sktadowa E, (3<»>z) dla przypadku
przetwornika plaskiego i tubowego.

3.2. Silnik cylindryczny

Przetwornik cylindryczny ma typows strukture
przetwornika obrotowego (rys. 3). Zespoty
elektrod stanowig, tworzace na pobocznicy
walcowej. Natezenie pola elektrycznego jest
skierowane tangencjalnie, a przemieszczenia w
strefie wirnika majg skladowa radialng i
tangencjalng U,,u,i nie zaleza od zmienne;
osiowej z. Rownania w notacji wskaznikowe;j,
ale odniesione do cylindrycznego uktadu
wspolrzednych maja postac:

rOwnania przemieszczeniowe

PU, = Coglyrr T 2Co6Ug or +Ca2Ug 0 T CrgUr e
+(Cr2+ Cop)Ur ro + CagUr o —€26E 0 r —€22E¢ 0

(15)
p l]r = Cllur, g + 2016ur,r<p + CGGUr,qxp + C26u(p,q>(p +

+(Cr2 +Co6)Ug rp T Crolg,rr — €21 r —€26E¢ ¢

rownanie piezoelektryczne

Dq),q) = e21ur,|’q> + e22ucp,(p(p + e26(ur,q>q) + u(p,hp) +
(16)
+B,E,, =0

v2n

Rys. 3. Szkic przetwornika piezoelektrycznego
cylindrycznego o ruchu obrotowym

Pomimo alfabetycznych wskaznikow przy
symbolach polowych, pozostawiono wskazniki
numeryczne w indeksowaniu parametrow
konstytutywnych w celu ulatwienia odniesienia
tych wielkosci do ich zapisu macierzowego.

Silnik o przedstawionej strukturze mozna uznaé
za konstrukcje standardowa. Moze by¢ jednak
latwo zmodyfikowany przez zmiang struktury
elektrod, czyli zmiane kierunku polaryzacji pola
elektrycznego.

3.3. Silnik tarczowy

Przetwornik tarczowy cechuje sie
dwusktadowym polem przemieszczen w strefie
wirnika — tangencjalnym i osiowym oraz
tangencjalnym polem elektrycznym. Zgodnie z
przyjetymi zatozeniami rozwaza si¢ dla tego
przetwornika przemieszczenia tangencjalne i
aksjalne u,,u,. W celu uproszczenia form

réwnan przemieszczeniowych dla tego silnika,

przyjmuje si¢ jednakowy rozktad
przemieszczen na szerokosci tarczy w kierunku
radialnym, czyli  niezalezno$¢  funkcji
elastokinetycznych od zmiennej radialnej

Wielkosci te sg, wiec funkcjami tylko zmiennej
Z i ¢@. Rownania przemieszczeniowe i

piezoelektryczne (o skltadowej osiowej) maja
postac:
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pu(p =Culy t 2C24u(p,(pz +CyUpgp TCal;, t
+(Cppt+ C44)uz,(pz +Cl; 00 — e24E(p,Z - e22Eq),(p
(17)
puz = C33uz,zz + 2C34uz,ch + C44UZ,(pq) + C34utp,zz +
+(Cpet+ C44)uq),(pz +Couly 00 — eZSE(p,Z - e24E(p,(p
Dy =€23U, 50 + e24(u(p'z(p + uZ’W) +€U, 00 + a8)
+B,E,, =0
zh
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Rys. 4. Szkic przetwornika piezoelektrycznego
tarczowego o ruchu obrotowym

Przedstawione rOwnania przemieszczeniowo-
piezoelektryczne dla okreSlonych, najprost-
szych przetwornikéw elektromechanicznych,
sg ztozone i silnie sprz¢zone, co praktycznie
uniemozliwia ich bezposrednie analityczne
rozwigzanie. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
podstawowa ztozonos$¢ odnosi si¢ do zalezno$ci
funkcji  przemieszczen od  wspdlrzednej
normalnej do Kierunku ruchu.

W dalszej analizie réwnan przyjmuje si¢
harmoniczng zmienno$¢ funkcji pola od
czasu 1 wspoOlrzednej wyznaczajace]
Kierunek kinematyczny czeSci ruchomej
silnika.

4. Funkcje pol elektropieozoelastycznych

W ogolnej postaci pole elektryczne i
elastokinetyczne przemieszczajgce si¢
(postegpujace lub wirujace) mozna, dla pierwsze;j
harmonicznej, przedstawi¢ w postaci

P=R,expj(A& - ot) (19)
gdzie: &oznacza wspotrzgdng przestrzenng W
kierunku, ktorej propaguje si¢ fala (§<>z
E<>@), A- liczbha falowa propagacji fali,
zdeterminowana rozktadem elektrod, o -
czestos¢ zmiennosci w czasie propagacji fali.
Wskazana forma po6l odnosi si¢ do pola:
elektrycznego, przemieszczen i naprezen —
P<{E u c}

W przetwornikach o ruchu postepowym,
zgodnie z przyjetym ukladem wspotrzednych,
wspotrzedng & utozsamia si¢ ze wspotrzedng z

- i =7z,
obrotowym przyjmuje si¢ tozsamo$¢ E=¢@.
Korzystajac z czynnika Czasowo-
przestrzennego  funkcji  pola,  réwnania
przemieszczeniowe i elektryczne przeksztatca
sie do form zaleznych od zmiennej ortogonalnej
do kierunku ruchu bieznika lub wirnika.

a dla przetwornikow o ruchu

4.1 Roéwnania przemieszczeniowo-poten-
cjalowe silnikow o ruchu postepowym

Rownania przemieszczeniowo-potencjato-
we przetwornikOw o ruchu postepowym, po
zastosowaniu  funkcji  falowej (19) i
zalezno$ci (7), majg postac:

Cosly 11+ 2JAC55U, 1 + (PO —A7Cyp) U, +Crally g4+
JM(C1 + Cs5)Uy = A°Caelly — A8yeV; + A %85V =0
(20)
CraUpgq +2JAC5U;; + (p o - 7“2C55)U1 +CsU, 1t
JMe 3+ Co5)u, g — X2C35uz — eV, + 7“2635\/ =0
jressu, ;- x2e33uz + JAeyly; — k2635u1 - 7333\/ =0
(21)
Dla silnika ptaskiego  wskaznikowi 1
odpowiada wspotrzedna x. W przypadku silnika

tubowego  wskaznikowi 1 odpowiada
wspolrzedna r.

4.2 Roéwnania przemieszczeniowo-poten-
cjalowe silnika cylindrycznego o ruchu
obrotowym

Analogiczne réwnania przemieszczeniowe i
piezoelektryczne, dla silnika cylindrycznego o
ruchu obrotowym, po zastosowaniu funkcji
falowej, przybieraja postac:
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- 2 2
CGGUgo,rr + Zlkczeu(p,r + (p(D - C22) u(p + Cl6ur,rr +

+ JA(Cyp + Coe)Uy y — }“2C26ur — eV, + 7“2916\/ =0

(22)

H 2 2
C11ur,rr + 2J7“Cleur,r + (p(D -\ CGG)ur + Clsugo,rr +

+ JA(Cyp + Cop)Ugr — A°Cogll, — jAE, NV + A7,V =0

jAeyel,, — 285U, + jAey U, —ACeyqU, + 23)
~A*BV =0

4.3 Roéwnania przemieszczeniowo-poten-
cjatowe silnika tarczowego

Analogiczne rownania dla silnika tarczowego
przybierajg postac:

H 2 2
C44uq>,zz + 217\‘024u(p,2 + (p(’) -\ C22)uq> +C3qU; 5,

+ ]G3+ Cag)ly , —HCo0l, — JA&N , + 178,V =0

(24)
Cagll,. 1, + 2JACaU, , + (P&’ —W°C)U, +Cyl,, 5, +
+ J0(Coz+ Caq)Uy , — WCogU, — A8V, + 27,V =0
jAey U, , — 2y, + jheyu, , — A2y, +

(25)
~NB,V =0

W zakonczeniu prezentowanych rdwnan
przemieszczeniowo-piezoelektrycznych nalezy
podkresli¢ ich zlozonos¢, wskutek bardzo
silnego sprzezenia fizykalnego i formalnego.

5. Whnioski i uwagi koncowe

Kolejnym etapem porzadkowania réwnan
elektro-piezo-przemieszczeniowych dla okre-
$lonych typow przetwornikow, jest
przeanalizowanie = parametréw  konstytuty-
wnych, w szczego6lnosci sktadowych tensora
piezoelektrycznego Macierz  tych
parametrow zawiera warto$ci zerowe dla
materiatow o réznych osiach i ptaszczyznach
symetrii, co niewatpliwie uprosci (zredukuje)
sktadniki réwnan.

Cijk-

Na podstawie sformulowanych réwnan mozna
wyznaczy¢  rownania dla  silnikow o
ortogonalnej, do kierunku ruchu, polaryzacji
pola elektrycznego. Mozna réwniez uogdlni¢

przedstawione rownania dla silnikow o ruchu
ztozonym.
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