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ANALIZA DRGA N POPRZECZNYCH SMUKLEJ
KOLUMNY O ZMIENNYM PRZEKROJU
POPRZECZNYM PRZY OBCI AZENIU
UOGOLNIONYM Z SIt. A SKIEROWAN A

DO BIEGUNA DODATNIEGO

W pracy zawarto wyniki rozwan teoretycznych oraz anafimumeryczy zagad-
nienia drga swobodnych smukitego ukltadu o zmiennym przekrojprpecznym
poddanego dziataniu wybranego przypadku gteciia swoistego. Analizowane
obcigzenie uogolnione z gitskierowan do bieguna dodatniego realizowane jest
poprzez struktuyrzbudoway z gtowic z zarysie kotowym: wywolaga i przejmu-
jaca obchzenie. W celu zamodelowania niepryzmatycaidolumny, uktad po-
dzielono nan pryzmatycznych segmentéw o réwnej disgoi grubdici oraz
zmiennej szerolkiwi opisanej za pomadunkcji liniowej oraz wielomianu drugie-
go stopnia, przy zachowaniu warunku statejetd$gi sumarycznej. W oparciu
o model fizyczny uktadu zdefiniowano zatesci okreslajgce energi mechanicz-
ng struktury. Problem sformutowano na podstawie zasdHdmiltona (metoda
drgan, kinetyczne kryterium utraty statecoi. Biorac pod uwag geometryczne
warunki brzegowe oraz geometryczne warunigicisci wyznaczono réniczkowe
réwnania ruchu poszczegdlnych segmentéw kolumny dmakugjce do opisu
uktadu naturalne warunki brzegowe i naturalne wiiraiygtosci. W oparciu o tak
zdefiniowany model matematyczny opracowano auteraljorytmy obliczeniowe
umazliwiajagce badania numeryczne dfigpoprzecznych uktadu. W ramach prze-
prowadzonych obliczeokreslono zakres zmian egtasci drgar wtasnych w funk-
cji obcigzenia zewstrznego. Dyskusji poddano wptyw zmiennych parametrd
geometrycznych kolumny na wastoczgstaici drgai oraz typ uktadu, uwzgtinia-
jac parametry okrdajace ksztalt kolumny oraz geometrstruktury realizujcej
obcizenie.

Stowa kluczowe:uktady smukte, drgania swobodne, aiehie swoiste, obgie-
nie krytyczne
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1. Wprowadzenie

Ukfady niepryzmatycznegspowszechnie stosowane w budowie maszyn
i konstrukcjach mechanicznych. Ze wadji na coraz to wksze wymagania
stawiane konstruktorom, poszukuje siptymalnych ksztattow struktur, ktore
zapewnié maj wzrost przenoszonego obzénia lub redukej ciezaru uktadu.

W zakresie dynamiki uktadéw niepryzmatycznych aalpoddano drga-
nia harmoniczne belki Bernoullego - Eulera o skoB@miennej sztywniei na
zginanie z elementami dyskretnymi [1]. Badaniom gatb wpltyw zmiany
przekroju poprzecznego oraz usytuowania zmian popekvzdiuz osi uktadu na
utrat statecznéci dynamicznej uktadu. Rozwzanie zagadnienia statecZoo
i drgaa swobodnych niepryzmatycznej kolumny przy abeniu eulerowskim
przedstawiono w pracy [2]. Analizie poddanané przypadki zamocowania
ukfadu. Wyznaczono wardoi obcihzenia krytycznego i estcéci drgar wia-
snych w zalenosci od ksztattu kolumny. Zagadnienia dfigaoprzecznych belki
0 skokowo zmiennym przekroju dotyczy réwhieraca [3]. Wyniki dotycgce
drgaa swobodnych spgyscie zamocowanej kolumny Timoshenki uzyskane
przy wyciu metody transformaty przedstawiono w pracy Rializ¢ drga ko-
lumny o skokowo zmiennym przekroju poprzecznym madelowaniem ¢k-
nie¢ w punktach zmiany przekroju uktadu (uskok) zapnéa&ano w pracy [5].
Do sformutowania i rozvgzania zagadnienia wykorzystano witagrndunkcji
Greena. W pracy [6] przedstawiono badania firgaprzecznych niepryzma-
tycznej belki Timoshenki poddanej jednoczesnemuatdmiu sity osiowej
oraz stycznemu obgieniu cagtemu. Dokladne rozwranie otrzymanego ukia-
du réwna rzadzacych uzyskano poprzez wyenie wspotczynnikow zreduko-
wanego rownania #hiczkowego w postaci wielomianu a rngstie zastosowa-
nie metody Frobeniusa. Wyniki baddotyczcych stateczriei kolumny Becka
0 zmiennej masie i sztywld z uwzgkdnieniem tlumienia otrzymane w opar-
ciu o kompletn, nieliniowg analiz dynamiczm przedstawiono w pracy [7].
Rozwigzanie nieliniowych réniczkowych rowna ruchu o zmiennych wspét-
czynnikach opisugcych dynamik ukladu rozwigzano stosuc metod réwna
rownowanych (AEM) Katsikadelisa. Analiza drigawobodnych wielosegmen-
towej belki Bernoullego — Eulera podpartejegpécie na obu kacach byla te-
matem pracy [8]. Wykazanage zaproponowana metoda rogednia zagadnie-
nia brzegowego — metoda rozkiadu Adomiana zenby uzyta do analizy
drgaa réznego typu belek niepryzmatycznych zbudowanych zatiogy liczby
cztonow.

Celem niniejszej pracy jest analiza numeryczna drigaia drga swobod-
nych kolumny o zmiennym przekroju poprzecznym ropeanej jako zbior
pryzmatycznych segmentéw, realigegj obcizenie uogoélnione z sjt skiero-
wamg do bieguna dodatniego.
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2. Model fizyczny uktadu

W pracy rozwaa sk przedstawiony na rys. 1 smukly uklad o zmiennym
przekroju poprzecznym. W celu zamodelowania niepgtycznaéci kolumny,
struktug rozpatruje si jako zbiorn pryzmatycznych segmentow o rownej diu-
gasci | oraz grubéci h. Zmienry szeroké¢ poszczegolnych segmentéw opisano
funkcja liniowa b(x)=2a(z)x+d oraz wielomianem drugiego stopnia

t(x):z(a(p,q) [[}x— p]2+q). W rozwaaniach przyjto warunek statej sumaryczne;j

objetosci uktadu. Dodatkowo zakwno, ze szeroké¢ poszczegollnych segmen-
téw nie mae by mniejsza od ich gruioi (b(x)= h).
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Rys. 1. Model fizyczny uktadu: a) schemat ogdéinjukany poddanej dziataniu
obcigzenia uog6lnionego z sikkierowan do bieguna dodatniego oraz geome-
tria struktury obcizajacej. Podziat uktadu przy aproksymacji ksztattu imK-

cja liniowa ¢) wielomianem drugiego stopnia

Fig. 1. Physical model of the system: a) schenth®folumn subjected to the
generalized load with a force directed towardsptbsitive pole and the geome-
try of the loading structure. The division of thestem into segments when the
shape is approximated by b) linear function c) poipial of degree 2
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Obcigzenie uogolnione z gitskierowan do bieguna dodatniego (przypadek
obcigzenia swoistego) realizowane jest poprzez strgktbudowan z elemen-
tow o zarysie kotowym [9, 10]. Ohgienie zewntrzne @ przekazywane jest
z gtowicy wymuszajcej @ o promieniuR na gtowie przejmujca obcizenie
® o promieniur a nasgpnie poprzez nieskazenie sztywny element o diugd
lo na kolume. Kierunek dziatania sity przechodzi przez pufktbedacy srod-
kiem krzywizny glowicy przejmujcej obcazenie oraz staty punkd znajdupcy
sie na nieodksztatconej osi uktadu pagji swobodnego kaca (biegun dodatni).
Uwzglednienie w modelu element® uzasadnione jest wzglami konstrukcyj-
nymi. Masa skupionan uwzgkdnia catkowiy zredukowag masg elementéw
sktadowych gtowicy przejmagej obcyzenie.

3. Sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Na podstawie zdefiniowanego w rozdziale 2. modedycknego okréono
energé mechaniczg uktadu. Catkowita energia potencjalgest sum energii
sprezystasci zginania poszczegolnych cziondw kolunWyoraz energii wynika-
jacej z obcizenia zewntrznegoVs:

v, =%i(EJ)i ﬂ%"ﬁ’t)}zdx (1)
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Calkowita energia kinetyczna jest sum energii kinetycznych masy sku-
pionej T, oraz poszczegdlnych segmentow ukidetu

;Z”: I'ﬂaw X, t} ©

i=1

2

Zagadnienie brzegowe drganalizowanego uktadu smuktego sformutowa-
no w oparciu o zasgadHamiltona:

Jjg(T -V)dt=0 (11)

f

gdzie:ty, t, — wspohrzdne czasugd— operator wariacji.

Po obliczeniu wariacji poszczegélnych sktadowyclergii mechanicznej
i podstawieniu ich do réwnania (11), przy jednoczes uwzgédnieniu geome-
trycznych warunkow brzegowych oraz geometrycznyaehunkéw cagtosci:

w;(0,t)=0, % =0 (12-13)

x=0

W(I.t) =w,(at) (14)
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o x, t)| _ aVVj+1(X1+1’t)|
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, J=12..n-1 (15)
R Xj+1=0

otrzymano:

* rozniczkowe rownania ruchu w kierunku poprzecznym sioustadu

"W (%t AW (x,t AW (x,t) _ . _
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 naturalne warunki brzegowe na swobodnymdwouktadu
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gdzie parametryp, v, n, y okrelaja zaleznosci pomiedzy promieniami glowic
wymuszajgcej R i przejmupcej obcizenier oraz diugécia lo sztywnego ele-
mentu (rygla):

)R] oy R-I 1
0= (r ;)Er 0)_ V= —I’R—_: n= R_: , yz—ﬁ (19'22)

* naturalne warunki ggtosci pomidzy poszczeg6lnymi segmentami kolumny

oW (x..t) W, (x0.t)
(EJ), Tﬁj =(EJ) i*liax—}‘;ll (23)
Xj =l Xj+1=0
oW, (x< t) oW, (x- t)
EJ) — 1 =(gJ) ,,—/ =12..,n-1
( )J aX‘? . ; ( )]+1 a)(\}gﬂ J 1- n (24)
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Warunki chgtosci dotyczce rowndci: przemieszcae poprzecznych (14),
katow ugie¢ (15), sit poprzecznych (23) oraz momentévgaych (24) porgdzy
poszczegdlnymi segmentami rozsaej w pracy kolumny zapisano dla punk-
tow lezacych na osi symetrii uktadu. Bigs pod uwag rzeczywisty ksztait ba-
danego uktadu smukiego, w tym nieznaczny gradipriaz wymiaru poprzecz-
nego wzdha osi kolumny zateono poprawng& réwnar dynamiki na catej dhu-
gosci kolumny, w tym réwnie w strefie brzegowe;j.

Takie zdefiniowanie naturalnych warunkéw brzegolwy&ladu poddanego
dziataniu obcizenia uogodlnionego z sitskierowan do bieguna dodatniego
umazliwia poprzez odpowiedni dobor wagtm wymienionych wspotczynnikow
uzyskanie innych przypadkdéw obzénia konserwatywnego.

4. Wyniki analizy numerycznej

Biorgc pod uwag rozwigzanie rgniczkowych réwna ruchu (16) i geome-
tryczne i naturalne warunki brzegowe (12-13, 178y warunki ejgtosci (14-15,
19-20) opracowano algorytmy do analizy numerycenga poprzecznych rozpa-
trywanej kolumny. Wyniki oblica@ zaprezentowano w postaci bezwymiarowej,
wprowadzajc nas¢pujace parametry siace do opisu uktadu:

» parametry okrédajagce geomets uktadu

«_b b, «_Pp «_q
Z' =1 " 100%, =, = 25-27
C R ( )

* parametry opisgre geomett struktury realizujcej obcgzenie

R :R;IO’ Ar _R-r ) (28-29)
L L

» parametry obaizenia zewntrznego oraz obgkenia krytycznego

P PL
A= v A== 30-31
€, " (&), o=
* bezwymiarowy parametr drga
w(oA) L
o= Ay 62)
(E9),

Wartcéci z indeksami pr” we wzorach (30-32) odnos=sie do ukfadu po-
rbwnawczego — kolumny pryzmatycznej (o statym prapgk poprzecznym)
o takiej samej olgfosci, co kolumna niepryzmatyczna.
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20 4 2=18.89

A=0.2, R'=0.3
1.Q, (Z'=-1.2%)
2.Q,(Z=-12%)
3.Q,(Z=0)
4.Q,(Z=0)
5.9, (Z'=0.55%)
6.Q, (Z'=0.55%)
7.Q, (2= 1.0%)
8.Q, (Z'=1.0%)
9.Q, (Z=1.3%)
10. Q, (Z'=1.3%)

Rys. 2. Zmiana pierwszych dwdchesmsci drgai kolumny niepryzmatycznej aprok-
symowanej funkcja liniow w funkcji obchzenia zewntrznego przy wybranych

wartcciach parametréw struktury realizagj obciazenie oraz zbimoici uktaduZ'

Fig. 2. The change in the two first frequencieshaf vibration of the nonprismatic
column approximated by the linear function in rielatto the external load for select-
ed values of the parameters of the loading stracsmwell as the taper raffd

Na rysunkach 2-3 przedstawiono zmgawoch pierwszych estoici drgaa
wiasnych uktadu o zmiennym przekroju poprzecznyrfumkcji obcizenia ze-
wnetrznego. W pocgkowym zakresie obgienia wraz ze wzrostem parametru
Z" (przy aproksymacji zarysu kolumny funkdjniowa) oraz parametrq” (opi-
sujacego potaenie wspohrzdnej wierzchotka paraboli) éoie czstasé drga
wiasnych. Przy dalszym wzitie obcizenia zewgtrznego warté¢ czestosci
moze rosna¢ lub malé€, w zalenosci od wartdci parametrow opisagych geo-
metrie kolumny. Warté¢ obcigzenia zewstrznego, przy ktorym estasé drgai
wiasnych rowna jest zero odpowiada gbeniu krytycznemu ukladu. Na wy-
kresach zaznaczono rownienaksymalne wartgi parametru obgienia kry-
tycznego. W przypadku aproksymaciji ksztattu fuakjiows (rys. 2.) najwek-
sze obcizenie krytyczne odnotowano przy zhieici uktadu Z réwnej zero
(uktad pryzmatyczny). W przypadku opisu zarysu kahy funkcp kwadratovd,



Analiza drga poprzecznych smukiej kolumny o zmiennym przekroju... 199

przy zadanych parametrach gtovidci Ar oraz parametrzg’, najkorzystniejszy
ze wzgtdu na warté& obchzenia krytycznego jest ksztatt zdefiniowany przy
q'=0.55. Biogc pod uwag nachylenie krzywych w zatecsci od wartdci ob-
ciagzenia krytycznego, uktad zaliczagsilo uktadéw typu dywergencyjnego -
pseudoflatterowego.

Ar=0.2 R'=0.6 p'=0.25
.Q,(¢'=03)
.Q,(¢'=0.3)
.Q,(¢"=04)
Q,(¢'=04)
.Q,(¢=0.5)
.Q,(¢'=0.5)
.Q,(¢"=0.55)
.Q, (¢"=0.55)
9.Q,(¢'=0.59)
10. Q, (¢"=0.59)
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Rys. 3. Krzywe charakterystyczne uktadu o zarypiksymowanym
funkcja parabolicza przy zadanej geometrii struktury ol@jacej
oraz wybranych wartgiach parametrg

Fig. 3. Characteristic curves of the system ofgshape approximated
by the parabolic function at a given geometry & thading structure
and selected values of the paramgter

Rysunek 4. przedstawia przebiegi dwoch pierwszygistaici drgar wia-
snych analizowanego uktadu aproksymowanego wieloenadrugiego stopnia
w funkcji parametru obgkenia zewstrznego przy wybranych wadciach pa-
rametru promienia gtowicy wywotggej obciazenie. Przy dowolnie oké®nym
ksztatcie uktadu oraz geometrii struktury realipaj obcazenie zewntrzne ist-
nieje taka warté parametruR’, w przypadku ktorej wartd obchzenia kry-
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tycznego kolumny jest najeksza. Zalenos¢ ta potwierdza giréwniez w przy-
padku uktadow o ksztatcie opisanym dowgpfankcja liniows.

Ar=04 p'=0.6 p'=0.5
QR 04)

O, (R 0.4)

O, (R'=0.7)
LQ,(R'=0.7)

O, (R'=1.0)
.Q,(R'=1.0)

O, (R'=13)
LQ,(R'=13)

00 1 O\ WL B W N -

0 100 200 300 400 o 500

Rys. 4. Krzywe na ptaszczyie obcizenie zewgtrzne — cgstas¢ drgar wkasnych
uktadu aproksymowanego wielomianem drugiego stoprig zadanej geometrii
kolumny oraz zmiennych waidciach promienia gtowicy wywotagej obcazenie

Fig. 4. Curves on the plane external load - frequefcthe free vibration of the
system of the shape approximated by the polynarfidégree 2 for known geome-
try of the column and variable values of the raditihe loading head

5. WnioskKi

W pracy analizie drgaswobodnych poddano kolugmmiepryzmatyczag
przy obcizeniu uogolnionym z sitskierowan do bieguna dodatniego. Na pod-
stawie przeprowadzonych obliczenumerycznych sformutowano ngstijace
whnioski:

* biorac pod uwag, iz warunki chgtosci 53 zdefiniowane na osi symetrii roz-
wazanej kolumny zalzono,ze w otoczeniu tych punktéw spetniona jest zasa-
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da de Saint — Venanta. W pracy nie uwdgiono wplywu spjtrzenia napg-
zen w warstwie brzegowej,

» aproksymacja ksztattu uktadu wpltywa na wattozgstasci drgai, w zaleno-
sci od parametréw opisajych zarys uktadu oraz wagtd obchzenia ze-
wnetrznego, zmiana ksztattu kolumny peopowodowé wzrost dz spadek
wartacsci czestasci drgan whasnych,

* wartas¢ obchzenia krytycznego odpowiad@ja zerowej warkei podstawo-
wej czstasci drgah wkasnych uktadu zaky w gtdwnej mierze od warfoi pa-
rametrow opisujcych jego ksztalt oraz parametrow geometrycznyalksiry
obcigzajacej. Otrzymane na podstawie kinetycznego kryteriraty statecz-
nosci sity krytyczne znajduj odzwierciedlenie w wynikach analiz numerycz-
nych rozpatrywanego uktadu przeprowadzonych w aparctatyczne kryte-
rium utraty stateczriai,

* rozwazany w pracy ukltad mima zalicz¢ w zalenosci od wartdci parame-
trow opisujcych struktug realizupca obcihzenie do typu dywergencyjnego
lub dywergencyjnego pseudoflatterowego,

» aproksymacja ksztattu kolumny ograniczona jest wkiam, wedtug ktérego
wartas¢ szerokéci b segmentéw kolumny musi bywicksza ladz rowna gru-
bosci h tego segmentu.
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FREE VIBRATION ANALYSIS OF THE SLENDER COLUMN
OF VARIABLE CROSS - SECTION UNDER THE GENERALIZED
LOAD WITH A FORCE DIRECTED TOWARDS THE POSITIVE POL E

Summary

The results of the theoretical considerations amsierical analysis of the issue of the free
vibration of the slender system of the variablessrsection under selected case of the specific load
were included in this work. Analyzed generalizeddowith a force directed towards the positive
pole is realized by the structure built of headthefcircular outlines: loading and receiving heads
In order to model the variable cross-section ofdblemn, the system was divided imtg@rismatic
segments of the equal length and thickness andatti@ble width described by the linear function
and the polynomial of degree 2, fulfilling the cdti@h of the constant total volume. On the basis
of the physical model of the system, the mechaminalgy of the structure was defined. The issue
of the free vibration was formulated taking inteaant the Hamilton’s principle (energetic meth-
od, kinetic criterion of the stability loss). Takiinto consideration the geometric boundary condi-
tions and the geometric continuity conditions, thiferential equations of motion of particular
segments of the column as well as the natural bamyrmbndition and the natural continuity condi-
tions were determined. On the basis of so-definethematical model, the computation algo-
rithms enabling numerical examination of the tramse vibration of the column were developed.
Within the scope of the carried-out calculatiom tange of the changes in the frequency of the
free vibration as a function of the external loaaswdetermined. An influence of the variable geo-
metric parameters of the column on the value ofnidiral frequency and the type of the system
was discussed, including the parameters describimghape of the column as well as the geome-
try of the loading structure.

Keywords: slender systems, free vibrations, specific loaitical load
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