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Streszczenie: W  pracy przedstawiamy  przyktadowe
wykorzystanie GeoGebry do wizualizacji ppmatematycznych

za pomog apletéw doéwiczen, oraz animacji do umieszczenia
w e-kursach. Opisujemy #e scenariusz wykorzystania
GeoGebry i MATLABA na zajciach stacjonarnych z algebry
liniowej.

Stowa kluczowe:GeoGebra, wizualizacja, MATLAB.
1. WSTEP

Pojawienie si elektronicznych maszyn ligeych
w pierwszej potowie XX wieku zwiane jest z rozwojem
miedzy innymi takich dziedzin jak elektronika czy
informatyka. Zaowocowato to pojawienieme siowych
gakzi przemystu, nowoczesnych technologii
i materiatow, ale rownie nowych probleméw do
rozwigzania. Wszystkie te czynniki m@gnaczny wplyw
na sposob ksztatceniazymierow.

Komputery okazaly si przydatne niemal we
wszystkich dziedzinach naszeggycia a umietnosé
postugiwania & nimi stala s} niezkedna we
wspoéiczesnym spolecastwie. W obecnych czasach
mtodzi ludzie wykorzystyj komputery, tablety czy
smartfony do komunikacji i rozrywki (gry komputerew
sieci spoteczniwiowe). Coraz ogciej narzdzia te
wykorzystywane & réwniez do nauki. Organizacje
edukacyjne takie jak Coursera, edX, Khan Academy
oferujg na poziomie akademickim darmowe kursy online
z r&znych dziedzin. W Internecie moa take znaléc¢
wiele portali przeznaczonych dla uczniéwzszych
etapOw nauczania. Mimo tego bogactwa zasobow
dostpnych online, kontakt z nauczycielem pozostaje
kluczowym elementem edukacji. Technologia daje
réwniez nauczycielom, w kontakcie ngywo z uczniem,
nowe narzdzia. Nauczyciel matematyki ma uhiovos¢
wizualizacji pog¢ matematycznych, czy 2zeangaowania
ucznibw w odkrywanie matematyki za pomoc
doswiadczeéh wykonywanych przy #yciu pakietow
komputerowych. W ostatnich latach rozwijano wiele
takich pakietow o rinorodnym przeznaczeniu. Memy
tu wymient chocigby oprogramowanie open-source:
Maxima, Octave, Scilab, GnuPlot, PSPP, R, GeoGebra
czy tez komercyjne: Maple, MATLAB, Mathematica.

W niniejszym artykule demonstrujemy przykiady
uzycia dwoch narazi, ktére mog sic wzajemnie
uzupetnig: GeoGebry i MATLABA.

2. GEOGEBRA JAKO OPROGRAMOWANIE DO
WIZUALIZACJI POJ EC MATEMATYCZNYCH

2.1. Przyktady brytiich siatek w GeoGebrze

Pierwszy z przedstawionych apletébw pozwala
uczniom z niszych pozioméw edukacji wyobr@zsobie
miedzy innymi ostrostup czy graniastostup oraz zobéaczy
siatke otrzymanej bryty.

lczba wiarzcholkow ostioshipa

Rys. 1. Aplet — Ostrostup prawidtowy

Wykonanie apletu przez ucznibw a nrgpste
samodzielne dopisanie nowych instrukcji pozwgdggh
np. poda liczbe krawedzi, oblicz& objetos¢ bryly czy
pole powierzchni bocznej utrwala zdolpyivczeniej
wiedz.

2.2. Podstawowe dziatania na liczbach zespolonych

Na drugim z prezentowanych apletéw przedstawione
zostaly podstawowe dziatania na liczbach zespolonyc
takie jak: dodawanie, odejmowanie, mBnie oraz
dzielenie liczb zespolonych.

Student mée wprowadzi dowolne dwie liczby
zespolone i sprawdzi wyniki dziatar. Aplet ilustruje
réwniez interpretag; geometryczs powyzszych operacji.
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Rys. 2. Aplet — dziatania na liczbach zespolonych

2.3. Post& trygonometryczna liczby zespolonej

Kolejny przyktad ilustruje postatrygonometrycza
liczby zespolonej. W aplecie memy za pomog
suwakéw ustali wartaici czgsci rzeczywistej i urojonej
definiowanej liczby. Jako informagj zwrotrg
otrzymujemy ogélny wzér postaci trygonometrycznej,
wprowadzon liczbe w tej postaci (argument gtowny
i modut wprowadzonej liczby) jak rowrie jej
interpretaci geometrycza.

oimz Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

"”39 z z|(cosp + ising) 1.58(cos (1.02rad

isin(1.02rad

1.02rad
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Rys. 3. Aplet - postatrygonometryczna liczby zespolonej

2.4 Wektory w przestrzeni. lloczyn skalarny,
wektorowy i mieszany
Istotnym elementem w ksztatceniuzymierow jest
geometria analityczna w przestrzeniPodstawowe

wiadomaci z zakresu planimetrii i stereometrii
wyniesione z wczaiejszych etapdéw ksztalcenia
przygotowuy grunt do rozwijania  wyobtai

przestrzennej niezdnej w geometrii wykrénej.

wspoirzedne punktu A(12,2) * T 2 'T).
" s 1
wepolrzedne punktu B=(1,4.4) 3
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2t mektora Nz paszczng YOL

Rys. 4. Aplet — rzut wektora na ptaszczyzny uktadu
wspotrzdnych

Aplet przedstawiony na rysunku 4 demonstruje rzuty
wektora na plaszczyzny ukladu wspétimych
w przestrzeni. Poruszg suwakami student me sam
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odkry¢ zaleznosci miedzy wspétrzdnymi danego wektora
a wspohzdnymi wektoréw zrzutowanych na ptaszczyzny
uktadu wspotrzdnych.

Kolejnymi zagadnieniami waymi
w matematycznym ksztalceniu przysziegazymiera g
iloczyny: skalarny, wektorowy i mieszany.

1
P {1\
wspoirzedne punktu A=2,1,1) | * | 3
T T'!" X wektor AB=| 2|
A \ 3/
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wspolrzedne punktu B=(3,92) T =z 4 vekor T = | *7;
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Rys. 5. Aplet — iloczyn skalarny

Powyzszy rysunek przedstawia aplet za pomoc
ktérego  uytkownik maze sprawdzi wykonane
obliczenia manualne. Kolejne rysunki 5 i 6 ilusiryj
réznice medzy wymienionymi iloczynami, pokazyj
réwniez zachodzce miedzy pogciami zwizki.

Iloczyn wektorowy

U=7XW

Start ] | stop | | Reset ) =T X W i=1®x3

[l Fakt (wzor do obliczania iloczynu wektorowego)

1, Y1, a)iv 2,42, 22

e, j, ksa sdpowiedions sisch 2. 0. O

Rys. 6. lloczyn wektorowy — animacja osadzona
w e-kursie oraz fakt utatwiagy obliczanie iloczynu

[l Fakt (odlegtosc prostych skosnych)

Niech[, i beda prostymi o réwnaniach
r =, + ayty

h:q y=uy+bh

z=z+ab,

sdzety, t; € R

Niechmy = [a1, by, e1]in = [aa,

Niech Py = (21,31, 1) € lyor

Odiestose prostych skotnychly, Ly

Rys. 7. Fragment e-kursu — iloczyn wektorowy i raaesy —
zastosowanie do obliczania odlegtoprostych skénych
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Aplety i animacje réwniz w sposOb bardziej llustracja 11 przedstawia pregprzechodgcy przez

zrozumialy dla mtodego czlowieka pokazunterpretaci punkt P, prostopaghtdo zadanej ptaszczyzny. Student
graficzry iloczynu wektorowego i mieszanego oraz ich operupc suwakami mge ustalk potozenie punktu oraz
zastosowa. rownanie pfaszczyzny. Otrzymane rownanie prostej
w postaci kierunkowej i parametrycznej pozwala
2.5. Plaszczyzna przechodza przez 3 punkty. sprawdzé poprawné¢ wykonanych wczéniej przez
Poldgenie dwoch ptaszczyzn. Prosta prostopadia studenta oblicze
do ptaszczyzny
Rysunek numer 8 przedstawia plaszczyzn Rownanlo plaszcayzny X +Y-2%0 \\
przechodgca przez 3 zadane punkty. Poruszaj o iy oy )
suwakami student ma movos¢é zmient potozenie i e oo \
punktéw a tym samym patenie plaszczyzny. Me — \
réwniez zaobserwowa potazenie wektora normalnego 2 % %
ptaszczyzny. Nagpne dwa rysunki 9 i 10 ilustraj -
potozenie dwoch plaszczyzn w  przestrzeni. i FRSRRGES \
suwakom student ma movo$é wprowadzania zmian Sarkmcnomi £ =iL.L) \
w réwnaniach ogélnych ptaszczyzn jak i w ich petoiu Drommmimciompony, 125w L2 0 208
wzgledem siebie. ey 717109 \

Réwnanle plaszczyzny przechodzacej przez 3 punkty
wspolrzedne punktu A=(0,15,05]

Rys. 11. Aplet — Prosta prostopadta do ptaszczyzny

+

2.6. Pewne wlasn&ei wykresow funkcji

B & I?onizej przgdstawiamy aplet ilustagy wykres
3 ; / funkcji na przedziale ograniczonym.
4 £
& | 0
. f(x)*sm‘x!d 2, (-5< 5)
Rownanie plaszezyzny 0.75x-05y+2262=0.38
wektor normalny plaszezymy N = [~0.75,0.5,2.25 .
Rys. 8. Aplet — ptaszczyzna przechgeiz przez 3 punkty ‘ \//_\/
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Rys. 12. Aplet — wykres funkcja na przedziale Bp;

Dzicki suwakom uaytkownik maze przeanalizowa
zmiany wykresu funkcji w zammosci od diugdci
przedziatu.

Rys. 9. Aplet - prostopadte palenie dwdch ptaszczyzn

fiz) .
f(x) =sin (x+ ) +2, (~3.6 <x<0.8)

Ponizszy rysunek przedstawia réwnolegte petoie
ptaszczyzn. Wytkownik metod préb mae sprawdz,
kiedy dwie ptaszczyzny g rownolegle wzgidem siebie.

Dzigki temu mae przeanalizowa i uogéiné warunek g
rownolegtaci ptaszczyzn. : ’

o

Rys. 13. Aplet — wykres funkcja na przedziale [:3.8]

Kolejna ilustracja przedstawia aplet utatwi@yj
studentom, jak rownie miodzieey ze  szkét
ponadgimnazjalnych, zrozumienie takich ¢#oj jak
dziedzina i zbiér wartwi funkcji. Pogcia
zademonstrowano na przyktadzie funkcji niewymiernej
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Rys. 10. Aplet - rownolegte patenie dwoch ptaszczyzn



zdefiniowanej na przedziale ograniczonym, gasinej
z pierwiastkiem stopnia trzeciego. Obsergupotazenie
punktu na krzywej (przy wtzonej animacji oragladzie
punktu) uytkownik ma maliwos¢ samodzielnego
wyciaggniecia wnioskow. Uczeé czy te student mee
samodzielnie oki&di¢ wzor funkcji f(x) i obserwowa
zachodzce zmiany zbioru wartgi. Zapisywanie
wnioskéw na odpowiednio dobranej karcie pracy pdawa
utrwala: zdobyt wiedz o funkcjach.

®°

)= ()} (-3<x<y)

Rys. 14. Aplet — dziedzina, zbior wastdi wykres funkgji

2.7. Ciggtosé funkcji w punkcie

Do wizualizacji zadania doboru parametréw tak, aby
funkcja zdefiniowana przedziatami bytaagia, rownie
mozemy wykorzystd oprogramowanie GeoGebra. Na
rysunku 15, w prawym oknie apletu, narysowana jest
funkcja f(x) zdefiniowana we wspomniany sposob.
Widzimy, ze funkcja nie jest ggta w punktachk=0 oraz
x=2. Zadaniem studenta jest wyznaczenie odpowiednich
wartcsci parametrowo, i B tak, aby funkcja byla ggla
rowniez w tych punktach. Student musi skorzysta
z warunku cigtosci funkcji w punkcie, czyli policz§
granice jednostronne w badanym punkcie, przyréwea
do siebie oraz do warloi funkcji. Swoje obliczenia ma
sprawdzé za pomog prezentowanego apletu.

~ Widok Grafiki X | » Widok Grafiki 2 X

[ f(x)

Dla jakich wartosci parametrow v, (3 funkcja N
« + cosz, <0

f(z) arcsin(z —1),0 < x < 2

3 —x x 2

Funkcja jest ciagly w punkcie gdy:  lim f(z) = lim f(x) = f(xy) /
il w2
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Rys. 15. Aplet — dob6r parametréw, aby funkcja loydgta
w punkcie

Na rysunku 16 w prawym oknie mamy zju
przedstawiony wykres funkcji ggitej w obu punktach.
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| 2 f(x)

Dla jakich wartosci parametréw v, 3 funkcja
([ a+ cosz, z<0
arcsin(z —1),0 <z < 2
3 — x, r > 2

Funkcja jest ciagla w punkcie gdy.  1im f(z) = lim f(x) = f(x)
lim (@ + cosx) = a +cos0 =a+1

“/: /\
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Rys. 16. Aplet — funkcja sgta

2.8. Réwnanie rekurencyjne

Kolejny przykfad przedstawia metodvyznaczania
rozwigzania rekurencji liniowo jednorodnej
z wykorzystaniem oprogramowania GeoGebra. Aby
znalez¢ wzOr ogolny w postaci jawnej nale najpierw
rozwigza¢ uklad rowna z trzema niewiadomymi.
Niewiadome ukladu zostaly wyznaczone za pamnoc
metody eliminacji Gaussa.

Rys. 17. Aplet - rownanie rekurencyjne

3. GEOGEBRA JAKO NARZEDZIE DO NAUKI
ALGORYTMOW

Jednym z podstawowych algorytmoéw nauczanych na
akademickich kursach matematyki jest eliminacja $Sau
(lub eliminacja Gaussa-Jordana). Algorytm ten Zgsta
wykorzystany w aplecie 17. W artykule [1] pokagaily
jak utworzy¥ w GeoGebrze aplet wspomag@j nauk
tego algorytmu, ktory mana umigci¢ w kursie online.

W czasie zai¢ ¢wiczeniowych mana natomiast ay¢
widoku CAS (ang. Computer Algebra System — System
Algebry Komputerowej). Macierz w GeoGebrze
reprezentowana jest jako lista wierszy, wiersze jidgty
elementéw. Poszczeg6lne elementy listy ¢ose g za
pomog polecenia Element.

Zadanie. Rozvaiz uktad rowna:
xl_xz_SX3+x4=2
le - sz - 1OX3 + ZX4 = 4‘
_3x1 + 3x2 + ZX3 - 4X4 = 2

Oto jak maemy rozwijzat nasze zadanie krok po
kroku wywajac widoku CAS:
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>>A:={{1,-1,-3,1,2},{2,-2,-10,2,4},{-3,3,2,-4,2}}
Al:={Element[A, 1], Element[A, 2]-2*Element[A, 1],
Element[A, 3]+3*Element[A, 1]}

>>A2:={Element[Al, 1], Element[Al, 2], Element[Al,
3]-(-7/(-4))*Element[A1, 2]}
>>A3:={Element[A2, 1], 2],(-
1)*Element[A2, 3]}

>>A4:={Element[A3, 1]-Element[A3, 3], Element[A3,
2],Element[A3, 3]}

>>A5:={Element[A4, 1]-(-3/1)*Element[A4, 2],
Element[A4, 2],Element[A4, 3]}

(-1/4)*Element[A2,

GeoGebra ma wbudowane polecenie za pamoc
ktébrego moglibymy od razu wyznacZy macierz
koncowg A5: ReducedRowEchelonForm[A], jednak
naszym celem byfa nauka algorytmu.

Ciekawe informacje dotygze konstrukcji e-kursow
z wykorzystaniem GeoGebry mua znale¢ miedzy
innymi w pracy [2].

4. MATLAB NA ZAJ ECIACH Z MATEMATYKI

4.1. MATLAB — narzedzie inzyniera

MATLAB jest oprogramowaniem powszechnie
wykorzystywanym do wykonywania oblicze
numerycznych przez ignieréw [3]. Studenci wielu
wydziatéw uczelni technicznych mgg nim do czynienia
w trakcie studiéw. Obecnie w MATLABIE dagtnych
jest okoto 8000 poledez r&znych dziedzin.

4.2. Eliminacja Gaussa

Implementacja algorytmu Gaussa wymagaycia
petli. Tworcy GeoGebry postawili sobie za cel prostiej
interfejsu rezygnuic z tej jednej z podstawowych
konstrukcji wysgpujacych w programowaniu. Memy
wprawdzie zaimplementowa proste pgtle jako chgi
(z wyciem suwakéw) lub maemy tworzy¢ skrypty
GeoGebry oraz skrypty JavaScript, w ktérych zlwee
jest wywanie gtli, jednak wspomniane technika $rudne
do wycia w czasie zaf ze studentami. Dw tatwiejszym
jest implementacja algorytmu Gaussa wykorzystuj
MATLABA.

Za pomog prostego kodu skitadgjego s¢ z dwoch
zagniedzonych gtli for mozemy zademonstrowa
studentom dziatanie tego algorytmu na przyktadkiadu
z apletu 17. Ukfad ten reprezentujemy przez macierz
rozszerzoa uktadu.

A=[1,1,1,3; 2,4,-3,3; 4,16,9,29]

%Algorytm Gaussa (eliminacja zmiennych w dot)

for k=1:2

for w=(k+1):3
A(w,:)=A(w,:)-(Aw,K)/AKK)).*A(K,:);

end

A %wypisanie macierzy

end

%Eliminacja zmiennych w gér

for k=3:-1:1

AK,))=(L/AKk,K)).*A(Kk,:);
for w=k-1:-1:1
A(w,:)=A(w,:)- A(w,K).*A(K,:);
end
A %wypisanie macierzy
end
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Implementacja ogdlniejszej wersji algorytmu Gaussa
jest bardziej skomplikowana. Memy dochodzi do niej
na zagciach matymi krokami rozwajac kolejne
pomocnicze uklady rowma Ze wzgédu na obgjtosé
artykutu nie podajemy przyktadowego kodunkowego.
Zainteresowanego czytelnika odsylamy do strony
www.pg.gda.pl/~marwata/matlab/.

W MATLABIE dostepne jest rownig polecenie rref
realizugce algorytm Gaussa-Jordana.

4.3. Generowanie fraktali — trojkat Sierpinskiego

W artykule [4] prezentowalimy aplety GeoGebry
generujce fraktale. Atrakcyjny wygh fraktali mae by
bod’cem dla studentéw, by h#j zainteresowasie ich
matematycznymi witasgoiami. Napisanie skryptow
tworzacych fraktale jest fatwiejsze w MATLABIE i
w GeoGebrze. Za pomgealedwie kilku poleae (rand, if
else, for) maemy napisé skrypt generucy trojkat
Sierpirskiego, rozwizujacy ponizsze zadanie.

Zadanie. Dane gs trzy punkty P1, P2, P3, ebtigce
wierzchotkami trojlgta. Wybieramy dowolny
(dodatkowy) punkt P.

K1. Losujemy jedn z liczb 1, 2, 3.

K2. Wyznaczamy punkt PSetiacy srodkiem odcinka
taczacego wierzcholek o wylosowanym numerze
z punktem P. Zaznaczamy punkt PS.

K3. Uaktualniamy punkt P=PS.

K4. Powtarzamy kroki K1-K4.

Napisz program w MATLABIE realizgcy powyzszy
algorytm. Powtérz kroki K1-K4 1000, 2000, 10000@ya
jaki obrazek otrzymak®

Rys. 18. Wynik dziatania skryptu dla 1000 i 100Q@Qvtorzé

4.4. Generowanie fraktali — inne przyktady

W algorytmach IFS do generowania fraktali
wykorzystuje s} kilka przeksztatce, ktore mana
zdefiniowa za pomog macierzy: obroty, przesuiia,
skalowania. Daje to znakomitmazliwos¢é pokazania
zastosowania algebry liniowej. Posze fraktale
wygenerowane zostaty w MATLABIE przy zyciu
algorytmoéw IFS i L-systemow.

Rys. 19. Li¢ klonu wygenerowany w MATLABIE
algorytmem IFS
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Rys. 20.Smok utworzony w MATLABIE za pompt-systemu

Rys. 21. Piramida Sienfgkiego utworzona w MATLABIE
5. WNIOSKI KO NCOWE

W akademickim nauczaniu matematyki, zmé
oprogramowanie m@ st uzupetnigd. GeoGebra ufatwia
tworzenie wizualizacji pef matematycznych oraz
osadzanie ich za pompcserwisu GeoGebraTube w e-
kursach. Widok CAS GeoGebry e by wykorzystany

podczas zgf z algebry liniowej i analizy matematycznej.
Jeli mamy tak mozliwosé, mazemy zasfpi¢c uzycie
widoku CAS pakietem MATLAB. Gdy chcemy
przedstawd algorytmy, w ktérych wymagane jest
wielokrotne powtarzanie pewnych operacji GeoGebra
przestaje by pomocna, wyborem nie byt MATLAB.
Autorzy wykorzystuy niektére z prezentowanych
apletéw GeoGebry w e-kursach wspomagggh proces
dydaktyczny nauczania matematyki na prowadzonych
przez siebie zagiach (blended-learning). Kursy te s
w trakcie udoskonalania. W niedalekiej przyseto
planowane $ badania dotycxe wpltywu zastosowanych
rozwiazan na efektywnéc¢ uczenia si przez studentow.
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SELECTED SOFTWARE SUPPORTING MATHEMATICS TEACHING

In the first part of the paper we present someetpreated in GeoGebra. These examples can bénugedprocess of
teaching mathematics both in classroom and asemiaterials in e-courses. Visualizing difficult fmatatical terms and
notions we help young people to understand mathesnand even touch and feel it. The second pavtiprticle is devoted
to possible scenarios of utilizing MATLAB and Ged®a in classroom teaching during linear algebrades. MATLAB is
commonly used software by students of technologyeusities for performing numerical calculations.

Keywords: GeoGebra, visualization, MATLAB.
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