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Zastosowanie metody zbiorów losowych

w modelowaniach numerycznych w geoin¿ynierii

Streszczenie: W artykule przedstawiono przegl¹d zastosowañ metody zbiorów losowych w modelowaniu nume-

rycznym ró¿nych zagadnieñ geoin¿ynierskich. Przyjêcie w³aœciwych wartoœci parametrów wejœciowych do

obliczeñ ma bardzo istotny wp³yw na uzyskiwane wyniki obliczeñ. Niejednokrotnie w obliczeniach nume-

rycznych wprowadza siê uœrednione wartoœci parametrów wejœciowych. Podejœcie to mo¿e byæ obarczone

du¿ym ryzykiem spowodowanym niepewnoœci¹ w okreœlaniu wartoœci tych parametrów. Naturalna zmiennoœæ

parametrów oraz ograniczenia metod ich oznaczania powoduj¹, ¿e czêsto parametry przedstawia siê w postaci

zakresów ich wartoœci. W tym kontekœcie istotne jest pozyskanie informacji o parametrach z mo¿liwie licznych

Ÿróde³. Metoda zbiorów losowych pozwala na formalne okreœlenie niepewnoœci zwi¹zanych z doborem para-

metrów wejœciowych do obliczeñ numerycznych.

W pierwszej czêœci pracy omówiono g³ówne przyczyny niepewnoœci w rozpoznawaniu parametrów fizyczno-

-mechanicznych przyjmowanych do obliczeñ. W kolejnej czêœci przedstawiono krótki opis teoretyczny metody

zbiorów losowych, a nastêpnie omówiono wybrane jej zastosowania w modelowaniu numerycznym zagadnieñ

geoin¿ynierskich. W podsumowaniu podkreœlono zalety i ograniczenia metody zbiorów losowych.

S³owa kluczowe: metoda zbiorów losowych, modelowanie numeryczne, parametry wejœciowe

Application of the random sets theory in numerical modeling

in geoengineering

Abstract: This article presents a review of random sets theory applied in numerical modeling of various geo-

-engineering issues. Use of the proper input parameters for numerical calculation has a crucial impact on the

results of the calculation. In the numerical calculation, the input parameter values are often averaged. The risk in

taking this approach is caused by uncertainties in the values of parameter determination. Natural variability of

the parameters and limitations of the determining methods cause the parameters to be shown as a range

of values. In this context, it is important to obtain information about the parameters from multiple sources.

The random sets theory makes it possible to handle uncertainties connected with the selection of input

parameters in a very specific way.
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The first part of the article explains the main reasons for uncertainties in the determination of physical-

-mechanical parameters. A short theoretical description of random sets theory is then presented. The analysis

goes on to describe the chosen applications of the random sets theory in numerical modeling of geo-

-engineering issues. Finally, the article concludes with the advantages and disadvantages of the random

sets theory.

Key words: random set theory, numerical modeling, input properties

Wprowadzenie

W skomplikowanych warunkach naturalnych i technicznych oraz znacz¹cej zmien-

noœci masywu skalnego istnieje wiele czynników decyduj¹cych o jego zachowaniu (Tajduœ

i in. 2012):

— warunki zalegania warstw skalnych,

— stopieñ ich naruszenia,

— podzielnoœæ i blokowoœæ warstw skalnych,

— w³aœciwoœci fizyczno-mechaniczne,

— temperatura ska³,

— warunki hydrogeologiczne,

— pierwotny stan naprê¿enia.

Opis zachowania tak z³o¿onego oœrodka mo¿na przeprowadziæ za pomoc¹ modelo-

wania numerycznego. Jednak, aby uzyskaæ poprawne wyniki obliczeñ, pod wzglêdem

jakoœciowym i iloœciowym, nale¿y zwróciæ szczególn¹ uwagê na wiele zagadnieñ, tj. dobór

w³aœciwego modelu geomechanicznego, wprowadzenie odpowiednich warunków brzego-

wych i pocz¹tkowych lub przyjêcie poprawnych wartoœci parametrów oœrodka skalnego lub

gruntowego (Tajduœ i in. 2012).

W wielu przypadkach w³aœciwe oznaczenie parametrów jest utrudnione ze wzglêdu

na stopieñ skomplikowania oœrodka geologicznego. Przyk³adowo, jedn¹ z podstawowych

metod stosowanych do rozpoznawania masywu skalnego s¹ wiercenia badawcze. Wiêkszoœæ

wierceñ wykonywana jest metod¹ obrotowo-rdzeniow¹ poniewa¿ daje ona mo¿liwoœæ po-

zyskania odpowiednio du¿ych i nieuszkodzonych rdzeni, na podstawie których okreœla siê

w³aœciwoœci odkszta³ceniowe i wytrzyma³oœciowe ska³y. Nale¿y jednak braæ pod uwagê

wiele czynników wp³ywaj¹cych na jakoœæ rdzeni otrzymywanych podczas wiercenia, tj.:

prêdkoœæ wiercenia, rodzaj œwidra, si³a nacisku, ciœnienie p³uczki, prêdkoœæ obrotowa

(Tajduœ i in. 2012). Wszystkie te czynniki w du¿ej mierze wp³ywaj¹ na jakoœæ prób, a co za

tym idzie na dok³adnoœæ oznaczania parametrów fizyczno-mechanicznych. Niejednokrotnie

równie¿, szczególnie w przypadku projektów geotechnicznych o mniejszym zakresie roz-

poznania, z powodów finansowych wykonuje siê niewielk¹ liczbê otworów badawczych.

Powstaje wtedy potrzeba wykorzystania alternatywnych Ÿróde³ informacji o parametrach,

czyli: danych literaturowych lub wiedzy eksperckiej o wynikach prac archiwalnych w ana-

logicznych warunkach. Niekompletna wiedza o parametrach powoduje, ¿e s¹ one czêsto

przedstawiane w postaci zakresów wartoœci bez mo¿liwoœci okreœlenia ich rozk³adu praw-

dopodobieñstwa. W konsekwencji w gromadzeniu informacji o parametrach pojawia siê

wiele niepewnoœci. Helton (1997) zwraca uwagê na z³o¿ony charakter niepewnoœci, wprowa-

dzaj¹c podzia³ na niepewnoœæ losow¹ i epistemologiczn¹. Niepewnoœæ losowa, obiektywna

(ang. aleatory uncertainty) wynika z du¿ej zmiennoœci wartoœci parametru w populacji.
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Niepewnoœæ subiektywna (ang. epistemic uncertainty) wi¹¿e siê z brakiem wiedzy o danym

parametrze.

Ze wzglêdu na znacz¹cy rozwój metod modelowania numerycznego poszukuje siê

sposobów formalnego ujêcia niepewnoœci parametrów wejœciowych do obliczeñ w zagad-

nieniach geotechnicznych. Mo¿na do tego celu wykorzystaæ metodê zbiorów losowych,

która jest pomocnym narzêdziem w reprezentowaniu matematycznej niepewnoœci, omija-

j¹cym niektóre wady klasycznej teorii prawdopodobieñstwa (Schweiger i Peschl 2005).

W dalszej czêœci artyku³u dokonano teoretycznego omówienia metody zbiorów lo-

sowych. Nastêpnie przedstawiono wybrane przyk³ady jej zastosowania w zagadnieniach

geoin¿ynierskich. W podsumowaniu opisano zalety i wady proponowanej metody.

1. Podstawy teoretyczne metody zbiorów losowych

Metoda zbiorów losowych dostarcza narzêdzia pozwalaj¹cego na formalne ujêcie in-

formacji o zmiennych, w postaci zakresów ich wartoœci opisanych dyskretnym rozk³adem

prawdopodobieñstwa.

Podstawy teoretyczne metody zbiorów losowych by³y szczegó³owo opisywane w pra-

cach wielu autorów (np. Debois i Prade 1991; Tonon i in. 2000; Schweiger i Peschl 2007;

Hall i in. 2004).

Niech X bêdzie niepustym zbiorem zawieraj¹cym wszystkie mo¿liwe wartoœci pa-

rametru x. Dubois i Prade (1991) definiuj¹ skoñczony zbiór okreœlony na zbiorze X jako

para (F,m) gdzie F A i ni� �{ : , ... , }1 jest klas¹ podzbiorów zbioru X i m jest prawdo-

podobieñstwem, ¿e dany element zbioru X nale¿y do Ai przy czym:

m : [ , ]F � 01

m ( )� � 0

A

m A

�
� �

F

( ) 1

Ka¿dy podzbiór A X� , dla którego m A( ) � 0 nazywany jest elementem ogniskowym.

F jest rodzin¹ elementów ogniskowych indukowanych przez podstawowe przyporz¹dko-

wanie prawdopodobieñstwa m. Dla ka¿dego zbioru losowego (F,m) mo¿na zdefiniowaæ

funkcjê przekonania (Barczak 2010) Bel(A) (ang. belief function) i funkcjê wiarygodnoœci

Pl(A) (ang. plausibility function):

� � � � �
	
�A X Bel A m B Pl A

B A

, ( ) ( ) ( )1

� � � � �

 ��
�A X Pl A m B Pl A

B A

, ( ) ( ) ( )1
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Równania te okreœlaj¹ granice prawdopodobieñstwa zbiorów danych. Bel(A) mo¿na

potraktowaæ jako doln¹ granicê prawdopodobieñstwa natomiast Pl(A) jako górn¹ granicê

(Hall i in. 2004). Je¿eli F jest z³o¿one tylko i wy³¹cznie ze zbiorów jednoelementowych,

to wtedy Bel = Pl i m jest podstawow¹ miar¹ prawdopodobieñstwa.

Jeœli jest dostêpne wiêcej ni¿ jedno Ÿród³o informacji o danym parametrze, metoda

zbiorów losowych wymaga ich po³¹czenia (Hall i in. 2004). W sytuacji, gdy tylko jedno ze

Ÿróde³ wydaje siê byæ poprawne, lecz nie wiadomo które, stosuje siê procedurê przy-

pisywania jednakowego prawdopodobieñstwa wyst¹pienia danych ze wszystkich Ÿróde³.

Przy za³o¿eniu, ¿e to liczba Ÿróde³ informacji o parametrze x, to dla ka¿dego elementu

ogniskowego A X� P( ):

m A
n

m Ai

i

n

( ) ( )�
�
�

1

1

Oprócz mo¿liwoœci praktycznego po³¹czenia teorii prawdopodobieñstwa i informacji

opartej na zbiorach, zbiory losowe mo¿na bezpoœrednio wykorzystaæ w ró¿nego rodzaju

relacjach funkcyjnych (Tonon i in. 2000). Niech g bêdzie odwzorowaniem

X X YN1 � � �� , a x xN1 � �� zmiennymi, których wartoœci nie s¹ ca³kowicie znane.

Niepe³na wiedza na temat x x xN� � �1 � , w³¹czaj¹c w to wszystkie zale¿noœci x =

� ( , , )x xN1 � mo¿e byæ wyra¿ona w postaci relacji losowej 
, któr¹ jest zbiór losowy (F,m)

oparty na iloczynie kartezjañskim zbiorów X X N1 � �� . Zbiór losowy ( , )
 � , który jest

obrazem (F,m) przez g mo¿na przedstawiæ jako:


� � � � �{ ( ), ( ) }, ( ) { ( ), }R g A A g A g Aj i i i iF x x

�( ) ( )

: ( )

R m Aj

A R g A

i

i j i

�
�
�

Jeœli A Ai n, ,� s¹ odpowiednio zbiorami na X X N1 � �� i x xN1 � �� s¹ niezale¿ne, to

po³¹czone podstawowe prawdopodobieñstwo wartoœci wynikowej m A A N( )1 � �� jest

dane przez:

m A A N( )1 � �� =

i

n

i i nm A A A

�
� � � �


1

1( ), �

Jeœli element ogniskowy Ai jest zamkniêtym przedzia³em liczb rzeczywistych: Ai =

� �{ | [ , ]}x x l ui i to funkcje dolnej F*(x) i górnej F*(x) granicy skumulowanego prawdo-

podobieñstwa mo¿na otrzymaæ ze wzorów (Schweiger i Peschl 2005):

F x m A

i x u

i

i

*

:

( ) ( )�
�

�
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2. Zastosowanie metody zbiorów losowych

w modelowaniach numerycznych w geoin¿ynierii

Przydatnoœæ metody zbiorów losowych w po³¹czeniu z modelowaniami numerycz-

nymi w zagadnieniach geoin¿ynierskich jest szeroko opisywana w literaturze œwiatowej

(Schweiger i Peschl 2007; Tonnon i in. 2000; Nasekhian i Schweiger 2010; Peschl 2004;

Hall i in. 2004).

Przyk³adowo, Nasekhian i Schweiger (2010), Pottler i in. (2009) i Peschl (2004) przed-

stawiaj¹ sposób modyfikacji obliczeñ numerycznych metod¹ elementów skoñczonych

w po³¹czeniu z metod¹ zbiorów losowych – RS-FEM (ang. Random Set Finite Element-

-Method). Zaproponowan¹ metodykê obliczeñ podzielili na szeœæ etapów. W pierwszym

z nich dokonuj¹ wyboru programu do modelowañ numerycznych wykorzystywanego w dal-

szych obliczeniach. Nastêpnie przeprowadzaj¹ analizê istotnoœci parametrów wejœciowych

pod k¹tem oceny, który z nich nale¿y rozpatrywaæ jako zbiory losowe. W trzecim etapie

redukuj¹ wartoœci parametrów pod k¹tem ich zmiennoœci przestrzennej za pomoc¹ metody

zaproponowanej przez Vanmarcke’a (1983). Czwarty etap polega g³ównie na konstrukcji

plików wejœciowych do obliczeñ przy u¿yciu metody zbiorów losowych. W etapie pi¹tym

przeprowadzaj¹ obliczenia numeryczne z wykorzystaniem programu bazuj¹cego na meto-

dzie elementów skoñczonych. Ostatni etap dotyczy analizy niezawodnoœci, polegaj¹cej na

porównaniu wyników obliczeñ z wartoœciami pomierzonymi w warunkach rzeczywistych.

Metodyka ta zosta³a przybli¿ona przyk³adem analizy numerycznej statecznoœci tunelu ko-

munikacyjnego w Niemczech wykonywanego wed³ug Nowej Austriackiej Metody Tune-

lowania (NATM). Do obliczeñ numerycznych wykorzystali program PLAXIS (Brinkgreve

2000) oparty na metodzie elementów skoñczonych. Wœród rozpatrywanych parametrów

wejœciowych znalaz³y siê: k¹t tarcia wewnêtrznego �, spójnoœæ efektywna c, wspó³czynnik

rozporu bocznego K0, modu³ sprê¿ystoœci Younga górotworu otaczaj¹cego Es, i betonu

natryskowego Esh oraz wspó³czynnika relaksacji Rf. W trakcie obliczeñ analizowano prze-

mieszczenia pionowe w stropie tunelu, przemieszczenia pionowe i poziome w ociosach,

maksymalne momenty bezw³adnoœci obudowy tunelu oraz wspó³czynnik bezpieczeñstwa

przed instalacj¹ obudowy ostatecznej. W wyniku otrzymano rozk³ady górnej i dolnej granicy

prawdopodobieñstwa wyst¹pienia analizowanych wielkoœci opisuj¹cych stan naprê¿enia

i odkszta³cenia. Uzyskane wyniki obliczeñ porównano z wartoœciami pomierzonymi w wa-

runkach rzeczywistych potwierdzaj¹c ich zgodnoœæ, a w konsekwencji poprawnoœæ przy-

jêtych za³o¿eñ w zaproponowanej metodyce.

Podobne zagadnienie omówiono w pracy Sysika i Siemiñskiej-Lewandowskiej (2006)

na przyk³adzie obliczeñ numerycznych statecznoœci tunelu kolejowego wykonanego now¹

metod¹ austriack¹ w utworach wapiennych. Zasymulowano poszczególne fazy budowy

tunelu opieraj¹c siê na danych wejœciowych pochodz¹cych z badañ geotechnicznych i wyz-

naczonych na podstawie opinii eksperta. Do analizy przyjêto 12 parametrów charakte-
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ryzuj¹cych w³aœciwoœci 3 warstw geotechnicznych oraz dodatkowo 2 parametry charaktery-

zuj¹ce w³aœciwoœci betonu natryskowego w obudowie liniowej tunelu. Spoœród wszystkich

analizowanych parametrów wyznaczono 3 parametry najbardziej istotne: modu³ deformacji

warstwy II, modu³ deformacji warstwy III oraz k¹t tarcia wewnêtrznego warstwy III.

W wyniku obliczeñ otrzymano rozk³ady górnej i dolnej granicy prawdopodobieñstwa wyst¹-

pienia danych wartoœci przemieszczenia pionowego w stropie obudowy tunelu. Wyniki

obliczeñ okaza³y siê zgodne z wartoœciami pomierzonymi w warunkach rzeczywistych.

Inny przyk³ad dotyczy modelowania numerycznego zachowania siê g³êbokiego wykopu

w s³abym oœrodku gruntowym z zastosowaniem œciany oporowej wzmocnionej stalowymi

kotwiami (Peschl 2004; Schweiger i Peschl 2005). Obliczenia mia³y na celu ocenê ryzyka

zniszczenia obiektu budowlanego znajduj¹cego siê w bezpoœrednim s¹siedztwie wykopu.

Do modelowania przyjêto parametry charakteryzuj¹ce trzy warstwy geotechniczne. Infor-

macje o parametrach pozyskano na podstawie dokumentacji z badañ geotechnicznych

oraz opinii eksperta. Analizowano nastêpuj¹ce parametry: spójnoœæ oœrodka c, k¹t tarcia

wewnêtrznego � oraz modu³ deformacji Eoed. Do obliczeñ przyjêto program PLAXIS

(Brinkgreve 2000), za pomoc¹ którego obliczano wspó³czynnik ugiêcia fundamentów obiek-

tu budowlanego, przemieszczenia poziome w górnej czêœci œciany oporowej oraz si³y

dzia³aj¹ce na kotwie stalowe. W efekcie dokonano porównania otrzymanych wyników

przemieszczeñ oraz si³ z wartoœciami pomierzonymi w warunkach rzeczywistych, stwier-

dzaj¹c ich zgodnoœæ, a w konsekwencji poprawnoœæ wykonanego modelu.

Sysik i Siemiñska-Lewandowska (2006) opisali w swojej pracy metodê matematycznej

reprezentacji niepewnoœci, opart¹ na teorii zbiorów losowych. Przedstawiono przyk³ad

obliczeñ numerycznych tunelu kolejowego wykonanego now¹ metod¹ austriack¹ (NATM)

w utworach wapiennych. Zasymulowano poszczególne fazy budowy tunelu opieraj¹c siê na

danych wejœciowych pochodz¹cych z badañ geotechnicznych i wyznaczonych na podstawie

opinii eksperta. Do analizy przyjêto dwanaœcie parametrów charakteryzuj¹cych trzy warstwy

geotechniczne oraz dodatkowo dwa parametry charakteryzuj¹ce beton natryskowy w obu-

dowie liniowej tunelu. Spoœród wszystkich analizowanych parametrów wyznaczono trzy

parametry najbardziej istotne: modu³ deformacji warstwy II , modu³ deformacji warstwy III

oraz k¹t tarcia wewnêtrznego warstwy III . W wyniku obliczeñ otrzymano rozk³ady górnej

i dolnej granicy prawdopodobieñstwa wyst¹pienia danych wartoœci przemieszczeñ pio-

nowych w stropie obudowy tunelu. Wyniki obliczeñ okaza³y siê zgodne z wartoœciami

pomierzonymi w warunkach rzeczywistych.

Hall i inni (2004) oraz Pilecki i inni (2014) zajmowali siê numeryczn¹ analiz¹ statecz-

noœci terenów zagro¿onych ruchami masowymi z zastosowaniem metody zbiorów losowych.

W pracy Pileckiego i in. (2014) obliczenia dotycz¹ powstania osuwiska, w warunkach

geologiczno-in¿ynierskich, typowych dla fliszu karpackiego. Do obliczeñ numerycznych

wykorzystano program FLAC (2007), bazuj¹cy na metodzie ró¿nic skoñczonych. W analizie

rozpatrywano trzy warstwy geotechniczne, z których ka¿da by³a scharakteryzowana przez

trzy parametry: spójnoœæ oœrodka c, k¹t tarcia wewnêtrznego � oraz gêstoœæ objêtoœciow¹ �.

W efekcie obliczeñ dla przyjêtych wartoœci parametrów wejœciowych otrzymano doln¹

i górn¹ granicê prawdopodobieñstwa dla obliczonych wartoœci wspó³czynnika bezpie-

czeñstwa osuwiska. Otrzymane wyniki porównano z wynikami obliczeñ dla parametrów

wejœciowych, bêd¹cych œrednimi arytmetycznymi w przedziale ich zmiennoœci. Wyniki

obliczeñ uzyskane dla œrednich wartoœci nie przewidywa³y utraty statecznoœci, natomiast
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obliczenia oparte na metodzie zbiorów losowych wskazywa³y na utratê statecznoœci z okreœ-

lonym prawdopodobieñstwem.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono w sposób przegl¹dowy problematykê dotycz¹c¹ zastosowania

metody zbiorów losowych w modelowaniu numerycznym zagadnieñ geoin¿ynierskich.

Jednym z podstawowych problemów takiego modelowania jest sposób przyjêcia w³aœci-

wych parametrów wejœciowych. Niejednokrotnie informacje o tych parametrach s¹ niepre-

cyzyjne, niekompletne i obarczone du¿¹ niepewnoœci¹. Zastosowanie metody zbiorów

losowych w modelowaniach numerycznych daje mo¿liwoœæ przypisania prawdopodo-

bieñstwa dla przedzia³u mo¿liwych zmian wartoœci wielkoœci wynikowej np. wspó³-

czynnika bezpieczeñstwa. Efektem obliczeñ z wykorzystaniem metody zbiorów losowych

jest górna i dolna granica prawdopodobieñstwa wyst¹pienia danej wielkoœci wynikowej.

Taki sposób rozwi¹zania zagadnienia mo¿e byæ ³atwo weryfikowany poprzez porównanie

z wynikami pomierzonymi w warunkach rzeczywistych, co zosta³o pokazane w omówio-

nych przyk³adach.

Zaproponowana metoda pozwala w sposób probabilistyczny uwzglêdniæ nieprecyzyj-

ne lub niekompletne informacje na temat parametrów wejœciowych przyjmowanych do

obliczeñ numerycznych. Metoda zbiorów losowych pozwala równie¿ na uwzglêdnienie

ró¿nych Ÿróde³ informacji na temat danego parametru.

Jej wad¹ jest relatywnie wysoka liczba realizacji procedur obliczeniowych, co przy

modelowaniu z³o¿onych zagadnieñ geoin¿ynierskich skutkuje znacznie wyd³u¿onym cza-

sem obliczeñ.
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