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ZASTOSOWANIE METOD BAYESOWSKICH 

DO PROGNOZOWANIA TEMPERATURY STALI W KADZI 

ODLEWNICZEJ I KADZI PO REDNIEJ

W artykule przedstawiono podstawy metodyczne dla prognozowania i analizy ryzyka procesu produkcyjnego w 
hutnictwie elaza i stali, ze szczególnym uwzgl dnieniem prognozowania temperatury w ró nych fazach procesu sta-
lowniczego. Metodyka oparta jest na reprezentacji systemu dynamicznego w przestrzeni stanu oraz wnioskowaniu 
bayesowskim. Pozwala to przede wszystkim uchyli  za o enie o sta o ci szacowanych parametrów, prowadzi  analiz  
dla ca o ci rozk adu statystycznego oraz uwzgl dni  tzw. informacj  a priori czyli pochodz c  spoza zbioru danych. 
Praca ma charakter przegl dowy i stanowi podstaw  do dalszych bada , których ostatecznym celem jest wdro enie 
systemu prognozowania i analizy ryzyka w jednej z polskich stalowni, a nast pnie opracowanie podobnych rozwi za  
dla przypadku innych faz procesu hutniczego. Zaprezentowano zakres informacji na który zgod  wyrazi o kierownic-
two przedsi biorstwa.

S owa kluczowe: stalownia, temperatura ciek ej stali, analiza statystyczna, reprezentacja systemu dynamicznego 
w przestrzeni stanu, wnioskowanie bayesowskie.  

APPLICATION OF BAYESIAN METHODS FOR FORECASTING 

THE STEEL TEMPERATURE IN THE LADLE AND TUNDISH

The article presents the methodological basis for forecasting and risk analysis of the production process in the iron 
and steel industry, with particular emphasis on forecasting temperatures in the different stages of the steelmaking 
process. The methodology is based on the state space representation of a dynamic system and Bayesian inference. 
Above all it enables repeal the assumption of a constant estimated parameters, analyze the statistical distribution of 
the whole and take into account the so-called a priori information, from outside the dataset. Article is a review and 
provides a basis for further research, with the ultimate goal to implement a system for forecasting and risk analysis in 
one of the Polish steel mill, and then develop similar solutions for other phases of the metallurgical process. Presented 
range of information on which business executives expressed consent.

Key words: steel mill, crude steel temperature, statistical analysis, state space representation of dynamic system, 
bayesian inference

1 
 Dzi kuj  za konsultacje w dziedzinie technologii wytwarzania stali dr. in . Mariuszowi Boreckiemu, dr. in . Haraldowi Kani oraz dr. in . 

Bogdanowi Zdonkowi.

1. WPROWADZENIE

Prognozowanie temperatury w kadzi po redniej jest 
klasycznym zagadnieniem  z dziedziny metalurgii ela-
za i stali. Znane s  dwa podej cia do tego zagadnienia: 
modele Þ zyczne (wychodz ce z teorii termodynamiki) 
oraz modele statystyczne. Pierwsze podej cie, w naj-
bardziej zaawansowanej formie, wymaga stosowania 
z o onych metod obliczeniowych, takich jak metoda 
elementów sko czonych, w celu symulacji procesów 
opisuj cych zjawiska termodynamiczne oraz dynamik  
przep ywu cieczy. W metodzie tej, najcz ciej przyjmo-
wane jest za o enie o braku sk adnika losowego, które 
jest uchylane w modelach statystycznych. W klasie ta-
kich metod najcz ciej wykorzystywane s  sieci neuro-
nowe (extreme learning machine). Wed ug róde  litera-
turowych, predykcja za pomoc  metod statystycznych 
wymaga znacznie mniej czasu, a to ma istotne znacze-
nie praktyczne. Znane s  równie  przyk ady integracji 
obydwóch podej .

Wyst powanie sk adnika losowego jest zwi zane 
z dzia alno ci  cz owieka w trakcie procesu produkcyj-

nego. St d decyzje podejmowane w tych samych wa-
runkach nie s  w pe ni powtarzalne. Jest to podstawo-
we uzasadnienie zastosowania metod statystycznych 
w analizie i zarz dzaniu procesami produkcyjnymi. 

Powy sze metody, obejmuj ce teorie Þ zyczne oraz te 
wykorzystuj ce zarejestrowane w przedsi biorstwach 
dane liczbowe, opisuj ce stosunkowo stabilne pro-
cesy metalurgiczne, pozwalaj  jedynie na punktow  
prognoz  temperatury. Uogólnienie prognozy na ca y 
rozk ad statystyczny oraz uwzgl dnienie dodatkowej 
informacji spoza próby, co jest konieczne w przypadku 
wyst pienia nieplanowanych zdarze  (np. postojów) 
w celu skorygowania prognozy, wymaga zastosowania 
nieklasycznych metod statystycznych, do których nale-

 metody bayesowskie.     
Wnioskowanie bayesowskie jest historycznie najstar-

sz , statystyczn  metod  estymacji parametrów rozk a-
du prawdopodobie stwa. Polega ona na wykorzystaniu 
przy budowie przedzia ów estymacyjnych wzoru bry-
tyjskiego matematyka Thomasa Bayesa (1702–1763). 
W teorii tej szacowany parametr, czyli np. rednia, 
traktowany jest jako zmienna losowa. Za o enie takie 
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jest uzasadnione np. w przypadku statystycznej kontro-
li jako ci produkcji. Wskutek rozregulowania maszyn 
i urz dze  oraz ró nic w jako ci u ywanych materia ów 
i surowców, niektóre charakterystyki produkowanych 
partii wyrobów ulegaj  zmianom w czasie, odchylaj c 
si  losowo od za o onych standardów i norm. Podej-
cie bayesowskie jest zatem uzasadnione w przypadku 

prognozowania temperatury stali w kadzi odlewniczej 
i kadzi po redniej. Ze wzgl du na wyst powanie sk ad-
nika losowego, temperatura wydania z obróbki poza-
piecowej jest zwykle zawy ana, a utrzymanie jej na po-
ziomie jak najbli szym wymaganiom technologicznym 
ma istotne znaczenie zarówno dla utrzymania wysokiej 
jako ci produkowanej stali jak i obni enia kosztów zu-
ycia energii oraz zwi kszenia wydajno ci produkcji, 

co wi e si  z szybko ci  odlewania. Ponadto d enie 
do wi kszej precyzji sterowania procesami technolo-
gicznymi poprzez wykorzystanie du ych baz danych 
i modeli symulacyjnych ma swoje uzasadnienie eko-
nomiczne. Jest to mi dzy innymi rosn ca konkurencja 
rynkowa oraz rosn ce wymagania odbiorców wyrobów 
hutniczych. Wykorzystanie metod statystycznych jest 
tak e rozszerzeniem bada  w dziedzinie metalurgii na 
analiz  procesów technologicznych na miejscu, niejako 
na „ ywym organizmie” w czasie jego funkcjonowania. 

Zaprezentowana metodyka zostanie rozwini ta we 
wspó pracy z jedn  z polskich stalowni oraz Cardiff 
School of Engineering dzia aj c  w ramach Cardiff 
University, która specjalizuje si  w dziedzinie Intel-
ligent Manufacturing. Jej rozwój jest podyktowany 
przemianami strukturalnymi, jakie zachodz  w go-
spodarce, a które nazywane s  ju  „trzeci  rewolucj  
przemys ow ”. Ma ona doprowadzi  do powrotu niektó-
rych rodzajów przemys u, a co za tym idzie miejsc pra-
cy, do wysoko rozwini tych gospodarek europejskich. 
Masowe wytwarzanie podobnych do siebie produktów 
ma ust pi  miejsca bardziej zindywidualizowanej pro-
dukcji (mass customisation). Poniewa  przetwórstwo 
przemys owe staje si  w coraz wi kszym stopniu zin-
formatyzowane, w przedsi biorstwach gromadzone 
s  du e zbiory danych. Wiedza w nich zawarta oraz 
umiej tne jej wykorzystanie staje si  podstaw  do osi -
gni cia wysokich wska ników wzrostu gospodarczego 
oraz wysokiej pozycji rynkowej. Powsta a za tym idea 
przedsi biorstwa inteligentnego, które charakteryzuje 
si  równie  tym, e ludzie nie pracuj  w nim w ci kich 
warunkach. Wi e si  to z wyeliminowaniem cz owieka 
z niektórych procesów decyzyjnych, które zostan  prze-
j te przez systemy informatyczno-automatyczne, a to 
wi e si  z powstaniem nowych rodzajów ryzyka.

Zarz dzanie ryzykiem kojarzone jest najcz ciej z na-
ukami ekonomicznymi. Istnieje jednak rozwijaj ca si  
dziedzina wiedzy, której przedmiotem jest ryzyko ist-
niej ce w systemach technicznych. Jest to cz  ryzyka 
operacyjnego przedsi biorstwa przemys owego. Zwykle 
w systemach takich procesy techniczne i technologicz-
ne s  w wysokim stopniu kontrolowane. W zwi zku 
z tym, szczególnym przedmiotem bada  w tej dziedzi-
nie s  zdarzenia w przemy le przetwórczym charak-
teryzuj ce si  niskim prawdopodobie stwem zaj cia 
i powa nymi konsekwencjami, które obejmuj  wszelkie 
nieplanowane zdarzenia lub wypadki, powoduj ce zna-
cz ce straty biznesowe, w tym powa ne zak ócenia go-
spodarcze, które wynikaj  z zagro e  naturalnych, po-
wa nych awarii czy zak óce  w a cuchu dostaw. Zda-
rzenia te mog  wynika  z naturalnych róde  lub z ego 

funkcjonowania systemu zarz dzania oraz mog  by  
zwi zane z powa niejszymi, zewn trznymi czynnikami 
ryzyka, takimi jak zmiany klimatu lub nag e zmiany 
w technologii i regulacjach prawnych. Poniewa  tego 
rodzaju zdarzenia mog  mie  powa ne i d ugotermino-
we konsekwencje mog  by  rozpatrywane w kontek cie 
d ugofalowego, zrównowa onego rozwoju.

Oprócz przemian w systemach gospodarczych, mo na 
równie  zaobserwowa  przemiany w metodyce prowa-
dzenia bada  naukowych. Wed ug Harvard Business 
Review rozró niono cztery paradygmaty prowadzenia 
takich bada :

Eksperymentowanie (1. experimentation),
Teoria (2. theory),
Symulacje komputerowe (3. computation simulation),
Analiza du ych zbiorów danych (4. data analysis), ina-
czej zastosowania wszystkich znanych metod staty-
stycznej analizy danych w celu odkrywania zale no-
ci istniej cych w systemach przyrodniczych, tech-

nicznych czy gospodarczych. 
W zwi zku z tym, e w przedsi biorstwach groma-

dzone s  obecnie du e zbiory danych, które lepiej opi-
suj  procesy technologiczne ni  eksperymenty prowa-
dzone w laboratoriach, rozwój metodyki prowadzenia 
bada  naukowych wi e si  z opracowywaniem metod 
ich analizy, a w szczególno ci statystycznej analizy da-
nych. Istotne jest równie  to, e ci ar bada  nauko-
wych przenoszony jest z odkrywania nowych zale no ci 
na bardziej precyzyjny pomiar zale no ci ju  znanych, 
z uwzgl dnieniem czynników charakterystycznych dla 
danego miejsca, co pozwala lepiej zarz dza  procesami 
produkcyjnymi.

2. METODY STATYSTYKI BAYESOWSKIEJ

Przewidywanie zdarze  charakteryzuj cych si  ni-
skim prawdopodobie stwem zaj cia i powa nymi kon-
sekwencjami, wymaga uwzgl dnienia dodatkowej in-
formacji, spoza zbioru obserwacji. Podej cie takie jest 
charakterystyczne dla metod statystyki bayesowskiej, 
opartych na deÞ nicjach prawdopodobie stwa a priori  
(bezwarunkowego) oraz prawdopodobie stwa a poste-
riori (empirycznego, wynikowego) [1].

Stanowisko bayesowskie charakteryzuje równo-
prawne traktowanie wszystkich wielko ci wyst puj -
cych w modelu statystycznym (obserwacje, parametry, 
zmienne ukryte) i zgoda na w czenie do wnioskowania 
ogó u informacji wst pnych. W szczególno ci stosowa-
ne s  dwie zasady probabilistyki:

warunkowanie wzgl dem wielko ci obserwowanych,  
czyli danych statystycznych,
wyznaczanie rozk adów brzegowych, g ównie brze- 
gowych rozk adów a posteriori wielko ci b d cych 
przedmiotem badania (kluczowych parametrów lub 
przysz ych obserwacji).

Wnioskowanie o parametrze  (oznaczenia jak w ta-
beli 1) dokonywane jest na podstawie rozk adu warun-
kowego tego parametru przy ustalonych obserwacjach, 
czyli na podstawie tzw. rozk adu a posteriori o funkcji 
g sto ci danej wzorem Bayesa:

 ( )
( )

( ) ( )
p y

p y
p y p

i
i i

=    (1)

gdzie ( ) ( ) ( )p y p y p di i i=

H

#  

jest brzegow  g sto ci  wektora obserwacji.
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Formalnie, ró nice w stanowisku niebayesowskim 
i bayesowskim zosta y przedstawione w tabeli 1 [1, 2, 
5].

We wnioskowaniu bayesowskim istotne znaczenie 
odgrywaj  metody numeryczne, zastosowanie których 
pozwala na ca kowanie w celu uzyskania próby z roz-
k adu a posteriori. Do najbardziej znanych metod na-
le :

Kwadratury i aproksymacje Laplace’a,1. 

Metoda Monte Carlo z funkcj  wa no ci,2. 

Metoda eliminacji,3. 

Metoda Monte Carlo oparta na a cuchach Markowa 4. 

i jej rozwini cia w postaci algorytmów: „Hit-and-run”, 

„Multiple try Metropolis”, „Dynamic weighting”,

Algorytm Metropolisa-Hastingsa,5. 

Losowanie Gibbsa i jego uogólnienie – Slice Sam-6. 

pling.

Idea prawdopodobie stwa warunkowego mo e zosta  

wykorzystana do konstruowania modeli opisuj cych 

hutniczy proces produkcyjny. Pozwala to z jednej stro-

ny uwzgl dni  wiedz  a priori czyli pochodz c  spoza 

zbioru danych, a z drugiej uchyli  za o enie o sta o ci 

szacowanych parametrów w czasie. Poza tym zastoso-

wanie wnioskowania bayesowskiego pozwala progno-

zowa  nie tylko redni poziom wybranej zmiennej, ale 

ca y rozk ad prawdopodobie stwa. W zwi zku z tym 

informacja potrzebna osobom podejmuj cym decyzje 

oraz analizuj cym ryzyko jest pe niejsza. Przyk adem 

takiego zagadnienia jest prognozowanie i analiza ry-

zyka zmian temperatury w kadzi odlewniczej i kadzi 

po redniej. 

3. ZARYS METODYKI STOSOWANEJ 

W ZARZ DZANIU PROCESAMI 

HUTNICZYMI

Poni ej przedstawiono zarys metodyki zastosowanej 

przez zespó  pracowników Waseda University, Sumi-

tomo Metal Industries, Ltd i Kyoto University [3, 4], 

która jest podstaw  do prowadzenia w asnych bada  

w dziedzinie zastosowa  metod statystycznych w pro-

gnozowaniu oraz analizie ryzyka procesów hutniczych. 

Przyk ad dotyczy prognozowania temperatury w kadzi 

odlewniczej i kadzi po redniej, co jest istotne ze wzgl -

du na to, e odpowiedni jej poziom musi by  utrzymany 

w celu osi gni cia wysokiej jako ci produktu. Zapropo-

nowany model pozwala prognozowa  poziom tempera-

tury i jej rozk ad prawdopodobie stwa. Model mo e by  

zastosowany do:

planowania procesu wytwarzania stali,  

analizy wra liwo ci temperatury na zmiany parame- 

trów procesu, 

sterowania poziomem temperatury w ró nych fazach  

procesu. 

Przyk adowa baza danych, stworzona w jednym z ja-

po skich przedsi biorstw, zawiera 2 840 wierszy (re-

kordów), opisuj cych parametry 18 kadzi (od konwer-

tora do maszyny COS), obejmuj ce 78 zmiennych (np. 

temperatura ciek ej stali, sk ad chemiczny, stan kadzi, 

ilo  u la, ilo  elazostopów, czas obróbki, czas przej-

cia pomi dzy fazami,  ilo  energii doprowadzonej do 

podgrzania, parametry uku elektrycznego  itd.). 

Proces hutniczy od konwertora do maszyny COS zo-

sta  podzielony na 4 fazy i pi  miejsc pomiaru tempe-

ratury:

przed spustem z konwertora, 

po wprowadzeniu elazostopów do kadzi spustowej, 

przed i po odgazowywaniu, 

po wlaniu do kadzi po redniej maszyny COS. 

W zwi zku z tym, e proces hutniczy sk ada si  z wie-

lu faz (stanów systemu) wzajemnie od siebie zale nych, 

zastosowano reprezentacj  systemu dynamicznego 

w przestrzeni stanu, co krótko opisano poni ej. Mode-

le takie wykorzystywane s  np. do analizy cyklu ko-

niunkturalnego, który równie  charakteryzuje si  ró -

nymi fazami. S  one zaliczane do grupy metod analizy 

szeregów czasowych
2
 [5, 6].

Obserwowan  temperatur  w momencie t oznaczono 

jako Xt, pozosta e zmienne jako wektor Yt. Wszystkie 

zmienne potraktowano jako zmienne losowe (ich war-

to ci wyst puj  z okre lonym prawdopodobie stwem). 

Zmienn  oznaczaj c  stan systemu oznaczono jako Tt, 

przy czym stan systemu zmienia s  z Tt-1 na Tt, co opi-

suje równanie:

 Tt = ft(Tt-1, Yt) + t) (2)

 ( , ) ( : ( , ), )P T T Y N T f T Yt t t t t t t1 1
2v=

- -
 (3)

2  Wi kszo  modeli szeregów czasowych mo na zapisa  w nast pu-
j cej formie: yt = g(zt, , t), gdzie g jest znan  funkcj , zt jest wek-
torem zmiennych obja niaj cych zmiany yt ,  jest wektorem nie-
znanych parametrów podlegaj cych estymacji, a t opisuje sk ad-
nik losowy. Przy niezmiennej postaci funkcji g warto   opisuje 
jeden stan systemu, je eli natomiast  jest zmienne w czasie – t, 
to mamy do czynienia z opisem ró nych stanów systemu. Ogólna 
posta  klasy modeli przestrzeni stanów wygl da nast puj co: 

yt = Aat + Bzt + t – równanie dla zmiennych obserwowanych

at = Cat-1 + t – równanie stanu
Modele tej klasy s  u yteczne mi dzy innymi do opisu dynamiki 
charakteryzowanej  przez zmiany stanów, które zdaj  si  nie mie  
obserwowalnej i mierzalnej przyczyny, a tak e dynamiki zale nej 
od tzw. zmiennej prze cznikowej pomi dzy stanami, realizacjami 
której nie dysponujemy oraz dla której nie istnieje odpowiednia 
zmienna zast pcza. 

Tabela 1. Porównanie dwóch podej  w analizie statystycznej

Table 1. Comparison of the two approaches in statistical analysis

Stanowisko niebayesowskie Stanowisko bayesowskie

Niech wektor y Y R
n

! 1  oznacza mo liwy przebieg (mo liw  
realizacj ) zjawiska empirycznego. Rozwa ana jest rodzina rozk adów 

prawdopodobie stwa indeksowanych przez wektor R
s

! 1i H

( ),P p $ !i i H= " ,,

gdzie p(·| ):Y  R+ {0} jest funkcj  g sto ci okre lon  na zbiorze 
mo liwych realizacji zjawiska. Na gruncie niebayesowskim rodzina P 
deÞ niuje parametryczny model statystyczny – tzw. model próbkowy 
w ramach którego rozwa ane jest zagadnienie estymacji wektora  
(np. warto  oczekiwana czy wariancja) i jego funkcji. 

Na gruncie bayesowskim rodzina P nie stanowi jeszcze kompletnego 
modelu statystycznego. Obok modelu próbkowego wprowadzana 
jest miara probabilistyczna na zbiorze H  – o funkcji g sto ci p( ) – 
czyli tzw. rozk ad a priori. Bayesowski model statystyczny jest wi c 
jednoznacznie scharakteryzowany przez funkcj  cznej g sto ci dla 
wektora (potencjalnych) obserwacji i wektora parametrów, czyli:
p(y, ) = p(y| ) p( )

ród o: Opracowanie w asne na podstawie [1, 2, 5] 
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gdzie ( : , )N
2

$ n v ) oznacza rozk ad normalny z warto-
ci  oczekiwan  n  i wariancj  2

. Prognoza tempera-
tury obserwowanej jest dana równaniem: 

 Xt = Tt + t (4) 

 P(Xt|Tt) = N(Xt:T, 
2
) (5)

Prognozowanie temperatury polega na oszacowaniu 
parametrów odpowiednich rozk adów, co pokazano na 
rysunku 1. Tak wi c prognoza nie dotyczy tylko red-
niej, ale wszystkich parametrów opisuj cych rozk ad 
prawdopodobie stwa.

W celu obliczenia charakterystyk rozk adu prawdo-
podobie stwa P(T4|X0:3, Y1:4) stosowana jest procedura 
sekwencyjna. Wychodz c z za o enia, e Tt zale y wy-

cznie od Tt-1:

 P(Tt|T0:t-1) = P(Tt|Tt-1) (6)

oraz rozpoczynaj c od P(T0), przeprowadzane s  czte-
ry iteracje od P(Tt-1), a  do P(T4). W pierwszym kroku, 
przy za o eniu rozk adu a priori P(Tt-1) i poziomów 
zmiennych obserwowanych Xt-1, rozk ad P(Tt-1) modyÞ -
kuje rozk ad a posteriori  zgodnie z za o onym powy ej 
modelem. Obliczenia dokonywane s  zgodnie z nast -
puj c  formu :

 P(Tt-1|Xt-1) \  P(Xt-1|Tt-1)P(Tt-1) (7)

Nast pnym krokiem jest transformacja. Maj c dany 
rozk ad a posteriori o postaci P(Tt-1|Xt-1), rozk ad 
zmiennej prognozowanej P(Tt) obliczany jest za pomo-
c  formu y P(Tt|Tt-1, Yt) = N(Tt:ft(Tt-1, Yt), 

2
). W trakcie 

wykonywania iteracji, waga informacji wst pnej male-
je, a ro nie dok adno  predykcji.

Opisana powy ej metodyka zostanie zastosowana dla 
przypadku jednej z polskich stalowni. B dzie ona rów-

nie  podstaw  do rozwini cia innych rodzajów metodyki 
oraz zastosowa  dla innych etapów hutniczego procesu 
produkcyjnego.

Poni ej przedstawiono przyk ad pokazuj cy ide  
zastosowania klasycznych metod statystycznych oraz 
wnioskowania bayesowskiego w analizie danych reje-
strowanych na jednej z polskich stalowni. Przedstawio-
ne szeregi czasowe, uzupe nione o zbiór dodatkowych 
zmiennych wp ywaj cych na poziom temperatury, 
b d  podstaw  do opracowania systemu równa  z za-
stosowaniem reprezentacji systemu dynamicznego 
w przestrzeni stanu. 

4. BADANIA W ASNE W DZIEDZINIE 

ZASTOSOWA  WNIOSKOWANIA 

BAYESOWSKIEGO 

Punktem wyj cia do stworzenia systemu prognozo-
wania temperatury w kadzi odlewniczej i kadzi po red-
niej jest zbiór obserwacji temperatury dla procesu pro-
dukcyjnego wybranego gatunku stali: 

na wyj ciu z elektrycznego pieca ukowego (EAF –  
Electric Arc Furnace),
na wej ciu stanowiska obróbki pozapiecowej (LHF  
We – Ladle Heating Furnace),
na wyj ciu stanowiska obróbki pozapiecowej (LHF  
Wy),
pierwszy i ostatni pomiar w kadzi po redniej na  
urz dzeniu COS
oraz zu ycia energii elektrycznej na stanowisku ob- 
róbki pozapiecowej (Rys. 2). 

Rys. 1. System prognozowania temperatury z zastosowaniem prawdopodobie stwa warunkowego

Fig. 1. The prediction of the temperature using a conditional probability

Tabela 2. Miary statystyczne dla szeregów czasowych temperatury i zu ycia energii

Table 2. Statistical measures for time series of temperature and energy consumption

Temperatura 

na wyj ciu 

EAF

Temperatura 

na wej ciu 

LHF

Temperatura 

na wyj ciu 

LHF

Pierwszy 

pomiar 

temperatury 

na COS

Ostatni 

pomiar 

temperatury 

na COS

Zu ycie 

energii 

LHF

T1 [ûC] T2 [ûC] T3 [ûC] T4 [ûC] T5 [ûC] E [MWh]

rednia 1 612 1 599 1 601 1 558 1 558 2

Wariancja 395,7 176,7 95,9 24,2 23,2 0,4

Odchylenie standardowe 19,9 13,3 9,8 4,9 4,8 0,6

Wspó czynnik zmienno ci 1,23% 0,83% 0,61% 0,32% 0,31% 27,86%



6
2

P
ra

ce IM
 2

 (2
0
1
5
)

M
a
rcin

 M
iczk

a

Rys. 2. Szeregi czasowe i rozk ady prawdopodobie stwa dla temperatur i zu ycia energii w wybranych fazach procesu odlewania stali dla przyk adowego przedsi biorstwa

Fig. 2. Time series and probability distributions for temperatures and energy consumption in some phases of the process of casting for the exemplary company
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rednie, wariancje, odchylenia standardowe oraz 
wspó czynniki zmienno ci dla analizowanych procesów 
pokazano w tabeli 2.

Powy sza analiza jest przyk adem klasycznego wnio-
skowania statystycznego. Przyjmowane jest za o enie, 
e rozk ad temperatury X ma posta  rozk adu normal-

nego (Gaussa):

 ( , )X N
2

+i i v  (8)

Wnioskowanie bayesowskie wychodzi od za o enia 
o istnieniu wiedzy spoza analizowanego zbioru obser-
wacji. Przyj to, e wariancja rozk adu danych zareje-
strowanych 

2
 jest znana, a rozk ad a priori redniej 

ma równie  posta  rozk adu normalnego:

 ( , )N 2
+i n x  (9)

Rozk ad ten reprezentuje wiedz  a priori o tempera-
turze w danym miejscu procesu produkcyjnego, a za-
tem warto  oczekiwana n  i wariancja 2x  s  znane. 
Wiedza ta mo e wynika  ze zdobytego do wiadczenia 
opartego na wcze niejszych badaniach, intuicji czy wie-
dzy eksperckiej. 

Podstaw  wnioskowania statystycznego stanowi ci -
gle informacja uzyskana z obserwacji, st d przy dosta-
tecznej ich ilo ci, nawet do  znaczne zmiany rozk adu 
a priori nie poci gaj  za sob  wi kszych zmian w otrzy-
mywanych rozk adach a posteriori. Niewielkie zmiany 
mog  by  jednak istotne w przypadku bardzo precyzyj-
nego sterowania procesami produkcyjnymi. ród em 
dodatkowej informacji, mog  by  d ugoletni pracowni-
cy przedsi biorstw zwykle wykazuj cy intuicj , która 
poprawia trafno  prognozowania.

W prezentowanym przyk adzie przyj to a priori, e 
rednia temperatura na wyj ciu ze stanowiska obróbki 

pozapiecowej b dzie wynosi  1 580 stopni, a odchylenie 
standardowe 3 stopnie Celsjusza (Rys. 4). Operacja tak 
mo e by  dokonywana przez pracownika odpowiedzial-
nego za planowanie procesu produkcyjnego. 

Wnioskowanie o parametrze  (np. rednia tempera-
tura) dokonywane jest na podstawie rozk adu warun-
kowego tego parametru przy ustalonych obserwacjach, 
czyli na podstawie tzw. rozk adu a posteriori o funkcji 
g sto ci danej wzorem Bayesa:

 ( )
( )

( ) ( )
p X

p X
p X p

i
i i

=  (10)

gdzie  ( ) ( ) ( )p X p X p di i i=

H

#  

jest brzegow  g sto ci  wektora obserwacji. Rozwa ana 
jest rodzina rozk adów prawdopodobie stwa indekso-
wana przez wektor Rs

d di H . Centralnym punktem 
wnioskowania bayesowskiego jest wyznaczenie roz-
k adu a posteriori cz cego informacje o parametrze 
pochodz ce z funkcji wiarygodno ci i rozk adu a priori, 
którego funkcja g sto ci dana jest wzorem: 

3
 

  p( |X) \  L( , X) p( ) (11)

Gdzie \  jest symbolem proporcjonalno ci (równo ci 
z dok adno ci  do sta ej dodatniej), a L( , X) jest funk-
cj  wiarygodno ci deÞ niowan  jako L( , X) = p(X| ). 

cz c wiedz  z obserwacji z wiedz  a priori osi ga-
na jest wi ksza efektywno  estymatorów

4
. Rozk ady 

a priori, funkcj  wiarygodno ci oraz a posteriori dla 
redniej temperatury na wyj ciu ze stanowiska obróbki 

cieplnej przedstawiono na rysunku 4.

3 
 Wiarygodno  bayesowska jest to sama z klasyczn  funkcj  wia-

rygodno ci. Mianowicie w statystyce klasycznej funkcj  wiarygod-
no ci nazywamy funkcj  g sto ci rozk adu prawdopodobie stwa 
zmiennej losowej rozpatrywan  jako funkcj  parametrów od któ-
rej ona zale y (prawdopodobie stwo otrzymania obserwacji przy 
danych parametrach rozk adu statystycznego). 
4 
 Estymator parametru (np. rednia temperatura) powinien by  

nieobci ony czyli najbardziej zbli ony do prawdziwej warto ci, 
efektywny czyli charakteryzuj cy si  najmniejszym rozrzutem 
spo ród wybranych estymatorów oraz zgodny czyli wraz ze wzro-
stem liczby obserwacji jego wariancja i obci enie powinny d y  
do zera.  

Rys. 3. Rozk ad a priori tempera-

tury w wybranym miejscu procesu 

odlewania stali

Fig. 3. Prior distribution of tempe-

rature at the desired location ca-

sting process

Rys. 4. Rozk ad a priori, funkcja 

wiarygodno ci i rozk ad a poste-

riori dla redniej temperatury

Fig. 4. Prior distribution, likeli-

hood function and the posterior 

distribution for average tempera-

tures
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Powy ej przedstawiono przyk ad jednowymiarowej 
analizy statystycznej temperatury w kadzi odlewni-
czej z zastosowaniem wnioskowania bayesowskiego. 
Nast pnym krokiem jest analiza wielowymiarowa 
oraz analiza regresji, która pozwala poznawa  po-
wi zania pomi dzy ró nymi zjawiskami. W przypad-
ku wnioskowania bayesowskiego rozk ady a prio-
ri, funkcji wiarygodno ci oraz a posteriori dotycz  
szacowanych parametrów funkcji regresji. Dalszym 
uogólnieniem jest analiza szeregów czasowych, która 
pozwala uwzgl dni  ich w a ciwo ci oraz zale no ci 
wyst puj ce w czasie. Ostatnim krokiem jest przej cie 
do zaprezentowanego modelu przestrzeni stanu i wnio-
skowania bayesowskiego. 

5. PODSUMOWANIE

Prognozowanie temperatury w kadzi odlewniczej 
i kadzi po redniej ma istotne znaczenie dla uzyska-
nia odpowiedniej jako ci stali, wydajno ci zwi zanej 
z szybko ci  odlewania oraz ograniczenia zu ycia ener-
gii potrzebnej do podgrzewania. Osi gni cie tych ce-
lów wymaga rozwi zania problemów zarówno natury 
technicznej i technologicznej jak i tych obejmuj cych 
dziedzin  zarz dzania i organizacji procesów produk-
cyjnych. Ostatecznie dzia ania takie powinny wp yn  
na obni enie jednostkowego kosztu zmiennego produk-
cji oraz powinny mie  korzystny wp yw na rodowisko 
naturalne. 

Procesy przebiegaj ce na stalowni charakteryzuj  
si  pewn  zmienno ci , a zatem obecno ci  sk adnika 
losowego. W zwi zku z tym zastosowanie metod staty-
stycznych jest w tym przypadku uzasadnione. Wysoka 
precyzja sterowania procesami technologicznymi wy-
maga zmniejszenia tej zmienno ci oraz uwzgl dnienia 
dodatkowej informacji spoza zbioru danych (np. wyni-
kaj cej z do wiadczenia pracowników), co jest mo liwe 
dzi ki zastosowaniu np. metod bayesowskich.  

Dotychczasowe analizy danych rejestrowanych na 
wybranej stalowni pokazuj , e przeci tna zmienno  
temperatury si ga kilkunastu stopni Celsjusza. Propo-
nowane rozwi zanie powinno doprowadzi  do obni e-
nia tego wska nika o kilka stopni, a w dalszej perspek-
tywie znacznie poni ej 10 stopni Celsjusza. Wi ksza 
stabilno  procesów pozwoli na bardziej trafne progno-
zowanie.

Zbli anie temperatury w kadzi po redniej do tem-
peratury krytycznej (odpowiednio wi kszej od tem-
peratury likwidusu) wi e si  z wi kszym ryzykiem 
zastygni cia stali, ale obni a koszty zu ycia energii 
i polepsza jako  produktu. Takie zarz dzanie proce-
sami technologicznymi wymaga bardzo precyzyjnego 
sterownia oraz pomiaru ryzyka, czyli w tym przypad-
ku prawdopodobie stwa osi gni cia temperatury kry-
tycznej w kadzi po redniej. Podstawow  miar  ryzyka 
jest odchylenie standardowe czyli jeden z parametrów 
rozk adu statystycznego. W przypadku analizowanych 
procesów wspó czynnik zmienno ci (stosunek odchyle-
nia standardowego do redniej) waha si  w granicach 
od 1,23÷0,31%, co odpowiada wahaniom temperatury 
od kilkunastu do kilku stopni. Wydaje si , e jest to 
niewielki rozrzut obserwacji, ale wynikiem tego jest 
utrzymywanie temperatury procesu na poziomie na-
wet o kilkadziesi t stopni Celsjusza przekraczaj cym 
temperatur  likwidusu. Obni enie temperatury proce-
su wytwarzania stali wymaga wi c lepszego zarz dza-
nia ryzykiem, które obejmuje jego pomiar za pomoc  
metod statystycznych. Wynikiem tego rodzaju projek-
tów b dzie wi c przede wszystkim zbli enie tempera-
tury procesu do temperatury krytycznej, co wi e si  
z wi kszym ryzykiem zastygni cia stali, a co za tym 
idzie spowodowania znacz cych strat biznesowych. 
Jest to szczególny przypadek szerszego zagadnienia 
zbli ania parametrów procesów technologicznych do 
nieprzekraczalnych granic, wtedy kiedy jest to ko-
rzystne z punktu widzenia efektywno ci produkcji 
(jako ci i rentowno ci).

Zastosowanie praktyczne pokazanej metodyki wi e 
si  z odpowiednim opomiarowaniem procesu produk-
cyjnego oraz oprogramowaniem pozwalaj cym na szyb-
kie tworzenie i przetwarzanie du ych zbiorów danych 
o wymaganej strukturze. S  to zatem prace o charak-
terze interdyscyplinarnym, pozwalaj ce na rozszerze-
nie dzia alno ci Instytutu w Europejskiej Przestrzeni 
Badawczej. 

Rozwini cie w Polsce i Europie bardzo precyzyjnych 
procesów technologicznych pozwalaj cych na produk-
cj  wyrobów wysokiej jako ci jest istotne dla procesu 
reindustrializacji, poniewa  masowa produkcja wy-
robów niskiej i redniej jako ci zosta a przeniesiona 
z Europy i rejonu Atlantyku w rejon PacyÞ ku. Wydaje 
si , e b dzie to powrót do Europy nowej formy rzemio-
s a czyli dzia alno ci rozwijanej od staro ytno ci w tym 
regionie wiata. 
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